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'ASUPRA REPREZENTARII MATRICIALE A ARBORILOR
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In lucrarea [2] pornindu-se de la definitia arborilor ca gi grafe fard
cicluri se considerd un mod de reprezentare a lor cu ajutorul matricilor.
In cele ce urmeazi vom defini arborii recursiv §i vom atasa in mod recursiv
fiecirui arbore cite o matrice. De asemenea vom construi un algoritm
de descompunere a matricii corespunzitoare unui arbore in matricile
corespunzitoare subarborilor principali [1] ai arborelui dat.

Fie % o multime finitd de simboluri astfel incit pe aceastd mulfime
este definitd o functxe caracteristicd grad, in felul urmétor : Dacd n € M,
atunci avem 8 (n) = p, p fiind un numir natural pozmv sau S (n) = 0.
Se vede deci ¢ elementele multimii N sint impéartite in clase de elemente
de citre functia 3. Dacd ne % §i dacd 3 ('n) = 0, atunci » se va numi
element de bazi al multimii %. Subliniem cé data fiind multimea N, a
elementelor de bazi ale multimii %, vom presupune ci existd o sub
multime a multimii %, astfel incit aceasta consideratd ca §i un alfabet,
atuneci si cuvintele in acest alfabet vor fi numite elemente de bazi ale
multimii %, pentru care valoarea functiei § o considerdm de asemenea
Zero. Elementele acestei submultimi, impreunsd cu cuvintele in aceasté
submul{ime, vor fi numlte constante. Restul elementelor de bazi vor
fi numite variabile.- i

Dacd 8 (n) = p, » > 1, atunci » se va numi operator p-ar al
multimii %. Fie » un Opemmr p-ar al multimii N. Oricare ar fi in mul-
tlmea elementelor de bazi p elemente %, %, ..., n,, aceste elemente
vor fi numife, operanzii operatorului n. Definim atunci pentru fiecare
element n € N cu proprietatea § (n) = p, p>1 o functie care face ca
oricirui veetor (ny, #,, ..., #n,) de dimensiunea P ale carui componente
sint elemente de bazi constante ale multimii % s&-i punem in COI‘Eprn-
dentd un element de bazi constant 7 notat cu n (T, Tgy - oy Tp). .

Acest element va £ pomit va,loarea operatoruluil # aplicat asupra
elementelor n,, By ...i.y My . . P :
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S8 atagdm acum fiecdrui element de bazs al multimii | un arbore
numit aibore elementar de tipul

®

oS

: L i e I
dach elementul de bazi respectiv este o variabilid oarecare @ san

Pl

dacd elementul de bazi respectiv este o constantd ¢. Simbolurile ® si =
sint simboluri de operatori pentru care avem definite valoarea lor,
respectiv corespunzitoare produsului §i puterii din aritmetica cbisnuits.
Simbolurile 1 §i 0 sint dousé constante fixe, ele corespunzind lui 1 gi 0
din aritmetica obignuiti. XKlementele aiborilor elementari marcate de
simbolurile multimii N sau de elementele de bazd, vor fi numite noduri.
Nodul in care nu intrd nici o sdgeatd va fi numit rddicind. Nodul in care
intrd o singurd ségeati, dar din care nu pleacs nici o sigeatd va fi numit
virf. Sdgeata care unegte dous noduri oarecare ale unui arbore elementar
se numegte drumul orientat intre eele doud noduri. Doud noduri oare-
care n, §i n, spunem ci sint legate printr-un drum daed sint indeplinite
conditiile :

(1) Existd o multime de noduri {m, ..., %z} astfel ca
gy == Moy Wy, = My

in sens grafic.

(2) Intre nodurile m, §i e, s& existe un drum orientat oricare
ar fi 0 <iKl— 1.

Vom nrmi in cele ce urmeazi lungimea drumului dintre nodurile
#, §i n, numéiul I §i-1 vom nota cu ! =1 (n,, n,).

Notiunea de arbore o vem defini recursiv in felul uwrmitor :

1. Oricare aibore elementar se numegte aibore.
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2. Dach a;, gy, -- ., a, sint arbori gi dacd n € N, 8 (n) = p, atunci
gi-a = (1, Gy, @y, - - -, a,) este un arbore obtinut in felul urmitor: =
este riiddcina arborelui @ iar @), a,,. .., a, sint astfel ci drumul de la »
la raddecina oricaruia dintre acegti arbori este de lungimea 1. Sigetile
care pleacd de la n la rdddcinile arborilor a,, a,, ..., a, sint numerotate
cu indicii 1, 2, ..., p, de la stinga la dreapta corespunzitor arborilor
Gyy By - ooy Gy

Notiuhea de drum de lungime datd permite g4 introducem intr-un
arbere notiunea de nivel. Pentru aceasta insd vom -defini notiunea de
subarbore al unui arbore dat. O multime {n,, n,, ..., n,} de moduri ale
arborelui a se numeste subarbore al arborelui ¢ daci sint indeplinite
conditiile : : , : '

(1) Fiecare nod al multimii {n, n,, ..., n} este un nod al arborelui a.

(2) Existd un singur nod »’ in multimea {n;, ny, ..., n,} cu proprie-
tatea cd, el este legat de fiecare din celelalte noduri ale acestei multimi
prin drumuri de lungime I>>1. Acesta va fi numit rddédcina subarborelui
respectiv, iar subarborele se va numi inrddicinat in nodul #'.

Vom nota subarborele respectiv cu a,, p fiilnd numérul nodurilor lui.

Dat fiind arborele a, nodurile %, n,, ..., n, ale acestui arbore se
vor nuny nivelul k al arborelui ¢ dacd, » fiind rdddcina lui @, avem

Iin,n) =%k t=1,2, ..., p.

In cele ce urmeazd va fi deseori important de stiut care este numirul
nodurilor pe un nivel oarecare & al arborelui . Dacd notdm cu N,
acest numar, atunci el se obtine recursiv cu ajutorul schemei

Ny =
»
Ni;-}—i = Z b (nq,)
B T

unde 7, fy, ..., #, sint nodurile de pe nivelul k. Numérul nivelelor £,
cu proprietatea cd N, >0, il vom nota cu N. Dacd presupunem cd am
numerotat nodurile n ale arborelui e cu indieii 1,2, ..., p, in ordinea
in care ele apar pe nivelele succesive ale arborelui ¢, atunci schema de
mai sus se poate pune sub forma

Ny =1,
Nl = 8("7’1)’

’ Ny Poge—1 |
Ne=Y, 3| xwpe
§=0 T

Vom ataga acum oriedrui arbore ¢ o matrice M in felul urmitor.
Fie Ny, N, ..., N, numirul nodurilor de pe nivelele 0, 1, 2, ... p,
N,=1, N, > 1, 4=1, 2, ..., p. Prima linie & matricei M va i atunci

& (ny) n, 00 ... 01,
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unde numirual zerourilor este egal cu lungimea maximd a drumurilg
care pornesc din nodul n,, rédécina arborelui a, respectiv cu numiy ﬁ
p. Dacd_s-au construit primele N, linii ale matricei M, atunci mm;,
toarele N, ., linii se construiesc in mod analog, atagindu-se in ordines
in care apar fieciirui nod de pe nivelul ¢ 4 1 cite o linie in felul urmétor :

: g1 i i . . . . "
Fie wi*!, ni™, ..., #§f' nodurile de pe nivelul ¢ + 1 si nj, ni..

: . IS a ’L+1 » 3 3 s
..., W, nodurile de pe nivelul 4. Dacd liniile corespunzitoare nodurilor

de pe nivelul 4 sint de tipul

3 i ’
S(ng) ni 00 ...0a oy ... &,
atunei liniile corespunzitoare de pe nivelul 4 4 1 sint de tipul
v
Sy aitr00 ... 0o 0 - . %rny ‘
gl}d@ Gy %y - ooy %igy SING cOnStruiti in felul urmitor : dacd n} este o ri-
dcind a unui subarbore i daed ni*', ni*?, ..., nitt sint noduri . care
apartin acestui subaibore gi I(nf, nj*") =1, j=1, 2, ..., p, atunci
i _ s as - . Yoay i
3 (n.) = p. Liniile corespunzitoare nodurilor ni™*, ..., #;*' se obtin

atunci din linia lui »} prin stergerea ultimului zero din aceastd linie gi
inlocuirea lui cu 1, iar primul indice dupéd acest 1 luind valorile cores-
punzitoare 1, 2, ..., p pentru liniile corespunzitoare nodurilor «i*!
5t ..., it restul indicilor rdminind neschimbati. Acest proces sé
re‘peté pentru fiecarenod »n, k =1, 2, ..., u; incepind de la dreapta spre
stinga dupd cum apare el in arbore. Din definitia recursivd a arborilor
precum §i din definitia subaiborilor rezult# ci toate nodurile de pe nivelul
i 4+ 1 sint noduri in subaibori cu ridicinile pe nivelul 4. De aici rezults
cé matricea I este bine definitd pentru oricare arbore a. Prima coloani
a acgstei matrici va fi numitd vector grad al airborelui @, a doua coloans
va fi numiti vector nod al aiborelui a. Matricea cobtinutd din M prin

F.gura

felinglina,rea vectorului nod si a vectorului grad se numegte matrice de
indici. Matricca B se vede usor ci caracterizeazs complet aiborele o
corespunzitor. Pentru excmplificare si considerfm aiborele din figurd.
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Matricea M atasati acestui arbore este atunci urmitoarea :

t3 my 0 0 1|
(2 my, 0 1 1
1 my, 0 1 2
2 m O 1 3
: M=|0 n 1 1 1
10 m 11 2
(0 m 1 2 1
"0 omy 103 1| .
0 my 103 2

\

Vectorul grad este (3, 2, 1, 2, 0, 0, 0, 0, 0), iar vectorul @od este (m;, 7,
Mgy Mgy N5y Mgy Ny Mgy M)

Fie dati, in continuare, arborii a,, @, ..., &, § simbolul n € N
pentru care & (n) = p. De asemenea, presupunem date matricile M,
M,, ..., M, corespunzitoare arborilor a,, as, ..., a, Vom descrie acum
algoritmul (de obfinere al matricii M corespunzatoare arborelui @ = (u,
@y, Gy ..., @,) din matricile M, M, M,. Fie, de agemenea, Ny,

*?
NY ..., Ni, N, N% ..., NE .- N2, N% ..., ngnumar‘ulnodurllor
pe fiecare din nivelele 0, 1, ..., K, ¢ =1, 2, ..., p ale arborilor a,,
Ggg oo ag Bpe P i
Primul pas al algoritmului constd atunci in aplicarea asupra ma-
tricilor M,, M,, ..., M, a urmitoarelor reguli de transformare.
Regula 1. In matricea ‘de’ indici ai matricei M, ¢ =1, 2, ..., p

ge va insera in fiecare linie dupé primul element diferit de zero indicele
i, restul elementelor lisindu-se meschimbate. '

» ¢ ) Ry »a - .
Fiek; = max {k;}. Aceasta inseamnd c¢i lungimea liniilor matricei
ie=1 :

de indici a matricei M; este egald cu k;.
Regula 2. Se vor ataga In matricile de indici ale matricilor M,
§ == j atitea simboluri zero, la inceputul liniilor matricei de indiei, pind
cind lungimile lor vor deveni egale cu k;.
_Sanotimeu My, M, ..., M, matricile obtinute din M;, M, ..., M,
dup$ transformarea lor conform regulilor 1 si 2. Matricea M se va ‘obtine
atunci aplicind urmétorii pagi ai algoritmului despre care a fost vorba mai

sus. La pasul al doilea se va construi prima linie a matricei M de forma
' S(n)n 00 ... 01, '

gnde numirul simbolurilor zero este egal cu k. , o o
Pasul al treilea al algoritmului constd in alegerea unui numir de
Ni linii din matricile M} si atagarea lor ca nrmitoarele linii ale matricei
M, in ordine, pentru ¢ =1, 2, ..., p. Acest pas se repetd pentru £ =
=0,1, ..., k pind cind se epuizeazd in intregime toate matricile M;.
Aceasta bineinteles se’ cbtine pentru cazul eind k =Fk,. > o o
Algoritmul se opreste cind nu se mai poate aplica pasul al treilea.
Matricea cbtinuti o potim cu M si vom ardta cd e2 este matricea
corespunzitoare arborelui a. o S
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) qutru _acea_spa se observd imediat ci prima -ei linie coincid
prima linie a matricei care se atageazi arborelui a dupd procedeul rec T
deseris mai sus. Ceea ce se realizeazd la pasul al treilea al a,lgoritn}lu?Y
de construire a matricei M nu este altceva decit trecerea recursivi du Ia
%cm—l{ili (g)irevspl}néa‘%oarek nivelului- & la liniile corespunzitoare nivelshlg

1, pind cin =kpentru k=0,1, ..., k. P i
considera exemplul urmitor : fie arborii 7051, a;,a \é3 sfl?ggor?z?g,ar%ao: (lm%
din figurd, inrddicinati respectiv in nodurile Mgy Mg, %, iar aJIbm? 11;1
a = (n, @, ay, ag). Matricile corespunzitoare lui o, az,m% 4sint> res;peci?i;5

2 my 01 . 2
17@01{ g 01

M1=0”'511’M2: 0%311,]][2:01@811
10 mg 12 T " o lom 12

No=1, Ni=2; Ng=1, Ni=1; Ni=1, Ni=2.
Matricile transformate M;, M;, M; dupi regulile 1 si 2 vor fi

2m, 011

' 20,013

¢ ' . 1n, 012 5

ﬂll:g::sii;,ﬂ[g:0%:]_21’M:;=0%8131
° . O0ng 132

Aplicind al doilea gi al treilea pas al i i i i
o e o S pas al algoritmului descris mai sus vom

3 n, 0 0 1
2 n, 0 1 1
11 . n, 0 1 2
2 n, 0 1 3
M =10 n, 1 1 1
0 ng 1 1 2
0 »n, 1.2 1
0 g, 1 3 1 ; E
¢ n, 1 3 2

;iaér‘f];afiupa, cum se vede, coincide cu matricea atasati arborelui din
Jiton rien celg dfi mat sus nu am folosit reprezentirile matricilor coresptin-
2 arborilor elementari, respectiv corespunzitoare elementelor n
din _matricea unui arbore pentru care 3 (n) = 0 deoarece in codificarea
lor in hmba_b unei magini electronice de calcul acestora, dupi cum se v
vedea ulterior, le corespunde o singurs celuli de tipul T e

n| 0| @ |0, |

i

uin%? ‘01, "0, sint adrese de celule care contin elementele de bazi C
§1 Uy .1ar o este codul unei variabile. Prin # am notat un cod smciaj

care are Imenirea de a arita ci :
v 4 este voiba de nn a
care-] vom numi nucley. e un aibore elementar pe
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Fie datd acum matricea M corespunzitoare arborelui a = (g,
Gy g Op)e Vom construi un algoritm care aplicat matricei M 0 va trans-
forma in sirul matricilor M, M,, ..., M, corespunzitoare arborilor a,
Ggy - -y @, §1In prima ei linie. Pentru aceasta si observiim cf prima linie
o matricei M are forma p, n 00 ... 01

- Primul pas al algoritmului va consta atunci in punerea in evidentd
a acestei linii.

Pasul al doilea al algoritmului constd in alegerea urmitoarclor P
linii ale matricei M si in scrierea lor separatd. Acestea vor firespectiv pri-
mele linii ale unor matrici Mj, M., ..., M, pe care le vom obtine din
matricea M.

Pasul al treilea al algoritmului constéd in considerarea componentelor
corespunzitoare ale vectorului grad, din linille puse deja in evidents
ale matricelor M}, M;, ..., M, Fie aceste componente & (n1), 8(n3),...,
..., 5 (n}). Atunci se iau in ordine din matricea M urmitoarele 3 (n;)
linii §i se agazd -sub formd de urmitoarele linii ale matricilor M, pentru
i=1, 2, ..., p.Se considerd apoi componentele vectorilor grad atagati
matricilor M! la aplicarea precedentd a pasului al treilea al algoritmului,
§i se face suma componentelor lor. Fie aceste numere N, Ny ..., N,
Se procedeazs apoi la urmitoarea aplicare a pasului al treilea al algo-
ritmului en N; ca si cu § (n]). Procedeul se repetd pind eind se epuizeazd
complet matricea M. Aplicarea algoritmului se incepe cu primul pas §i
se continud in felul descris mai sus. Fie M;, M;, ...., M, matricile
obtinute in urma acestui proces. Aceste matrici vor fi transformate la
pasul urmitor al algoritmului dupd wmétoarele reguli:

Regula 3. Se va gterge din fiecare linie a matricilor de indici ai
matricilor M, al doilea indice diferit de zero.

Regula 4. Matricile obtinute in urma aplicdrii regulii 3 se trans-
formi scotind din matricile lor de indici din fiecare linie atitia indici zero
de la inceputul lor pind cind rdmine cel putin o linie care nu contine
indici zero, lungimile liniilor respective pistrindu-se egale.

Bste evident ci trebuie si existe cel putin o matrice pentru care
regula 4 nu se poate aplica deoarece in matricea ei de indici existd linii
care nu contin indici zero. Matricile obfinute in urma aplicirii regulii 4 le
vom nota cu M,, M,, ..., M, eletfiind matricile corespunzatoare arborilor
Oy, @y..., @, Ceea ce se poate demonstra ugor.
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