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In aceastd lucrare vom construi eitiva algoritmi care sé decidd asupra
compatibilitidtii cuvintelor in sistemul formal construit in [5].

In primul rind vom considera cazul cind in cuvintul P dat in sis-
temul formal nu existd intriri ale simbolurilor din © J &. In acest caz se
poate usor vedea ci algoritmul nominal %, cu schema

wbiy = abiEy (&, € C & e F)
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in alfabetul £ U {«} aplicat la oricare cuvint P in alfabetul o transforms
acest cuvint in cuvintul vid dae# el este compatibil in £ §i nu contine in-
triri ale simbolurilor din © | & si intr-un cuvint R diferit de cuvin-
tul vid in caz contrar.

Pentru demonstrarea acestei afirmatii este suficient s& observim
¢d dacd in cuvintul P nu avem intriri ale simbolurilor din © | &, el este
compatibil daci si numai dacé este sau un cuvint in € san un simbol in
alfabetul € | %.

Prima formuld care se aplicd cuvintului P este formula —» « care
transformi cuvintul P in cuvintul o P. Pe urmi simbolul « se ,trage’”
prin cuvintul P stergind succesiv fiecare simbol (literd) al alfabetului €
care apare in P, dacd nu existd intriri ale altor simboluri din alfabetul
ot in P. Dacd cuvintul P contine intrari ale altor simboluri din A,
diferite de literele alfabetului €, atunci pentru a fi compatibil el trebuie

1) Lucrare prezentatd la Colectivul de aproximare a functiilor eu aplicatii la caleu!z:
numeri¢c din 15—19 noiembrie 1963, Cluj.
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83 contind un singur simbol din % care se gterge cu ajutorul formulei
«& > «. Algoritmul se opreste fie semnalizind aparitia in P a simbolu-
r_119r din € g din ¥ fird nici un simbol de legiturs intre ele, fie semna-
lizind cdin P apar simboluri diferite de simbolurile alfabetului © U %.
Dacd algoritmul se opreste in acest de-al doilea caz (ceea ce se recunoagte
dupé faptul cd in cuvintul obtinut nu intri simbolul «) gi este diferitde
avintul vid, se va aplica de la inceput algoritmul %, care va transtoma
cuvintul P in cuvintul vid daci el este compatibil si contine intriiri de
simboluri diferite de simbolurile alfabetului € |J % sau intr-un cuvint
diferit de cuvintul vid in caz contrar.

Schema algoritmului normal %, in alfabetul of U {a} U {B} este
urmitoares :

ol ( = (o
2 (Q) = a (Qggogl. . Eg, £ e @ dach K> 0
sau Qo &, £ e CJ% daecdi K=0
g — Ea (E1le 9ol &)
Ul af—pBax (£ O U8
(B) — (B2 o, By o] € ct)
o —>
B -
- oL

84 demonstrim cé are loc una din egalititile :

A dacd P este compatibil in of i contine intriri de

A Py simboluri diferite de simbolurile alfabetului lui € (J %

E @ A in caz contrar.

Fie deci cuvintul P compatibil in alfabetul of § continind si
simboluri diferite de simbolurile alfabetului € {J ¥. S# arsitim atunci
cd Uy LP oA

Prima formuld a algoritmului normal %, care se va aplica cuvintului
P va fi formula — «. Dupd aceea prima formuls a algoritmului U, se
va aplica de atitea ori pind ce se va gisi primul element de bazi care
intrd in cuvintul P. Deoarece cuvintul P este compatibil, acest element de
bazd intrd in cuvintul P sub forma (@), in conditiile noastre. Se va aplica
apoi formula a doua care va inlocui cuvintul () cu simbolul « si se trece
la ciutarea altor elemente de bazi care intrd in cuvintul P. ’ "

nl felul acesta, dupi un numir finit de pagi, se vor scoate toate
elementele de baz# care intrd in cuvintul P, iar dupi formula a patra toate
simbolurile din © | & care intri in cuvintul P se vor inlocui cu simbolul 8.
Formula a cincea va inlocui apoi toate' cuvintele de forma (B) cu cu-
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vinte vid, ceea ce este echivalent cu gtergerea tuturor simbolurilor din
O |J & care apartin domeniului de actiune al altor simboluri din © U &
care intrd in P. Deoarece cuvintul P este compatibil, inseamni ci exista
un singur simbol din O |J & care nu apartine domeniului de actiune
al nici unui alt simbol din @ |J & care intr# in cuvintul P. Prin urmare
dacd primele cinci formule nu se mai aplicd, atunci formula a gasea o —
va scoate unicul simbol « care apare in cuvintul P transformat iar
formula a saptea f —- va inlocui simbolul din @ |J & care nu apartine
domeniunlui de actiune al nici unui alt simbol din @ |J & care intrd in
P cu cuvintul vid, final, obtinind in felul acesta cuvintul vid.

© 84 ardtdm acum cd dacd cuvintul P nu este compatibil, are loc
egalitatea W, Pyao R, RgA.

Aceastd egalitate rezulti din faptul ¢4 dach in cavintul P nu
existd intriri ale simbolurilor din @ U &, atunci deoarece cuvintul
contine intriri de simboluri diferite de simbolurile din € {J %, dupi
un numir finit de pagi se va aplica de un numir infinit de ori ulti-
ma formi, ceea ce inseamn# ci la un astfel de cuvint algoritmul nu
se aplici. Dacd insd in cuvintul P existd intridri ale simbolurilor din
O U &, atunci oricare ar fi cauza incompatibilititii algoritmul se
opreste dupéd aplicarea formulei § —. , semnalind aceastd incompati-
bilitate prin faptul ci cuvintul obtinut este un cuvint diferit de
cuvintul vid. . )

Cuvintul R, obtinut in acest fel, poate fi sau un cuvint in alfa-
betul {B} si atunci sintem in cazul in care existd mai multe simboluri
din O |J & care intrd in P gi care nu apartin domeniului de actiune al
nici unui alt simbol din © |y & care intrd in P, sau poate fi un cuvint
in alfabetul o# ceea ce inseamni ci existd simboluri diferite de simbo-
lurile din © J & care nu intrid in domeniul de actiune al nici unui simbol
din @ |J & care intrd in P, sau poate fi un cuvint in alfabetul &£ U {B}
ceea ce inseamni cd au loc ambele incompatibilitdti semnalate mai sus.
In oricare din cazurile analizate mai sus, P nu este un cuvint compa-
tibil.

S84 construim acum un algoritm normal care va decide dacd in-
tr-un cuvint dat in alfabetul of intrd sauw nu intrd simboluri din alfa-
betul O {J & Dacé notdm cu U, acest algoritm, atunci schema lui este

“E—a (E1e0Ua),
WUyl o -
—a  (a]e ).

Se vede imediat cd& au loc egalititile

A dacd in P nu existd intriri ale simbolurilor din © U &,

A, Pao
? { g A in caz contrar.
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Algoritmul care decide daci un cuvint arbitrar P in alfabetul of
este compatibil san nu in acest alfabet, este atunci algoritmul normal %
construit astfel ca
) 1 5
YL P W L Py dacd U; LPISA,

i%fg L P dacd Uy L Py 3 A.
Se poate demonstra usor ci
ALP o A dacd P este un cuvint compatibil in of,.
R @A in caz contrar.

Vom construi in cele ce urmeazi un algoritm normal care ne va
pune in evidentd intr-un cuvint compatibil simbolul s € O& care nu apar-
tine domeniului de actiune al nici unui alt simbol din @ |J & care intrs
in cuvintul compatibil dat. Pentru aceasta este suficient s observiam ci
in schema algoritmului normal %, formula de oprire 8— - scoate cu oprire
chiar acest simbol din cuvintul compatibil dat. Prin urmare algoritmul
ciutat in alfabetul of U {«} va avea schema

(= (o
(@) — « (@ — acelagi ca §i in cazul algoritmului %,)
E—>Ex (& & cf)
(8) — sedyd
o —>-
. - o (o] € of) ,
Diacd notdm cu B,, acest algoritm, atunci din cele de mai sus avem

s, unde s este simbolul din © |J & care nu apartine do-
meniului de actiune al nici unui alt simbol din @ J &
B LPIT care intrd in P, dacd P este compatibil,

R @ s in caz contrar.

Deoarece insd in cuvintul P existd in general intriri ale aceluiagi
simbol s in mai multe locuri, evident ci pentru a preciza acest simbol
avem nevoie de aripa dreapta, respectiv sting# a intrdrii lui in P, adics
trebuie s& cunoagtem cuvintele P, si P, astfel ca

Po P sP, Po(Py), P,o(Py).

Pentru determinarea cuvintelor P, si P, ne vom folosi de notiunea
de lungime a unui cuvint. Prin lungimea unui cuvint vom intelege numsrul
simbolurilor (literelor) care compun cuvintul respectiv. Astfel dacd notém
cu ! o P lungimea cuvintului P, avem

lirag0o,
ll_gl--"EK.J oK
unde 0 §i K sint scrierile numirului zero respectiv K,.
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Vom construi in cele ce urmeazd algoritmul normal B, astfel ca:

By L:P-J 00, 5Q:
unde
1LQ a0l P, 1LQ,8110,1

iar i sint cuvinte in alfabetul {|}.
1a1 Qlchhegla algoritmului normal %, in alfabetul of U {o} U {]} este

atunci urmaatoarea :

o (= (o

« (@) Q| « Q' — cuvint inf{|}silcQ a0l )7
(Q fiind acelasi ca si in algoritmul B,

wi>Ba  (Eeob)

B, (=1 (17 e ct)
=)l
(&) — i (EeoUd)
o>
- o aledt Ut}

Se poate vedea simplu ci algoritraul normal - B, astfel construit satisface
conditiile cerute.

Cuvintele @, si @, :

pentru a pune in evidentd cugrl{ltele P,

i s din cuvintu . o _ )

* So%z(x)lltg}lllnaceasta vom construi algoritmi normali &, si R, cu pro-

prietatea cd

in alfabetul {|} ne vor servi in cele ce urmeazd
gi P, aripa stinga, respectiv dreapta

%1L‘Q1*P_’§P27
R, L|@* P Py ,

o ’ i i dsugarea la alfabetul

TFie 4 = of U {a} alfabetul obtinut prin ads _ ]
A al sislt?emului formal a simbolului «. Presupunem c4 x 'EACS' si deei % lfe bdt
Vom considera alfabetul Bg A U {|} si vom construi in acest alfabe

algoritmii normali [3]
ol —>-

o &= o (8 e o)

o % —>

g

- &

al—> o
€ locse—r-
-—
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@{% E-—%*
* >

5L |-
& { x—-
Construim pe urmi compozitii
N ( € UTrT ompozitiile normale § i i
%, 0 € unde algoritmii normali 9, si 9, inI;% eda%iod% g(lzh%inoel(gé respectiv
W{ &> (e
BE~>ER (Eeot, Bl e oA)
Ep—>-

-

Uy

Construim in i i
continuare algoritmii n i i
3 .n . r > d
anit (3] astial o g ormali §; i §, dupd teorema reu-

DiLBR I FoDILRIx LW, 065 LR
DoLB Iy FoDU LRI LN, 06 LR,

unde simbolurile o~ si .
precizat in [3], §i o nu fac parte din alfabetul £, ele avind sensul
Vom construi apoi algoritmii : o
I ; goritmii normali N, g N
goritmilor §, si i . vl Yo 81 Y, peste alfabetul al-
Figi D1 §1 0, In aga fel ca N, 5i N, s posede urmitoarele proprie-
R, respectiv N, atunci si numai i
A A Yig AL : tunci prelucreazi 4 R
cuvintul § cind exists tumal g p eazd cuvintul R in
conditiile . sirul cuvintelor Ry, R,, ..., R, (n>>0) care satisfac

E,o R,

R0 R, i o

Rnggj LLvi_; Tespectiv B, 8 9, R, 1,
LLEOBA (0=<i<m),

SLR, A,

Algoritmii N, gi R, vor fi atunci i .
respectiv © é %, .;i bty ml;lll;;edatl de compozitiile normale &o %, si

R=xGom,,
Ry B oM,.
S8 demonstrim acum c¢i au loc urmitoarele egalititi
mﬂ-—lQl*P—l—a.Pz ’
R |@xPoo P,

astfel ca P = PsP,, s fii i

L = 18Py, iind simbolul car i -
act;mne_al_ nici unui alt simboldin @& Caree ig; éaixl)lm;ﬁm; ff5!0m631uu lui Ade_
compatibil in alfabetul of.  £4iind un euvint.

|Q, si |Q. pot fi privite ca numere natural
re in continuare le putem nota prin n respectiv m.
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Pentru demonstrarea acestor egalitifi si observam cd cuvintele
e scrise in alfabetul {|} pe ca-

Atunci se vede direct din schemele algoritmilor c@

QunxPioLn—1laxP,
LrLxPagA,
DLaxPaon,
. ErLnxPyo P,
FLnaoLn—1a,
GLxPyoP.

De asemenea se vede usor cd:
DLnxPaoFLdLnxP Jax%LCLaxPaaoLn—1axW L P

gi in mod analog
PoLmxPaoLm—1ax%L P,

amn$ numirul natural cu o unitate
e in alfabetul {|} a céror lungime
telor de lungime m respectiv n.
R, necesare in definitia

unde m — 1 si respectiv » — 1 inse
mai mic decit m respectiv n sau cuvint
sint cu o unitate mai micd ca a cuvin
Considerind acum in calitate de cuvinte
algoritmilor N, respectiv RN, cuvintele
Roun—1a%P; (0 =<4 < n) pentru I,

' R;o Lm—1ax P (0=i<m) pentru RN,,

unde prin P; am notat cuvintul obtinut dupé a ¢-a aplicare a algoritmu-
rilor U, respectiv A, si atunci -
' R,omnxP sau R0 |Q; % P
R,0 % P,
pentru algoritmul %, §i
Ryomx P sau Ry0|Qz%P
R,5 Py
pentru algoritmul RN,. Aceasta deoarece U, LEP 3o P iar A, LPEIT P,
unde EP respectiv P& §int cuvinte in £ :
Se vede imediat cd
Ry QxPaoxPe

i
No| Qo P18 Py
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i deci ;

ReL Qe PaG LRy |QuxPii~6 Px_ 5P,

‘Cuvintele P, si P, sint insi astfel ci o(Py) i
. 88 cd P, p(Py) iar P,5(P; 3

al;(; t())lbselv'vat mail sus. Dacé asupra cuvin%;elor }’1 si P, ;E-;mz )pl(;lllllg annce(;um
ge eu(;lx(l)l;} 1;? (felg ?sg?ra, qu\gulltu%’ui P, atunci pentru noi ar fi importaar?é
de pt cuvintele P g§i P,. Pentru a obtine a - i
20111 gg}:elgl siorﬂjstréuhalgontmul normal € care gterge prima i lefijjiingul‘g;gﬁ;

Se . - .
TRTS ema acestui algoritm normal in alfabetul o (J {e}U
wb>Ea  (Eeof),

Ea—> B,
©) &8> BE,
BE—> .,

- «.

Construind acum compozitia normali a algoritmurilor & i %
1

H

respectiv Ry, S o R, S o R, §i notind wcegti algoritmi normali (compo- -

zitiile) prin RN, respectiv R, vom avea :
RL|QxPaoey R L|Q %P5 P,

ol [Qex Puo @ LR, L [QuxPugo Py

P Ao
” treb?lrilgmgé,a’ I;;go(l}gzjs gﬁsﬁmcomplgt (%)roblema gasirii cuvintelor P, si
t 0 Serie de algoritmi care si n i
> ¢ e duci
cuvmt];?uéntl’ la cuvintul lQl?e_P §1 respectiv |Q,x P. de la
ru aceasta este suficient si observim i algoritmul B, are
2

p1~opriéata.tea e B, LP_100Q,sQ,.
onstruind algoritmii ¢ i 4
schemele : goritmii B; i B, fin alfabetul of U {|} U{x} cu
o> |a
B,| “5 > |8
8| =>s
§ -
-
OCI - o
B, as=>- |
-3 o
Se vede imediat ci :
iaI‘ %3 LQISQ2J§|(§{,1

584 LQISQZJ ﬁ IQg.
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aplicate l1a cuvintul P nu vor
|@,. Daca construim

Compozitiile normale B, o B, §i B, o B,
astfel ca

duce prin urmare la cuvintele |Q, si respectiv
acum dup# teorema reuniunii [3] algoritmii B, i B

BeLPao L. B0B,0LPaxB;LP,
B L P B,08,0LPaxB; PO,
unde B, este algoritmul identic, atunci se vede cfi algoritmii normali
R, 0B, si RoBy
au proprietatea ci
LR, 08,0 LPI5 Py, Pio(P),
LR, 08,3 LP18 Py, Pyo(Pa),

unde P& P,sP, sau folosindu-se de algoritmii ®; si R; avem
LR 0B LPIT Py
LR 08,0 P10 Ps.
gi R0,

Vom nota in cele ce urmeazd algoritmii 1 %; 0 Vs

respectiv. cu M, si M. § o
Construind apoi algoritmul normal % dupd teorema reunmiuni

astfel ca
BB, BM; o« My

Dupi cum se vede din definitia algoritmului B avem
PrPaosBPals.

otdm cu @’;U 4 Dproiectia cuvintului P pe alfabetul ©@ U &. Da-

84 n
cd avem
S, LP _ M, P
1L gell Ha=li L0y 2,
atanci
P o= B, B« My ()
iar dacé
M, P AW P
1L Zoly - 3> 1L83a -
atunci.

BB, oa Wy, BMW,
cledt,cgafdye (b)

Se vede deci c¢d avem
PLPysspPial;
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In primul caz g

By Py 8sca Py Py,
in al doilea caz. :

Admitem in cele ce urmeazi cd avem de-a face numai cu cazul

in care algoritmul P este definit de echivalenta (a). Daci el este definit
de echivalenta (b), atunci pentru a nu complica metasimbolismul schim-
bim notatiile algoritmurilor M, si W, respectivi, adicd pe M, 1 notim cu

M, iar pe M, il notdm cu I%,. De aceste preciziri vom tine seama de.

asemenea mai jos §i in definireg algoritmurilor §:.

Se vede ci [P 0sBPialP; sau PPy = sca P;B P’ unde.
sedlUd, sle D%- y 8; fiind toate celelalte simboluri din © U& care.
intrd in cuvintul P iar L1 si P; sint astfel ca

P3P sP,, P, 5 (Py), ‘Pzg(Pg).

Simbolul s astfel obtinut il vom numi simbol de ordinul intli, si-1 vom.
nota cu s;. De asemenes, cuvintele P{ gi P, vor fi numite cuvinte de.
ordinul intfi. Se stie [5] céd intr-un cuving compatibil existd unul §i numai
un simbol de ordinul intii, Aplicind din noun algoritmul P cuvintelor P:
$i P; respectiv, vom obtine ’

- BLPLgsBP « Py,
PLP,1osBPy o Py,

Simbolurile s obtinute in felul acesta se vor numi simboluri de-
ordinul doi §i se vor nota respectiv cu s gi s2. Dacg algoritmul ¥ nu ge
aplicd la unul din cuvintele P; sau P, » atunci acesta este un element de-
bazd al sistemului formal, adic# un cuvint in € gay un simbol in €%
iar unul din simbolurile s{ pot lipsi. (Se poate vedea simplu ¢4 ambele
simboluri s? pot lipsi, ceea ce este echivalent cu faptul ei ambele cuvinte.
P gi P] sint elemente de bazi.) '

Pentru a decide dacs cuvintele P; respectiv P, sint sau nu elemente.

de bazi vom aplica acestor cuvinte algoritmul % in alfabetul ot care
are schema

%{E»(E—,E@U&,EEO{),
E>-E(EcoUa).

Putem acum construi algoritmii P; respectiv P: echivalenti eu

algoritmii B P; 4 respectiv. R |_ P, ; daci avem
BLLPagA, BLP gA

cu ajutorul compunerii algoritmurilor P g1 M, respectiv M, si echivalenti:
cu algoritmul identic Bs in caz contrar.
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; . »
s obtinute, respective al alg_omtmuruﬂor Ry,
asemenea simboluri, respectiv nfmxfgl L o | "
de algoritmii identici va fi ce o s finit de simboluri si

Vom avea deci
B L P daed B MLPaagA
b LPJ&{ 555L517?1 L P in caz contrar
B, Py dacd B LWL P gA, |

sE%LP_Ju{EBS LI, LP 1 in caz contrar.

‘ : . J .n P 2‘ 9 Nz
‘in mod absolut analog se construiesc apoi algoritmii RE, B, Ps, Pi
n o ‘
astfel ca :

B LW L0 LP g dack B LM WL Pagag A
BiL b= { B LM, LW LP oy in caz Cont:M
i=1,234; k=12; j=12.

din oarecare al simbqlurilor
atunei numz“mrul. maxim (_i(?
ul maxim - de algoritmi P diferiti

Se vede ugor ci dacid notdm cu p un or

Deoarece cuvintul P initial contine.

deci nu numir finit de intrdri 121'16 §112111) Oég;struirea unui numir finit de
o W8 e echivaleaza
finit de pagi, ceea ¢

: — intele
va . identic ¥, toate cuvinte
Y. p7 diferiti de algoritmul identic s, § notdm cu
gzg(gégﬁrgfnf%f a%iﬂ;iemente de bazd _age Séstéa;m;il;lull fg{;ﬁ?ﬁﬂ?ﬁrﬂor (7,
. - inte. Atunci evident ca § - intal
O 50, 1, 2, oy > B0 E, va e dintre cuvintelo
max 1@P=Antr_un sirpde cuvinte de forma spQ S, unde flelca;;?e confine intrari
o Alt au cuvinte compatibile in sistemul for}nai ’ isternului formal,
Q s _S sinb 8 din © |J & sau sint elemente de baza ale s int diferiti de
ae Slmbdm;lgolll‘litmii R care se aplicd la aeesge ?D?Wl%te Sgle poate acum
dupéd cum ! LA iar algoritmul identic *D;. ;
. : sint ehiar algo ; i 3 astiel ca
a,lgorltrr_mll1%‘;3:;;(3“155%13%211!51“ alfabetele tuturor algor}tmurllor T as
construi alg 2

. .
o BBl B oo VO PY oo B x B

ilor din @ | & dupé un numar

[ } P . 201 ]OCP' PRI 2 Blg o€121L7
1: . 8 BP 2 1
u _P OS]BP]CL 2 ‘ Saott

% 173

cuvintul . o
8, B P} Ples

este astfel cd | | 7.
3£BP§“Pi+1§32BPz“A .
- - - CA t
i, 5 te_cuvinte care sin
‘Bineinteles ¢3 printre cuvintele P;, j < u 11>ot 88 existe. - ol
elemente de bazd ale sistemului formal.
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mbolului § in cuvintul
atunci oricare ar fi
D? si reciproc.

‘ ini menii tiune ale si
3) Dac# s-au definit don}enule de act ) 1
P in) cuvintul ¢, notate prin ,D}) §1Presp§c‘%nf lzs %n
elementul de bazi P, care intrd in Df, el intra §

Din cele de mai sus rezultd ci are loc urmatoarea afirmatie pentry
cuvintele compatibile in sistemul formal.

. Oricare ar fi cuvintul compatibil P in alfabetul of, exigti un gj.
goritm normal 1 care transforms cuvintul D intr-un sir de sisteme de
cuvinte astfel ca:

1) cuvintul P se numeste cuvint de ordinul Zero-;
2) Cuvintele de ordin maxim ale sistemului sint elemente de baz
ale sistemului formal;
3) Oricare ar fi cuvintul R de ordin v, (0 v <), el se obtine cel
- mult din doud cuvinte de ordinul vy =+ 1 cu ajutorul uneia din regulile de
formare [5] §i cu ajutorul unui simbol s € © U & de ordinul v.
Prin urmare, oricirui cuvint compatibil P in alfabetul £ i se poate
ataga in mod unic un arbore 4 [6] cu urmitoarele proprietati :
1° Toate nodurile arborelui 4 sint simboluri ale alfabetului oya.
2° Toate muchiile arborelui 4 sint cuvinte compatibile in alfabetul of.
3° Toate virfurile arborelui 4 sint elemente de bazé ale alfabetului £,
4° Toate nodurile corespunzitoare simbolurilor din © U& de
acelagi ordin se gisesc pe o dreapti.

Dacd notdm cu d; dreapta nodurilor corespunzitoare simbolurilor
de ordin 7 gi ; a celor de ordin j, atunei d; §i d; sint paralele.
Arborele 4 corespunzitor cuvintului compatibil P intr-o scriere
liniard simbolicd nu este altceva decit rezultatul aplicirii algoritmului
U la cuvintul P dacy in fata acestui rezultat punem cuvintul PJ, unde
Py Px, si dacd in definitia lui 1 nu intrd decit algoritmi diferiti de 9.
Separatorii % care apar in acest rezultat marcheazi ordinul no-
durilor arborelui respectiv, iar separatorii o §i B indied respectiv
muchia dreapta gi stinga care pleacd din nodul din stinga simbolylui B.

Se observi simplu ci din fiecare nod al arborelui 4 pleacd cel mult trei
muchii,

Fig. 1 \
; . e A T n
4) Dac# cuvintul P are un denotat, atunci sl cuvintul @ are u

Unicitatea arborelui 4 corespunzitor cuvintului compatibil P PP (a)
rezultd din faptul e oricare ar fi algoritmul normal U, == 1 peste alfabetul il (b)
A, %]LP 48U Py egalitatea infelegindu-se in sensul grafic introdus Daci P~@Q, atunci @~ P. ©
in . . . : ~PR ¢

= - ~ R, atunci P .

Dacé ne folosim de un’ metasimbolism special, care nu pastreazs Daci P~@Q si ¢ ’

forma liniard a cuvintelor despre care se rationeazi cu el, atunei cu aju-
torul acestui metasimbolism, arborele A corespunzitor cuvintului com-
patibil P se poate reprezenta sub forma dats in figurd, unde liniile
orizontale punctate marcheazdi ordinele simbolurilor s care se gisesc
be acestea, iar max k, = 2+,

DEFINITIE. Spunem ci cuvintul P este echivalent cu cuvintul
Q relativ la alfabetul of dacd sint indeplinite conditiile :

1) Dacé cuvintul P nu contine intriri ale simbolurilor din @ {J &,
atunci nici @ nu contine intriri ale simbolurilor din © UR si Pog.
2) Dacd cuvintul P contine intriri ale simbolurilor din © |J &,

atunci gi ¢ contine intririle unor astfel de simboluri in aga fel incit dacs
s € OU & intrd in P, atunci s intry s in @ si reciproc.

TEOREMX. Oricare ar fi cuvintul compatibil P in alfabetul of ewistd
un singur cwvint @ de forma
Q3Q; % Qo .- %xQu
echivalent cu P, Q; (i =1, 2, ..., 1) fiind cuvinte in alfabetul
GU%U@U&U{%B’G}
«, B, o sint diferite intre ele gi a, B, clect astfeldca :Orma
1) O, este cuvint in alfabetul €U ¥ U O U & de fi
Q.o8,P R, ...8x, PKM RK“ )
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14 15

Din cauza condifiei (3) din teoremd si din faptul ci ordinul unui

: . 5 imediat
simbol s € © U & care intri in P este unic determinat, rezultd 1m§

egalitatea

P, si R, (1=1, 2,..., k,) fiind elemente de bazd ale sistem
Jormal astfel incit dacd s, € O, U &, atunci P, R, 3 A iar dacd s,
alunei P; g A dar B;5 A, acesta din wrmd lipsind din Q,.
2) Q;, 1 <y este cuvint in alfabetul

@U%U@U&U {e,B,0}

ulug
€ 0 y

2%u-1 G‘Q;L—x
foua 8 Foya-

astfel ca :

Dacd B §i o intrd in Q,, atunci ele pot intra in acest cuvint numai sup
Sforma sBP,; respectiv saP,, unde P, este un element de bazd al sistemului
Jormal dar s€ OY &R sau soo.

Dacd P, este element de bazd ol sistemului formal si intrd in Q, si
dacd el nu este precedat in acest cuvint de B sau «, atunci el poate intra in
acest cuvint numai sub una din formele sP R, saw SR, P, dacd s € O, &
By fiind un alt element de bazd care intrd in Q;, sau sP, dacd s = 9. ’

3) Simbolurile din O U & care intrd in cuvintul @, (i =1, 2, .

Q3 aratim cid avem de asemenea §l

Q- o
oz @ Zoe -
i | i i istd cel putin
8% presupunem ¢ nu ar fi asa. Atunci, pvx@eflt, ems‘oai e Ii)ntré
n element de bazd al sistemului formal care intra min"Li:); @c | nu o
;ln Q,_, sau invers. S presupunem pentru premza]éei 1n ];3 lor ¢& 1 IQ’ .
«elem‘:a;ll’oul de baz# respectiv §i @ el intrd in Q,_, da Q-

A i , din formele
Cy 0 ‘ El poate intra in cuvintul Q,-, numai sub una d
p X . . o A
sint acelea si numai_acelea care aw ordinul i in cuvintul P si sint age- s PRy, s ByP;, sBPy, sl s Py

zate de la stinga la dreapta in ordinea in care apare tn arborele A atasai ‘ oo % &. este de ordinul p —1 in
cuvintutui P. - in oricare din aceste cazurl dacd s € OUR,

5 5o . RN . ’ rece P,nu intrd
Sa demonstrim in primul rind ¢4 cuvintul @ precizat in aceasts cuvintul P. Prin urmare el intra §i cuvmtué %ug{l-;l?:(g cuvinlt al P pe

teorema es{;e unic. Pentru aceasta si presupunem ci nu ar fi unic §i c§ in cuvintul @.—1, rezultd ca un §1mbol sle

ar exista §i cuvintul @' de forma indicatd mai sus astfel ca P~Q’. Se de o parte o intrare de una din formele

vede atunci imediat c¢i @-~Q’. Prin urmare daci (P,) s(Ry), (B s(P) $(Py), (Pq) s(;) s(P1)

- ) . s imbolului
QoQ;x...xQ, dupi cum se vede din definitia lui Df si aceeagl intrare a simbo

< 5 s > 0. De aici varezulta cii domeniul
poate avea si o altd forma, deoarece Q5 ~ ¢1'. De

i i in contra-
de actiune al simbolului s nu este unic in cuvintul P ceea ce este in

i i ii atibil este bine eonstrult. '
dictie on B e ¢ P”ﬁ]];ld' (%(;'I?:%)n Q el intrd si in Q. §i Teciproc,
Prin urmare daca Py in w1 n Qs 91 renere
de unde avem @2*0; o] @Céﬁ;:g.in mod analog varezulta 6a %, 55 © (i p.0}°

Tinind acum seama de-a doua parte a conditiei 3) a teoremel rezultad
i n 8 d .
imediat i @ya0dur: 181 Q7 i cu cuvintele @ si respectiv
Procedind acum cu cuvm:oele %1 $i Qsli cg @é gcahtatea o e ectiv
0!, vom ajunge, dupd un nunar g e pasi, 12 litaten Q10 o Q.

" rezulta cd QT @', ceea ce demonstreazi unicitate A
w 1qele?entm derﬁo’ns,tra,rea existentei cuvintului @ s facem in p
,eibevaagbs%z?;ni Dupid cum se vede din definitia echivalen’ggi,@ d:s(‘}oi

Antulse; este u.n element de bazi a; sistemulql formali) %tg)ngrlx ? oste
(s};lvell un element de bazd al sistemului formal gl avem £ 0O
i dus In [3] ‘
e Obserm[tig 2. Dacd cuvintul P este de forma (Pl)q(Pz) saiu ;é&()}i
de P, i P sa,u' P,, sint element de hazd ale s1stem}11u1 foimaz’trebuie
e u(aité tax;iderzxt din dezfiniigia; echivalentei ci cuvintul Q 1;1 ace;l g?l - frobule
éc;;z contind dintre elementele de bazd ale sistemului form

8l
Q' oQix%...xQu,

atunci din proprietitile cuvintelor @, si Q.. rezulti ci Q.0Q,. iar din
faptul ¢ in cuvintul P existd un singur ordin cel mai inalt al simbolurilor
din O (J & care intrd in el avem p = p’

| U | PV
_ Suprimind acum cuvintele @, si @, din cuvintele Q si Q’, obtinem
cuvintele @5 si @ de forma:

QISQQ1* v 7"?@#—17
Q3 Qi % Quos.
B3 ardtdm cd @5~ Qr iar Q, ,5Q._;.

Prima afirmatie este evidentd deoarece Q~@’, iar din aceste cuvinte

pentru a obtine cuvintele @} si @;° am suprimat aceleagi intriiri de simbo-
luri. Prin urmare rimine de aritat ci Q, ;0Q;_;.

Pentru aceasta si considerim cuvintele
Q-1 g%-1 % -1
Loua’ Telz 1 Lpppo
i

i i i sile din @ | & numai simbolul s,
i P. iar dintre simbolurile din @ L k)
mentelo B g e ‘éiune in cuvintul Q trebuie s& contina elementele

g%-1 ‘192“—1 @1 -

oua’ FeUz ' Lppq al cirui domeniu de ac

5 — ¢ 1674
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P. s . .
Vi}:l t§111 lPéseVmul P,. Convenim ca domeniul de actiune al simbolului s in ¢
sé-1 seriem sub forma D¢g P, P, in primul caz §i D¢ 5 P, in gi
= ’ @

Din schema acestui algoritm ‘rezultd ugor egalitatea -
LU LPIaTE,

unde @ are forma
(Py) 8(Py) ~sP, P, sau s(P;)~ sP,. ’

Se vede acum ugor ci oricare ar fi cuvintele P
P,~Q,, atunci si '

Q0Q,xQa5 .- %Q;% - %Qu.

Cuvintele Q,, @, ..., @, au urmitoarele proprietiti : A .

1. Cuvintul @, contine numai simboluri din © U & {mpreuns cu

elementele de bazi care formeazi domeniul lor de actiune dispuse sub
forma sty sau s dupd cum s € O, U & sau se€0;. o b

9. Orice simbol s din © U & care apare in cuvintul Q. , ¢ fiind

mai mare sau egal cu 1, are domeniul de actiune sau sub forma s&v sau

8¢ daci el nu contine in domeniul sdu de actiune simboluri din O |J & de

ordin w—¢ + 1. Dacd in domeniul de actiune al simbolului ¢ in cuvintul

P intry simboluri din OU& de ordinul u —.i + 1, atunci are loc unul.

din cazurile :
a) Qu_i0Qu s sQi_;, Qu_.08Qui, s€9U K.

fn acest caz domeniul de actiune al simbolului s contine simboluri s de -
ordin p — 1%+ 1.

b) Qu_iﬁQ;-i $Q. iy Qu-:0 BEQ{L’@ sau Q;LI—@'Q“EQ;L/—IM

¢ fiind un element de bazd al sistemului formal. In acest caz simbolul
se OU & si avem in primul subcaz Q. .o BEQ. ., & primul element
al domeniului de actiune al simbolului s, in al doilea subcaz Q. ; ©
o akQ, ;, £ fiind al doilea element al domeniului siu de actiune. Din
aceste proprietiti gi din definitia algoritmului 1 rezultd imediat Iy
cuvintele Q;, Q,, ..., @, de mai sus poseds proprietitile enuntate in
teoremi. ' o
S% ardtim acum ci P~Q. Pentru aceasta si ardtam ci sint in-"
deplinite conditiile din definitia echivalentei. Conditia 1) este evidentd, ‘

si P, dacsd P;~Q, si

(P1) s(Py) ~ 50,0,
sau

S(Pl) ~ sQl

Const;)emonstfama existentei cuvintului @ din teorema enuntati v
cons cuag%rréoig cg%si’lcr}l)lrea unui algoritm normal care si tra,hsformz:
vin patibil P in sistemul formal in cuvintul i el.
oo compatibil £ 1 IT cuvintul @ echivalent cu el
sd observidm cd dacd sir itmi ) cu

. r : / ul algoritmilor {J
agutorul carora_construim aylgontmul 1 se iau in asagfel ca pri{ns‘g;ia N
8a nu existe nici un algoritm identic cu B, atunci .

WL Py o s; PP, L BPY a Py ®
1BPraPyx ... xstBPYaPY ... S’“u BP’;;l ocP;:u,

unde fiecare element de baz# care a i 7
: ' L e pare in cuvintul Il |_P_ apar ‘
gglgg(iau(;;v;?tele P dacd elemenﬁul de bazé respectiv aparlﬁne—]dolr)r?egi:l?g
Qe actiufie unui simbol de or-du_lul w sau in cuvintul P! daci el apartine
I_neplbuilulde actiune al unui simbol s € O J& de ordin j mai iic c:,
g.e§(1) ﬁ(lhr_rlll olul s nu confine in domeniul séu de actiune simboluri din © U £y
i p care sé aiba ca domeniu de actiune simbolul de bazi considerat
4 considerdm acum algoritmul normal § dat de schema : )

B(P)—>B| (P cuvint in of)
oc(P)—)oc’ (Blect, Bd «)

BB decarece dacd P nu contine intrdri ale simbolurilor din © U &, atunci’
B(> B N PaoP, SLULP110P ceea ce se vede simplu din definitiile
algoritmurilor normali 1 §i &. :
@) > a Si presupunem acum cd simbolul s € @ & intrd in cuvintul P,
af = o gi si ardtdm atunci ci el intri §i in cuvintul Q. Deoarece algoritmul U _P

nu yterge nici un simbol din cuvintul P (in afara unor simboluri din 8),

s>
b B (seoud) rezultd ci simbolul s intragiin U P_j. Avem acum doui cazuri posibile :

wsE>af (seOUR, EgP) 1) s intr intr-un cuvint P} din cele care formeazi cuvintul U P .
Bat—>akt (EQA, Eedf) 2) s intrd in cuvintul 11 Py sub forma sp sau so. S& aritim acum
BEa-> BE (E@ A ¢4 toate simbolurile din © | & care intrad in P intrd in cuvintul U P4
A L et gub forma sp sau ss. Pentru aceasta este suficient si aréitdm ci primul caz

BEan—> En (§,7m € of) semnalat mai sus se reduce la al doilea.
Ba—> Dacs simbolul s intrd in cuvintul P} si el nu apartine domeniului
A-s de actiune al nici unui alt gimbol din @ |y & care intrd in Pi, atunci

Pig Pii* sPify i prin urmare s apare in cuvintul 1 L P 1 sub forma s@
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sau sc intr-un cuvint de ordi i i
' , ordin superior ordinului § i i
sau ) ) _ ior ui j. Dacé s apartin
lui de actiune al altor simboluri din O (J & care intri iII)l It;l"ne 31301;11 o
. iy nej
i 5 PIt+l j
. . PzQPil 31P311++]1
iar s %ntra.ﬁe in cuvintul Pi}! fie in cuvintul Pi*l
0 A - i +1e
vintuln 1?;;022% dn}) acgste cazuri vom repeta ra‘gilonamentul asupra ¢
Vintulul » ixI; v. Dupd un numdir finit de pasi vom ajunge la conclu b
¢ & intrd i Jg{vmt}ﬂ'u L;z)A_l sub forma s@ san sc. Rezultd deci ci bifla.
Simbol din OL * care intrd in P intrd si in U P sub forma sB sau by
Se v%antul Ia)u'ami rﬁ;rgl SIin;)I(li anailotg Icﬁh orice element de bazi care intrs sicxi
P, S cuvintu L Py fie sub f i
o, EE fnngi elementul de bazi respectiv. orma pL fio sub forma
X i i .
printro aﬁgsl.géuflci anuclléxx]; @m_ﬂt formulelor algoritmului £ observim c3
u-existd nici o formuls i 4 din cu
pringre acoste. a care sd gteargi din cuvi
e de forma s A in et
simbourie e O L% B BE—‘L $o sau ok, }iegulta, prin urmare, ci toate
S bolurile din O & care intrd in P' intrd §i in @ §i analog pentru ele
mentele de at;?éaz gclprgcta; ufcgiioel afirmatii are loc prin faptul cf algo.
i 5 cuvintului U P _ nici un simbol i A
1 _ C ] y ol nou, §i sco
z IEII%O]CJII‘Q%%G alfabetului of care apar in U P si carenu au fSOrmaa:E t(;); .
g a,r%lt VBE sau aiv daqa £ este un element de bazi. o
euvintt & e;iagl a:génll el c_mca;rgl ar fi s € Oy & care intrd in cele dous
i Q, oc §i conditia 3) din definiti i i ’
> loc §i conditia tia echivalentei.
de acgﬁgtru lsmceas@a sa aratdam in primul rind cum se determini "domeniul
i e al unui Asnnbol oarecare § care intrd in cuvintul @
eoarece cuvintul ¢ are forma ‘

QBQ1%Qax - xQix ... %x0Q,,

%21102‘01;111181 t;%tr?nmgﬂnul dlq cuvmte_le Q% avind ordinul ¢ in cuvintul P

s & anrd In O, atunei giomqmu} sau de actiune este format din

caz s osto o ordinul g rerultt o in cuvintul B ane form (o st

8(P,), unde P, gi P, sau P, st e Din S ¥ N

vede %_mnci cs?»?peﬁ?tru acegtw;litm%ﬁ?zrrlge lgg Egg%:itgmg)observa‘pla; 7) se

do m‘a ilesf;cum snmnbolul.s, care intrd in cuvintul QL Din observatiile
§ asupra cuvintelor ¢, punem prin definitie ’

i1 Q; ;-
8§ — TD i+1 Sl 1 Q o . .
5J by —rr Do, —rer dach sie Oy U & i sintem in

k' & .
DQQ it iy TT il
ki i1 @ ) cazula)
. 3 3 . A A
By T s, e dacd s} € O, gi sintem in cazul a)
sau
£s, D in pri
DQ?_ 5 I L S primul subecaz b)
Sj B i1 Q .
2 ' £ in al doilea s
L B al doilea subcaz b).

it1

~ care intrd in cuvintul Q; .,
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Numirul » este astfel ales incit oricare dintre simbolurile S;c .

. s . it1 ]
¢ 1> r apartine domeniului de actiune al unui
gimbol §i, p > 4.

Prin urmare vom avea

i1 Q i1 Q ;
8, 1Dt sjf Dii1ys, €O U & in cazul a)
[ i+1 A i

k.,
S B i it+1
sk'i - i1 Q i
Kt 3 A
8, " Dy sk, € Opin cazul @)
i+1 S, i s
i+t
gi
P41 Q R .
Es, Diy1 In primul subcaz b),
DQ~ 5 i+1 ki+1
k.

; P41 Q o .

“ s Din Einal doilea subcaz b).
EESUE )

i+1

Deoarece insi

£ dach st € O U &R,

DQu e}
v % £ dacd st € Oy,

unde £ si v sint elemente de bazi ale sistemului formal, rezultd clar ca
oricare ar fi simbolul s care intrd in cuvintul Q, D¢ contine numai intriri
de simboluri din © U & si elemente de baza. Se poate acum arita simplu
(recursiv) ci dacd &, n intrd in D?, atunci &, 4 intrd §i in D? §i reciproc.
in mod analog se poate arita ca dacdi s, € O J& intrd in D¢, atunci el
intry si in D si reciproc. ‘

Rezultd deci ci conditia 3) din definitia echivalentei este indeplinitd
pentru cuvintele P i Q. :

Pentru a demonstra indeplinirea celei de-a patra conditii din de-
finitia echivalentei pentru cuvintele P §i @, vom construi un algoritm
normal & care pornind de la definitia domeniului de actiune al unui
simbol s oarecare din @ U & care intra in @ va transforma acest cuvint
in cuvintul compatibil P corespunzitor 1ui astfel ca P~@Q. Algoritmul
3 d4 de asemenea o cale de obtinere a denotatului cuvintului ¢, care
conduce la denotatul cuvintului P.

S construim acum un algoritm I cu proprietatea ci T LQaugoc kP
jar P~Q in sensul introdus mai sus. Pentru aceasta vom construi un gir
de algoritm a cdrui compozitie normald ne va da algoritmul ciutat T .

Vom construi in primul rind un algoritm T, care transformi toate
intririle din cuvintul @ de forma s&v si s& s € O & iar % si v fiind ele-
mente de bazi, in cuvintele echivalente cu ele, respectiv (&)s(n) i 8( £).
Schema acestui algoritm este ‘ x

- {sén—-) (E) s(q) (8€0,U& Em— elemente de bazi,

st—>s(E) (s € 0y, £ — element de bazd.




614
v T. RUS

In cuvintul ri

_ ramas vom schimba toate intriri i i

5 i oate intririle simb

R lect 8@ a, B, o. Schema acestui algoritm, notat()lc]lllluil v
29

A Ty {5— 8.
Cuvintului obtinut ii vom a
intrare a simbolului § cu x.

Schema acestui algoritm este urmitoarea :

pE> 80 (e AU {%B,8,p] e A
L 112505 5 € y @“,7876
. Eo>Er  (t@p, tledh) Pr !
Ty bl (£ D) |

St - %

—-)p .

Cuvl\ . - Al . v .
intului obtinut i vom aplica algoritmul 4 Care va tra,nsfbrma,

pe rind toate simbolurile s d i )
. eordin p — i (¢ = i
cu domeniul lor de actiune in cuvin%ele ec(hiva,liilgé.(;ﬂ, o Sohomy sl

ritmului §, este urmitoarea : ele. Sehems, lgo-

so % P— % 3soP (P — cuvint compatibil in of)

s6 P — Psc cBA sau 6@ A, sledd o a,p,y,s
Psg—>ys(P) (50 ylech v2aB)
QPsc>v(Q)s(P)  (dacd o A) "
QPss—>y(P)s(Q) (P,Q cuvinte compatibile in #)
salx P> % dsatP (dacd @ A)
s P> Psaf
- Psaf—> y(P)s(E)
T, SBEX P> x JsBEP
SBEP - PspE
PsBE—> y(£)s(P)
Px 3> xdP
* 0> %
Yo
3% —» ¥
%>
3>

Se vede acum simplu ci al ri ¢ o
proprietatea c# P goritmul I 2T, 0L F,0LT,0T,4. are

TLQusP, P~Q

20

simboluyy
va fi atuncj

plica algoritmul ¥, care schimbi ultimg,
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P fiind un cuvint compatibil in sistemul formal, al ciirul denotat este

acelagi cu al cuvintului @, dacd el existd, dupd cum se vede simplu din
definitia denotatului [5].

Prin urmare intre multimea {F} @ cuvintelor compatibile in
sistemul formal construit in [5] gi mulfimea {Q} a cuvintelor echiva-
Jente cu cuvintele multimii {P} in sensul introdus mai sus, se poate
stabili o corespondentd biunivocé. :

Scopul sistemului formal construit. in Iucrarea [5] si a algoritmilor
de decidere din aceastd lucrare este de a arita rezolvabilitatea cu ajutorul
maginilor de calcul a unor clase de probleme, care admit o reprezentare
sub formi de cuvinte compatibile in sistemul formal construit. Aceste
probleme pentru o interpretare corespunzitoare sistemului formal
constituie probleme obignuite din matematicd, cum ar fi de exemplu
posibilitatea folosirii maginii de caleul in cazul problemelor nearitmetice,
construirea programelor interpretative la o maging de calcul, mecanizarea
demonstratiei unor teoreme etc. Intr-o lucrare ulterioard, vom preciza
si demonstra rezolvabilitatea acestor clase de probleme in sistemul formal
consgtruit.

Primita la radactie la 25 ianmuarie 1964
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