ASUPRA UNUI SISTEM FORMAL(I)”

DE
T. RUS

fn aceasts lucrare vom construi un sistem formal ale cirui obiecte
intr-o interpretare adecvata s& corespundd unor categorii de obiecte
matematice din analiza numericd si logicd. Scopul acestui sistem formal
este acela de a ardta rezolvabilitatea unor clase largi de probleme care
admit o formalizare (probleme ce se vor preciza intr-o altd lucrare) cu
ajutorul maginilor electronice de calcul. Categoriile de bazi ale sistemului
formal pe care il avem in vedere vor fi definite in cele ce urmeazi, tinind
seama de observatiile propuse de Church asupra notiunii de ,nume pro-
prii” in luerarea [1].

Termenul de constantd va fi sinonim cu expresia ,numele propriu
care are un denotat’’. Atunci cind vom face apel la unul din numele proprii
care au denotat, sau mai scurt, la o constants, vom deosebi doud cazuri :

a) Constanta respectivd este de bazd — adics face parte dintr-o
multime € de constante precizate dinainte prin denotatul lor. Deoarece
noi nu avem in vedere o interpretare imediaté a sistemului formal pe
care-1 construim, nu vom preciza constantele din € in afard de specificarea
¢4 in @ intrs un numir finit de constante. Multimea € o vom numi alfa-
Dbetul constantelor de bazd. :

b) Constante care sint cuvinte in alfabetul €, unde prin termenul
de cuvint se intelege, siruri finite de intrdri ale constantelor de bazi.

Notiunea de variabild, ca de obicei in matematicd, coincide cu con-
tinutul unui oarecare nume propriu sau cu o consbtantd in care denotatul
constantei se schimbé eu diferite valori posibile ale variabilei. Prin urmare
este necesar si mirginim valorile pe care le poate lua variabila gi in felul
acesta apare necesitatea de a lega de variabild un anumit domeniu nevid
de valori pe care poate si le ia. Subliniem c# notiunea de valoare in

1 Lucrare prezentati in sedinta de comunieari din 26.X.1963 a Institutului de calcul
din Cluj.
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cazul nostru este sinonima cu expresia ,,denotatul unui oarecare nume
propriun”’.

Presupunem in cele ce urmeazi cd multimea variabilelor intilnite
in sistemul nostru formal este grupatd in multimea ¥, pe care o numim
gi alfabetul variabilelor. Din aceastd frazd rezulti ci desi notiunea de
variabild este precizatd, noi nu fixdm de la inceput numérnl variabilelor,
ci facem ipoteza ci dacd o variabild apare intr-o expresie oarecare, atunci
aceastd variabild este un element al multimii %.

Este util, in cele ce urmeazé, s& observam ci dacd intr-un sistem
formal expresiile se descompun in simboluri simple, atunci la un moment
dat simbolurile simple nu se mai pot descompune, socotindu-se nedecom-
ponibile (de exemplu literele alfabetului unei oarecare limbi). Aceast#
nedecomponibilitate trebuie inteleasd in sensul cé in continuare termenii
care compun aceste simboluri nu posedd continut. In felul acesta, intr-o
astfel de descompunere, pot sd apard la sfirgit doud genuri de simboluri :

a) Nume proprii initiale (constante gi variabile). Acestea vor fi
numite pe scurt simboluri proprii sau simboluri de bazd si socotim ci ele
au continut luate singure, dupid cum s-a vizut mai sus.

b) Simbolurile improprii sau sintactice care nu an continut luate
singure, insd luate impreund cu simbolurile proprii in anumitd ordine
determinatd, dupd cum se va vedea mai jos, formeazd expresii compuse

care au deja continut de sine stététor. Aceastd categorie de simboluri o .

vom considera descompusd in trei subcategorii, dupé rolul pe care simbo-
lurile respective il joacd in expresiile in care apar.

Prima subcategorie o formeazi simbolurile sintactice care se intilnese

in expresii §i care nu schimb# expresia in care apar in sensul schimbérii
denotatului acestei expresii. Kle au rolul numai de a preciza sau de a
limita anumite pérti componente ale expresiei respective. Exemplu de
asemenea simboluri il constituie parantezele aga cum apar ele de obicei
in matematicd. Presupunem ci multimea acestor simboluri este grupati
in multimea §. Asupra multimii § nu facem nici o ipotezd, in afard de
aceea ci dacd la un moment dat in sistemul formal apare necesitatea
folosirii unui simbol sintactic care nu face parte din §, acest simbol se
introduce in multimea §. Multimea § o vom numi-o gi alfabetul simbo-
lurilor sintactice de prima categorie.

A doua subcategorie de simboluri sintactice o constituie aga-numitii
operatori. Acestia sint simboluri care ajutd la construirea unor expresii
noi in sistemul formal, pornind de la expresii deja date. Aceste expresii
trebuie intelese ca expresii noi in sensul ci denotatul lor diferd de deno-
tatul expresiilor de la care pornim, el fiind un denotat nou, obtinut din
cele date. In cele ce urmeazs vom deosebi doud tipuri de operatori.

Operatorii care dau nagtere la expresii noi pornind intodeauna de la
doud, expresii date, pe care-i vom numi operatori cu dou# locuri §i ope-
ratori care dau nastere la expresii noi pornind de la o singurd expresie
dat#, numiti in cele ce urmeazi operatori cu un loc. Dacd presupunem cé
am fixat multimea operatorilor cu doud locuri O, §i multimea operatorilor
cu un loc 0, atunci multimea operatorilor va fi 0 © 0, U 0,, unde sim-
bolul |J are sensul reuniunii din teoria multimilor. Multimea O o vom
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pumi §i alfabetul operatorilor i presupunem ci ea este o multime finjy,.
pin cele de mai sus urmeazd cd intotdeauna cind avem de-a face cu un
operator, de el se legi,ga_o Emumxté expresie pe care el o transformi in_. alté
expresie. Expresia initiald o vom numi, in cele ce urmeazd, domeniu de
actiune al operatorului §i o vom nota prin Dy unde prin 6 am notat ope-
ratorul respectiv. in cazul operatorilor din (),, aceastd expresie o punem
in evidentd in sistemul nostru formal sub forma (P) 6 (@) unde simbolurile
(si) sint paranteza dreaptd, respectiv stingd, iar prin P §i @ am inteles
dous expresii date. Dacé operatorul este din (O, atunci domeniul siu de
actiune se pune in evidentd sub forma 6(P). Tn primul caz, Dy este (P)
gi (@) iar in al doilea caz (P). :

A treia subcategorie de simboluri sintactice o constituie aga-numitcle
relatii. Acestea sint simboluri care deseneazd raportul in care se gisesc
unele expresii fatd de altele.

Dacd presupunem ci am fixat de la inceput un numér finit de relatii,
atunci le putem grupa in multimea ®, care se numeste multimea rela-
tiilor san alfabetul relatiilor. Ca gi in cazul operatorilor §i aici vom avea
de-a face cu un domeniu de actiune al relatiei care apare intr-o expresie,
gi care este format chiar din expresiile pe care le leagi relatia respectivi,
jmpreuns cu parantezele care le contin, si care servese pentru delimi-
tarea lor.

In cele ce urmeazii vom mai folosi urmétoarele notatii : Deoarece
gimbolul egalititii obignuite ,,="" consideram cd face parte din alfa-
betul @, cind vom rationa asupra obiectelor sistemului formal, pentru a
nota egalitatea a doud obiecte, vom folosi simbolul ©. Deoarece paran-
tezele fac parte din simbolurile alfabetului &, atunci cind vom spune ¢é o
anumitd transformare, de exemplu un algoritm %, se aplicd asupra unuil
obiect P al sistemului formal si-1 transformi in obiectul R, vom scrie
acesta folosind simbolurile [si} sub forma A [R] © 2.

Alfabetul \ ‘

A=eyHUOoOUSUR

in cele ce urmeazd va fi numit alfabetul sistemului formal.

Simbolurile de bazi formeazd prima categorie de obiecte formale.
Pornind de la ele, putem obtine o a doua categorie de obiecte formale,
pe calea construirii unui sir finit de intrdri a simbolurilor formale. Acest
gir i1 vom numi in cele ce urmeazi expresia formald sau cuvint in alfa-
betul o£. Cuvintul ,,intrare” inseamnd cd termenii sirului se considerd in
calitate de pirti componente ale expresiei formale, sau a cuvintului con-
siderat, adicd se subliniazd imprejurarea cé diferifi termeni pot fi unul si
acelasi simbol. Cuvintul care nu contine nici un simbol va fi numit cu-
vintul vid, §i se va nota prin A.

In rationamentele despre obiectele formale, noi deseori nu vom
scrie aceste obiecte explicit, ¢i vom folosi litere sau expresii, care congin
litere — dup# cum am vizut deja mai sus — pentru a nota aceste obiecte.

Trebuie deci si deosebim doud genuri de simbolisme. Simbolismul
formal despre care vorbim i simbolismul intuitiv sau metamatematic
[2] cu ajutorul ciruia noi vorbim despre un alt simbolism. Pentru primul
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gen de simbolisme vom folosi litere care presupunem ca apartin alfahe. indici 4 i j admit paranteze cu aceiagi indici corespunzitori dreaptd si

tului o#, atunci eind vom serie explicit un cuvint in acest alfabet. In cazy tingd (;. ;) in cuvintul bine construit. In cazul cind avem de-a face cu o
celui de-al doilea simbolism vom folosi litere sau litera cu indici care 8 latie Situatia este analogd. Dacd 6 0, atunci in cuvintul bine con-
presupunem ci nu fac parte din alfabetul oA ey Y 5 5 nai o i 5 1
Pen di : . . gtruit el poate sa apara numal sub forma 6 (; ;). Prin urmare dacd in
entru studierea expresu.lor formale sau a cuvmt_elor,. in alfalgetul suvintul bine construit P avem k, operatori din 0y, k, operatori din O,
{C17£ vom folosi opei?'gla de re.l.nifll‘e (Sfiﬂl de compunere) prin mijlocul careig, gi ks relatii, numsrul parantezelor in cuvintul respectiv este 2 [k + 2k, +
‘Oogaus;dl ml?)l mtlf IE:; e%presll ormale se reunesc 1IN unNa SlIlgl]I'a:, fOI‘mlIld . ’*" kz—l, unde prin _i: am notat opera’t}ia‘ O'blsn_‘ultéJ de a)dunalre pentru a nu-
0 Vo(;ipdefsfr?' 9nm‘a19" _— beatezorii d . ~ 4o confunda cu simbolul 4 care presupunem cé face parte din o£. Din
_defini, in cele ce urmeazd, citeva subcategoril de expresii for-  acelasi motiv am folosit si parantezele [, si,] iar semnul operatiei de
male cu ajutorul regulilor de formare prin recurentd [4]. ~ mmultire l-am omis ’
_ DEFINITIA 1.1). Orice simbol format s este termen dacd s €@ U 7, DEFINITIA 4. Un cuvint P S8, ... s, este compatibil in alfa-
damde simbolul  este simbolul de apartenentd care presupunem cd nu  face petul o, dacd sint indeplinite urmdtoarele conditis :
parte din oA. ‘ ’ _ ’ A A . SO M
P . . i 1) 808, - - - S este un cuvint in of §i nu exista intrdri de formd () in P.
o 2) s S k=0 este termen dacd i numai dacd s G 1’) Dacd in cuvintul P existd intrari de simboluri din O U ®R, atunci
(= 0,1,.. 5 kpu alte cuvinte, $,8; . .. S; este termen dacd gi numas dacd el oo simbol din €U @ saw cuvint in € apare sub forma (E) EE’ oU®
este un cuvint in @. ; _ one Py P o p ’
3) Dacd P si Q sint termeni, atunci $i cuvintul (P) 0 (Q) este termen sav (P1), Py CA . o . ..
dacd 0e0,. ~ 2) In cuvintul P nu existd intrare a unut operator sau relatii oarecare
4) Dacd P este termen, atunci si cuvintul 6 (P) este termen dacd 8 O, fard domeniu de acfiune in acest cuvinﬁl $ niot %o@.sgnbol,' diferit de simboalele
5) Nu existd alfi termeni in afard de cei definifi de regulile I)—4). op g:%g:zlso;us?ﬂgl;li;" latiilor, in afara domentulut de acliune & unws oarocare
y . . 4 . . , 0 lee.
DEFINITIA 2. 1) Dacd cuvintele P si @ sint terment, atunct cuvintul ; P 3) Dacd sniul P contine intrari ale operatorilor, atunci el est
(P) « (Q) este o conditie dacd o< R. ) Dacd cuviniul B mu conjine wnirdiv a6 op: wor, avunct o 6516
) . A s . s . compatibil dacd $i numay dacd este sau un stmbol din € J & sou un cuving
2) Dacd A si B sint condifii, atunci existd in mullimea O operatorii in © sau o0 conditie.
’(6(_, Ogs 927A esé 3 O Ogtf‘;li ca si owvintele (4) 8, (B), (4) 8, (B), (4) 8, 4) Oricare ar fi simboalele s; si 8, din OU R care intrd in cuvintul
)s- . %) ) B ( % $t On(- b)'ls“a;fwzzwmm condiie. - _ P, unul dintre ele apartine domeniului de actiune al celuilalt.
.. 3) Dacd x este o variabiid war A 0 condufie, atunct ewista in O operators fnainte de a trece la enuntarea citorva rezultate asupra cuvintelor
0" gi 0" astfel ca si cuvintele ©' ((x) (4)) si 07 ((2) (4)) sd fie numite conditit. hi 5 . corvatii < g
4) Nt otd mici i AP h P ; compatibile, si facem citeva observatii asupra unui sistem de 2n paran-
1 existd mici o altd condifie in ststemul formal in afara celor . L c o) Aot (4 ;
definite de regulile 1)—3) teze dispuse liniar, n drepte (deschise) §i n stingl (inchise) expuse pe larg
84 facem acum citeva observatii : in Jucrarea [2]. < <
< M e VA . L Tan un §
1) Dacé P i @ sint termeni §i dacéh « S =, atunei conditia (P) o (&) alt Xomv ngnél tperialche (§le ‘p@rgpt‘e ze, doud paranteze, a dreaptd sl
va fi numitd formuld. alta stingd, notafte cll acelagl INC101 (i o)- 5 < P
Spunem ci doud perechi de paranteze se separd daci ele se intilnese

. 2). Qperatorii. B0, Ql, By, Os,. .., 0 de la punctul 2)al definitiei 2 vor sub forma (;(;3);)
: , - : ~ « i\iiti)
i numiti operatori logici. O coresponjden’gé biunivocs stabilitd intre parantezele drepte si

3) Operatorii 6" si 6" n initiei i it g, 5 3 i
cvan oz'i [g] ’ de 1a punctul 3) al definitiel 2 vor fi- numiti parantezele stingi astfel ca cele 2n paranteze sa se grupeze i perechi de
U Varishi o . . ~ nteze. si & nu existe perechi care si se separe, o vom numi impere-

4) Variabila # care apare in cuvintele®’ ((#)(4)) si 0" ((#)(4) (dela paranteze, §1 s existe bere 5 56 SepaTe, P
punctul 3) al definitiei 2 se va numi variabild legatd [2] chere proprie a celor 2m paranteze. » ot i

D A @ (T - . ’ . Kleene in lucrarea [2] a demonstrat urmitoarele proprietdti ale nnui
~ DmriNipia S, Cuvintul PO o8 - .. 5, in alfabetul of se numegte bine  gistem de 2 n paranteze dispuse liniar, n drepte si n stingi.
construst in szstemul} formal, dacd el este construit dupd regulile defini- a) Orice imperechere proprie a 2n (n > 0) paranteze admite cel
titlor % $i 2. . ) o . ) L _ putin o pereche interioard, adicd o pereche de paranteze intre care nu
‘ Seuobserva, imediat cd intr-un cuvint bine construit intri intotdeauna existd nici o altd pereche de paranteze.
un numér par ?:k de p%.ranteze, k'drvepte §i & stingi. AAceasta Qbservat_gle b) Orice multime din 2 n paranteze dispuse liniar, n drepte si » stingi,
este o consecintd directd a faptului ¢i parantezele apar in regulile de for- admite o singurd imperechere proprie.
mare numai pgntru a delimita dome_mul de actiune al operatorilor sau al \ ¢) Daci o multime din 27 paranteze i o submultime a ei-din 2 m
19113%13“101“11)%& 6 este un operator din 0, atunci fata de domeniul siu de paranteze admit ambele cite o imperechere proprie, atunci imperecherea
ac,mne.g poate si aibd numai forma i)e(i’ unde parantezele notate cu proprie a submultimii este o parte a imperecherii proprii. a multimii,

3 — c¢. 1286
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adicd fiecare parantezd a submultimii se imperecheazé cu una §i aceeagi
parantezs in ambele imperecheri. .

. TI} cele ce urmeazs construim un algoritm normal, care aplicag
oricdrui cuvint format din 2 n paranteze transformé acest cuvint in cuvintyg
vid daca cuvintul initial admite o imperechere proprie gi intr-un cuving
diferit de cuvintul vid in caz contrar. S& considerim pentru construire '
algoritmului respectiv alfabetul 8, S {(,)} si o extindere a sa of, 25 S
U {a}, unde «}eS. Notind cu % algoritmul despre care a fost vgrga Ov ‘
trebui si avem ' e

u P = j; dacd P CE 5o §i adr.nite o in-aperechere proprie,
@ A dacd P C S, si nu admite o imperechere proprie.
Schema algoritmului U in alfabetul o, este urmitoarea :
o ((=> (af,
x()=> @
(@) = a(),
(o ->. (o,
o (=
o) =>r.a),

o =,

- 0.

5 Se poate vedea ugor c# algoritmul U dat prin schema (1) este cel
ciutat. Algoritmul A aplicat la cuvintul P in alfabetul o#, cautd in acesvtk
cuvint perechea cea mai interioard i o inlocuiegte cu Iigera . Dacd o
asemenea pereche nu existd, Inseamnd c& toate parantezele sint sau
dreapta si atunci algoritmul se va opri la cuvintul « ( sau stingi §i atunci
a.lgorgtmul se va opri la cuvintul «). Dacd s-a inlocuit o perec’he inte-
rioard () cu « in continuare algoritmul cauté urmétoarele perechi
interioare care fie ci existd initial fie ¢i se obtin prin inlocuirea primei
perechi. ’

S84 demongtrim in cele ce urmeazé ci rietdti i .
compatibile in alfabetul . eazd citeva proprietiti ale ouvmtelor

TEOREMA 1. Dacd cuvintul P este un cuvint compatibil in alfa-
betul oA, atunci orice parte proprie a cuvintului P de forma (P;) unde in Py
avem intrdrile wnus numdr par de paranteze care admit o imperechere
proprie, este un cuvint compatibil in AA. » ' '

) .]?emons.tljsibpla; acestel teoreme o vom face aritind ci cuvintul P.
vemfug conditiile de compatibilitate din definitia 4. ’
eoarece cuvintul P este un cuvint compa’,tibil se vede imediat cé.
conditiile (1) i (1) sint indeplinite. ’

Prin parte proprie a unui cuvint P intelegem orice cuvint P; astfel

ca P'= PP, sau P = P,P,, P,, P, ¢ A.
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Conditia 3) din definitia 4 rezults imediat, deoarece In acest caz
cuvintul P, este una din expresiile care apartin domeniului de definitie
a conditiei « din conditia 3). Cum alti operatori nu existd, inseamnd c& P,
este simbol din @ U@ §i prin urmare cuvint compatibil in A£.

Conditia 2) rezultd din faptul ¢4 dacd ar exista relatii sau operatori
t4rs domeniu de actiune in Py, atunci ei ar fi firs domeniu de actiune i
tn P. Aceasta datoritd faptului cd domeniul de actiune al oricérui operator
gau relatii cuprinde un numir par de paranteze care admit o imperechere
proprie. in cuvintul P, avem un numir par de paranteze care admit o
jmperechere proprie. Cum aceasta este o parte a imperecherii paran-
tezelor din cuvintul P, inseamnd cd nici o parantezd nu se deschide in Py
£4rs si se inchidd tot in acest cuvint, ceea ce ingeamnd ¢ oricare operator
sau relatie din P, are domeniu de actiune tot in P;.

Din acelasi motiv se observi cd dac# ar exista vreun simbol in afara
domeniului de actiune al unui oarecare operator sau relatii din P, el ar
fi in afara domeniului de actiune al unui operator sau relatii oarecare si
in P ceea ce contrazice ipoteza compatibilititii cuvintului P.

Conditia 4) rezultd ugor cd este indeplinit# i pentru euvintul P,
deoarece dacd s; §i s, ar fi doud simboluri din O U R care intrd in Py,
agtfel ca s,]€ Dy, §i 851 € Dy, atunei aceasta ar fi valabil gi in euvintul P
pentru simbolurile s, §i s;, ceea ce ar contrazice ipoteza compatibilitdtii
euvintului P.

TEOREMA 2. Dacd intr-un cuvini compatibil P existd intrdri ale
simbolurilor din O R, atunci . existd unul si numai unul in afara dome-
niulwi de actiune al oricdrus alt simbol din O R care intrd in cuvintul P.

S% aritim in primul rind cd existd simboluri din O U R care nu
apartin domeniului de actiune al altor simboluri din O |J (R care intrd in P.

S% facem ins# citeva observatii inainte de aceasta :

1) Daci s;,€0 U R, atunci s,1€ D, ceea ce se vede clar din defi-
nitia domeniului de actiune. o

2) Daci s; € D,;, atunci D, C D,;. Aceasta se vede clar din faptul
¢4 intre s; 8i domeniul séu de actiune nu exist® nici un alt simbol.

S4 presupunem acum contrariul §i anume c# nu existd nici un simbol
din O | ®@ dintre cele care intrd in cuvintul P in afara domeniului de
actiune a oricérui alt simbol din O U @ care intrd in P.Fie atunei sq, Say. - +y
..., & toate simbolurile din O U (R care intréd in P, unele din ele putind
aves intriri repetate in acest gir ins3i difers ca pozitie in cuvintul P.
Dupi o renumerotare a acestor simboluri, din cauza ipotezei contrarii
vom avea :

81 € -D 829

82ED537

811 € Dy

sy e Dy,




T. RUS

Pentru a ajunge la num i i

5 erotarea simbolurilor s, &
gaseascd In relatiile (a) vom aplica urmétorul algor?ﬁnri.sgeé% f)?e;}lll()igiei?
¢4 relatiile initiale au fost

5 € D%l’
ss€ D, ,
(a’)
Sp. 1€ Dw_l,
spe 'D“'ik’
unde 8, 8i,, ..., S este o permutare a girului s, 82,; ..y 8. Aceste relatii

existd datoritd ipotezei contrarii d i 3 iders
'] e mai sus. Si consider i i
aceste relatii : erim prima din

8 € DM‘ .

1 3 e k 2 un

s € Ds,.
Vom considera apoi urmitoarea relatie din (a’)
szeDm,

u;zde 8, din aceastd relatie presupunem c# este chiar simbolul notat mai
SUS cu s, 1ar s, estevunul din elementele, sirului s, ss,..., s,. Si ardtim
ca Nu poate flu §1- S# presupunem cd ar fi s,. Atunci s,e D, §i s, &D

De aici rezultid ci BT

D.,C D, §i D,CD

Sy’

de unde Ds, S D, deci s, si s, coincid si ca simboluri si ca pozitii in gir
1 3 H ?

5

caz care se exclude. Deci s, @ s,. Prin urmare simbolul s;, se gédsegte in
sirul s, Sy4. . -y 8. Flie acesta un s, oarecare. Il vom nota pe‘aacesta cu 85 §i
vom considera relafia urmétoare din (a’). Dupd un numir finit d )
cel mult k, vom ajunge la relatiile (a). ° P

Datoritd observatiilor de mai sus vom avea si
Dschsw' T Dsk CDSU
de unde rezultd ci

$ CDy,...,8€Dy
ceea ce este o absurditate. l

Dacd am considera 1 i i
a in 1 g i in gi i
“derat §i am rationa in mod ar?aclzlgh;s la;é;?r? pivoege dlft 5pehan
3 | Tt ) g, am. e 1a aceeasi concluzie absurds
§1 anume ca acesta apartine domeniului séu de actiune. Aceasta inseamns

N

ASUPRA UNUI SISTEM FORMAL. I 467

¢4 ipoteza ci oricare simbol din O (J 2 care intrd in P apartine dome-
piului de actiune al unui oarecare alt simbol din O lJ R care intrd in P
este falsd. Atunci inseamné cd existd astfel de simboluri din O R care
intrd in P si care nu apartin domeniului de actiune al nici unui alt simbol
din O U @ care intrd in P.

Q3 aritim acum cf existd un singur astfel de simbol. S& presupunem
i acest simbol nu ar fi unic §i anume c# existd doud astfel de simboluri
s, 51 8,. Atunci am avea situatia s;JeD,, (1 =1,2,...,k) §i s;] € D,
(i =1,2,...,k); de aici rezultd, in particular, ci s ]eDs §i S.|l€ Dy
ceea ce contrazice ipoteza compatibilitétii cuvintului P deoarece nu are
loc conditia 4) pentru simbolurile s, §i 5,.

TEOREMA 3. Orice cuvint bine construit in alfabetul of este wn cuvint
compatibil in alfabetul of.

Aceastd teorem# o vom demonstra verificind conditiile compati-
bilitdtii din definitia 4 asupra cuvintelor bine construite.

Conditia 1) din definitia compatibilitditii (definitia 4) rezultd imediat
deoarece regulile de formare din definitiile 1 §i 2 se aplicd numai asupra
simbolurilor din alfabetul of. Prin urmare orice cuvint bine construit este
un cuvint in alfabetul of, de unde rezultd conditia 1) a compatibilitatii.
Conditia 1’) de asemenea este evident indeplinita.

Tie acum cuvintul bine construit P. El este un termen sau o con-
ditie. 84 presupunem c# el este termen. Atunci putem avea doud cazuri
posibile. Sau in cuvintul P nu avem intriri ale operatorilor §i atunci el
este sau un cuvint in alfabetul @, caz in care conform conditiei 3) din defi-
nitia compatibilitétii (definitia 4) el este compatibil, sau un simbol din
@ (J %, caz in care conform aceleeagi conditii el este de asemenea un cuving
compatibil in o£.

Dacd in cuvintul P avem intriri ale operatorilor, atunci din regulile
3) si 4) ale definitiei 1 rezultd cd el are una din formele

P 2 (P) 0(Py) (1)
sau
PS6(P) 0e0. - (2)

Dacd notdm cu 6, operatorul pus in evidentd in descompunerile de mai
sus, atunci se vede ci el are un domeniu de definitii in cuvintul P, cuvin-
tele P, si P, fiind la rindul tor termeni. Rationind in mod analog asupra
cuvintelor P; si P, care sint la rindul lor termeni deci cuvinte bine con-
struite, ne situim sau in eazul in care ele nu contin intriri de operatori
§i atuneci sint cuvinte compatibile, sau in cazul in care ele contin intriri
ale operatorilor si atunci ele trebuie sé aib# la rindul lor o descom-
punere de forma (1) sau (2). Deoarece cuvintul P are un numér finit de
simboluri, dup# un numér finit de pasi o sé ajungem la descompunerea
de forma (1) sau (2) in care P, sau P, §i P, sint fie cuvinte in €, fie
simboluri in € @, de unde rezultd ci sint cuvinte compatibile in of.
Parcurgind apoi calea inversd, rezultd cé fiecare operator care intré in P
are domeniu de actiune in acest cuvint si nici un simbol in afard de sim-
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bolurile operatorilor nu este in afara domeniului de actiune al unui oarecare

-operator care intrd in acest cuvint. Dacsi 6, este un oarecare operator
diferit de operatorul 6, de mai sus, se vede ci 0,e Dgy, de unde rezultd ci
pentru cuvintele bine construite, in cazul cind ele sint termeni, are loc si
conditia 4) din definitia compatibilititii (definitia 4). Prin urmare in
acest caz cuvintul P este compatibil. :

S presupunem acum ed P este o conditie. Atunci §i acest caz admite
doud subcazuri posibile. Sau in P nu existd intriri de operatori gi atunci
el este o condiie simpld de forma (P))a(P,), unde P, si P, sint fie
simboluri din € |J % fie cuvinte in @ si atunci cuvintul P este compatibil
conform conditiei 3) din definitia compatibilitétii sau in cuvintul P avem
intrdri de operatori. In acest caz cuvintul P poate avea forma

P 5 (P) a(Py), )

unde. P, si P, sint termeni, deci cuvinte compatibile §i prin urmare si
cuvintul P este un cuvint compatibil ceea ce rezultd imediat. In afars de
forma (3) dacd cuvintul P este o conditie, §i contine intriri ale operato-
rilor el poate admite §i una din descompunerile

P = (P)0 (Ps), (4)
sau

P = 0 ((2) (Py)), o

Asupra acestor descompuneri vom rationa exact ca §1 mai sus in sensul ci
dacd P, sau P, si P, sint compatibile, atunci si P este compatibil in .
Prin urmare vom considera cuvintele P, sau P, si P, 5i dupa un numir
finit de pasi vom ajunge la unul din cazurile analizate mai sus in care
cuvintele P, sau P, si P, au fost compatibile in o£. Pornind apoi pe calea
inversd, rezultd cé P este un cuvint compatibil in alfabetul of.

TEOREMA 4. Orice cuvint compatibil in alfabetul A este wn cuvint
bine construit in acest alfabet.

Fie deci cuvintul P compatibil in alfabetul of. Vom deogebi dous
cazuri, dupd cum in P intrd sau nu intr§ simboluri din alfabetul oym.
S4 presupunem, pentru inceput, ¢4 in P nu intrd nici un simbol din 0 | 2.
Deoarece P este un cuving compatibil, atunci el este sau nu simbol din
€ U 2 sau un cuvint in €. In ambele cazuri conform primei reguli din defi-
nitia 1 cuvintul P este bine construit. :

Fie acum cazul in'care in cuvintul P intrd simboluri din alfabetul
OU R. Atunci, dupd teorema 2, existi un singur simbol din O R
astfel ca el sd nu apartind domeniului de actiune al nici- anui alt simbol
din O U R care intrd in cuvintul P. Fie acest simbol 8;. Cum cuvintul P
este un cuvint compatibil, inseamni ci toate simbolurile lui apartin
domeniului de actiune al unui simbol din O U 2, in particular se poate
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dea simplu cé toate simbolurile lui apartin domeniului de acfiune al
Ve

smbolului ;. ' o .
- Dacsh ar exista vreun simbol care nu aparine domemuh;l de actiune
1 simbolului s;, atuneci cuvintul P ar admite descompunere
2

P S P, (Py) 81 (Py) Puy (6)

' i iului tiune
nde se presupune cd simbolul s care nu aparfine 'dm;emurllgtl;igsi (??fome-
111 lui s, se gaseste fie in P, fie in Py, deoarece (Py) si (Py) 031 stituic dome-
fiiul Ole1 actiune al lui s;. Dacé ar fi asaF, 'atuncltcelp%ﬁ;% %Irlecizarea, oo,
’ s e A . al
fersy de cuvintul vid. Fie acesta, iz !
tele Iy s B O i tibil, inseamnd cd § apartine
uvint compavibii, part
B O ot achn ol wai six di 0pU @ care intrd in P;. Fie acest
domeniului de actiune al unul mmb%l (111_1 U R care o romlta
i i € in teor . ; ]
imbol s,. Atunci s,]€ Ds, $i §;]€ D, 2. ! it
Sl“m]guvinz‘oul P nu este elompaﬁnbll, deoarece pepmu &m};plgrﬂceu 2‘1 ost . ;
101?1 are loc conditia 4) din definitia 2, ceea ce este in contradictie P
ibilitatii intului P. .
compatibilitatil cuvi . . o ) i
P Rezultd deci ¢3 toate simbolurile cuvintului P, 1tn ?%rar%euiﬁl g%(?afea
i i i i i cuvintu &
domeniului de actiune al simbelului s;. Atunci ¢

descompunere : "
P S (Py) 81 (Py),

- PS5 (Py)- (8)

. . . . cint
Dupi teorema 1 in oricare din aceste cazurl cuv%ntele P,y sa}% Pla?alu Illjczi nt
uvpinte compatibile. Dacd ele sint sl cuvinte bine (A:onsgr}u e, aunel oo
gfintul P este un cuvint bine construit, deoarece 2se incadreaza
regulile de bine construire ale definitiilor 1 sau 2. e construite
Pentru a decide dacd, cuvintele P; sau P, si P, sint nrllenumér bite é
roced3m cu ele in mod analog ca i cu cuvintul P. Dup?:) ;10 L s
]gle pasi vom ajunge la cuvintele P, sau P, §i P4, C2T€ ] )
sau P, si P, de forma ) -
P, 3 (P)s; (Piya); Pinn = (Pih1) 8iv (Pise)s
i - @ i - (81)
P, Es, (P); Pigr = S (Pifa)y
A . i din
; L osi P; i ' si P, sint sau simboluri di
' gau P, si Piii, Piyi sau Py § iz SI06 : . n
gng%Pgalslacuvihﬁe inw@.’ n ambele cazuri conform regulilor 1) %1 2) S%L '
definitia 1 respectiv 1) din definitia 2, cu'vulltele'lj;iels(?x}lPP‘in§slensi;ﬁvers,
inte bi i roind acum girul cuvin s ; )
bine construite. Parcurgind & 3 ; . ]
3?1:1111;2%1 la concluzia ci P, sau Py si P, sint cuvinte bine construite, d

i int bine construit. ‘ ) _
cuwn%lilnpte‘i)sltﬁeemlglle 05151 V;i 4 vezultd o definitiile 3 si 4 sint echivalente.

. . . tul of
Aceasta ne di posibilitatea ca dindu-ne un c;xvp:ét Soaa{lrex(:grienn; caélsf?t;(ifabet,
a i A uvint bine construl
conchidem dacé el este ¢ )in 1 ;
fﬁlpa cum el este un cuvint compatibil sau nu n acest alfabet

Primita la redactie la 7 februarie 1964.




T. RUS . 19

BIBLIOGRAFIE

1. Aronza CHURCH, Infroduction to Mathemalical Logic, 1. Princeton, New-Jersey, 1956,

2. 81, C. KLBEXNE, Introduction lo Metamathematics. D. Van Nostrand, New York, 1952.

3. A. A. MAPKOB, Teopus aacopugimos. Tpyar marem.mucr. uMm. B. A. Crexuosa, XLI1,
(1954).

. P. TIETEP, Perypcusnbie giynuyui, nepesod ¢ nemeyxoeo, W. JI., Mockna, 1954.

- H. A. IIABUH, O nonem pyrmusrosn nowumanuls cyscdenudi. TPYLH MeTeM. WHCT. um.
B. A. Crexmospa, LIX, 226—311 (1958). :

6. ALFRED TARSKI, A decision Method for Elementary Algebra and Geomelry. University of

7

[SAN

California press Berkeley and Los Angeles, 1951.
. Ar¥rED TARSKI, Logics Semantics, Mathematics. Oxford, 1956.




