- ASUPRA UNOR EVALUARI ALE FUNCTIILOR
DERIVABILE, CU APLICATII LA STUDIUL
PROBLEMEI POLILOCALE (I) ")

DE

OLEG ARAMA
(Cluj)

1. In studiul problemei polilocale relative la ecuatii diferentiale
prezintd interes cunocagterea unor cit mai bune delimitdri ale functiilor f
(f € O [a, b]), care se anuleazi de un anumit.numér dat »# ori intr-un
interval dat [a, b], cu ajutorul maximului derivatei lor de ordinul % pe
acel interval. Studiul unor astfel de delimitiri se afld in strinsd legdturd
cu studiul restului unor formule de interpolare i de derivare numericd.

Fie ; < @, < ... < 2, #» noduri dintr-un interval [a, b], astfel
incit z; = a §i x, = b. Fie f o functie oarecare din clasa ¢ [a, b] iar
L (#, ®y,..., ® ; flz) polinomul lui Lagrange, care interpoleaza functia
f pe nodurile considerate. Dacd, se considerd nodurile z, (¢ = 1,..., n)
fixate §i dacd x reprezintd de asemenea o valoare fixatd din intervalul
fa, b], atunci oricare ar fi numarul fntreg fixat v = 0,1,...,n—1, diferenta

dv d\a
/l R(v) s L) == €Ly —
1) (f50) = — fl@) — —

reprezintd o functionald liniard, definitd pe spatid G [a, b], §i méirginita
in raport cu norma

(2) Ifll= § max |f (a)].

i =0 e (a,b]

L@y, @5 flo)

Oricare ar fi valoarea fixaté « din intervalul [a,b], functionala EY (f; x)
se anuleazd pentru funetiile 1, x,..., "1, iar pentru functia «" ea este
diferitd de zero pentru orice valoare a Ini x, care diferd de ridéicinile ecua-

1) Lucrare prezentati la Sesiunea stiintifica a Filialei din Cluj 2 Academiei R.P.R., din
11 — 12 decembrie 1964.
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tiei BY (2" ;2) = 0. Conform teoriei generale a restului formulelor de
aproximare ale analizei, elaborate de acad. T. Popoviciu in lucrarea [8],
functionala (1) va admite o reprezentare de forma

B)  R(f5a) = o LS — B0, & aela, b,
unde 4, si B, sint constante (in raport cu f) nenegative.

Un caz particular important este acela in care unul dintre coeficientii
A, §i B, care intervin in (3) este nul. In acest caz, conform terminologiei
utilizate in Iucrarea [8], se spune c& functionala R (f; x) corespunzi-
toare este de formd simpld. In lucrarea [9], T. Popoviciu ficind un
studin sistematic al restului formulelor de derivare numericd, aratd ci
restul R™ (f; x) din (1) nu este in general de form# simplid pentru orice
x din {a, b] decit in cazul particular v = 0, cind avem

(4) RO(f; 2) = 7}; K(=) f7(E), Ze(a,b).

Aici K (#) reprezintd un coeficient care nu depinde de functia f, el depin-
zind numai de valoarea @ si de nodurile 2y,.. ., «,. Considerind in formula
(4) fle) = = (x), unde =(x) reprezintd polinomul normat de gradul 7z,
care se anuleazd pe nodurile z,...; z,, adicd

TC(J)’) - (m - ml) o ('T - mn)?
se obtine
(5) H(z) = RO(n; 2) = wn(a).

Inlocuind in (4), se obfine pentru orice z < [a, b] formula
1

(6) RU(f5 @) = o w(a) ().

De aici se obtine pentru orice xze<[a, b] delimitarea

(7) RO (f5 @) < = max |=(a)],

(U X6 (o, b]
unde s-a notat

(8) = max [ ()],
e, b)

Pentru a obtfine insd o delimitare a restului R (f; x), independents de
pozitia nodurilor de interpolare a,. .., z, in intervalul [a, b], care de altfel
au fost presupuse arbitrare, cu singura conditie ca @, = a §i =z, = b,
vom scrie

(9) RV (fe)< 5 max {max]m(x)[};

< By ELa, b)
Oy = 0 oy = b)

aZ={a,b)
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Se aratd cd marginea superioard dubld care figureazd in membrul al
doilea al inegalitdtii (9) este atinsd pentru cazul ¢ind #—1 din nodurile
Xyy .- &, coincid cu extremitatea a a intervalului [, b] (sau cu
extremitatea b), iar nodul rdmas coincide cu extremitatea b (respectiv
cu extremitatea a). Vom putea deci scrie inegalitatea

9") RO 2y < E max (@ — apt (@ — b)),

n! e (a, b)

de unde, In baza unui calcul simplu, se obtine urmitoarea delimitare,
daté, sub o form# putin diferitd, de G. A. Bessmertnih §i A. Tu.
Levin in lucrarea [3]:

o -1 - 7
(10) [BO(f;5 @) < (n 12“ n(’{) )" u, zela, bl

Aceastd delimitare este valabild pentru orice xe[a, b] §i oricare ar fi
pozitia nodurilor ..., x, in intervalul [a, b], cu respectarea conditiel
2 =a sl x, =D>. .

In cele de mai sus s-a considerat v = 0. Dac# insi v =0, atunci
aga cum a arvdtat T. Popoviciu in lucrarea [9], existd valori ale lui x
in intervalul [a, b], pentru care restul (1) nu este de formé simpld, adica
nu este de forma (4). In acest caz restul (1) admite o reprezentare de forma
(3), In care constantele 4, si B, sint amindoud diferite de zero (pozitive).
Perechea de constante A, gi B,, care poate fi consideratd in formula (3),
nu este unied. Tot in lucrarea [8] se dau formulele care permit obiinerea
perechii minimale de constante 4, si B,. In cazul de fatd, aceste formule
se scriu

n (v ;
ay A = Z (RO, 5 2) + (B, 50| d,

0

b |

B\,(Q}) = Au(w) — R(V)(‘/En 5 fl)),

unde

(@ — X+ [z — A4

(12) cOn.’/‘(x) -

T
o 1

Pentru a obtine in acest caz delimitari ale restului (1), se poate utiliza
formula (3). Se obtine

1

L B,

(13) [ BO(f5 )] <

unde p are semnificatia din (8). Totugi calculul cu precizie al coeficientilor
A, si B, este in general dificil pentru valori mari ale lui n si de aceea este
util de tinut seami de urméitoarea proprietate pusd in evidentd de citre
(. A. Bessmertnih §i A. Iu. Levin in lucrarea [3]:
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7 Cu toate cd restul R™(f; o) (1 < v<n — 1) din (1) nu este in general
de formd simpld pe intervalul [a, b, el admite totusi wrmdtoarea delimitare,
care prezinid o mare analogie cu delimitarea (9) :

1.
(

Intoemai ca §i in cazul v = 0, se demonstreazi in lucrarea citatd [3],
¢d marginea superioard dubld care figureazi in membrul al doilea al ine-
galitdtii (14) este atinsd pentru cazul cind @, = 2, = ... =g, , = a,
iar @, = b (si de asemenea pentru cazul cind @, = @, iar @, = ¢, = ... =
=, = b). Se poate deci scrie

(14) B o)< P max L max |-Y )
mV

e anele lmeta,bu d

() = @, g = b)

4) R < P max | Y [ — @@ — b))
n ! € (@, b) da¥ }

de unde, in baza unui caleul simplu, se obtine formula

. o n -k
M=ot w, rela,bl.

5 R ;)] << -
(15) LRY(f; o) < T

In lucrarea de fald se dau unele extinderi ale formulelor (9) 81 (14)
pentru cazul eind functia f seinterpoleazd cu ajutorul solutiilor unor ecuatii
diferentiale liniare $i omogene de ordinul n. Scopul prezentei cercetiri il
constituie in primul rind aplicatiile pe care le au astfel de formule in studiul
unor probleme polilocale relative la ecuatii diferentiale. Rezultatele pe
care le obtinem se bazeazd pe utilizarea unor formule de medie stabilite
de G.Pclya [7] si D. V. Widder [10], referitoare la interpolarea funetiilor
cu ajutoral solutiilor unor ecuatii diferentiale liniare si omogene. Aceste
formule au fost aprofundate si generalizate de T. Popoviciu in lucrarea
deja citatd [8], pentru sisteme interpolatoare liniare oarecare, elaborindu-se
tot o datd o teorie generald a restului formulelor liniare de aproximare ale
analizei. Pentru cazul sistemelor interpolatoare neliniare, formulele de
medie amintite au fost extinse de B. Moldovan in lucrarea [5].

2. Fie L, un operator diferential liniar si omogen, de ordinul = > 2,
.. (3 . ‘ N RN g ¢l . ?
definit pentru orice functie y € 0 [a, b] §i avind expresia

(16) L, [y] = ag(@) ™ + (@) y" "V + ..+ a, (@) ¥y + e (@),

unde ax) (1 = 0, ..., n) reprezintd funectii continue pe intervalul [a, b],
iar a, () 0 pentru orice x< [a, b]. Vom mai presupune ci acest ope-
rator are proprietatea I [a, b]; prin aceasta intelegem ci oricum s-ar
alege din intervalul [a, b] n noduri o, < 2, <. .. < @, $1 oricum s-ar alege
n nuwmere reale Yy, Yo, .. .5 Y., ecuatia diferentiald L,[y] = 0 admite o
solutie y(x) ¢i una singurd pentrw alegerea fdcutd, satisfacind conditiile
yl)=y, (1=1,..., n)

Fie, in continuare, f o functie oarecare din clasa C' [a, b] si fie
< %y < ... < @, un sistem de noduri din intervalul [a, b], astfel incit

[=2]
<t
~1I
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m=a § ¢, =b Bi notdm cu Hyx) = Hx; L,y @y, .5 @,) solutia
ecuatiei omogene L,[H,(x)] = 0, satisfacind conditiile

(17) H(z,) = flw), (i=1,...,n).
8% notdm cu N(w) = N(x; L,; 2z, ..., x,) solutia ccuatielt neomogene
L. N (z)] =1, solutie care satisface conditiile

(18) N(z,) = 0,

Existenta si unicitatea solutillor H,(x) si N(x) este asiguratd de pro-
prietatea I [a,b] a operatorului L,.

In lucrarea [7], G. Pélya a demonstrat cd, in ipotezele adoptate mai
sus, are loc urmitoarea formuld de medie, care generalizeazd formula de
interpolare a lui Lagrange :

(19) flw) = H/x) + N(x) L,[f(E)], E < (ab).

De aici se obtine urmitoarea delimitare valabild pentru orice ze [a, b]:

(20) f(w) — H(x) < N(®)|gy,
unde
(21) w = max |L[f(@)].

zEa, b)
Pentru a obtine o delimitare independentd de pozitia nodurilor de inter-
polare @,,...,2,_ (¥, =a, x,=>), vom scrie urmitoarea inegalitate, care
rezultd din (20):

(22) F(2) — H(@) <w.  max {max »N(wn}-
By, ?33,.:;4(; ac;q,d:e%a) bl \e=[a. )

In lucrarea [1] am ardtat ci marginea superioard dubld care figureazd
in membrul al doilea al inegalitétii (22) este atinsd pentru cazul cind nodu-
rile de interpolare x,,..., #, coincid cu extremititile intefrvalulm [a, b].
Pentru o mai mare claritate, vom utiliza urmétoarea notatie :

Fie o, < @, < <z, (m L n) noduri distincle din Ain‘gerva-lul
[a, b], avind respectiv multiplicititile p;, py,..., Pn, astfel incit p, +
+p,-+ ... + p,=mn Vom nota cu

- & Loge oy L
I\’ (m,L", 17 29 ? m)
pl? p27"'7pm

solutia ¥ (z) a ecuatiei diferentiale neomogene L, [y] = 1, solutie care veri-
ficd conditiile

(23)  y(m) =y'(w) = ... =y (g) =0, (t =1,2,...,m)
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Considerdm numerele

_ b

(24) M (L,; a,b) = max N(:v; ;" )}, (p=1,2,..., n—1),
wela, b} p;,n—7p

(25) M(L,;wa,b) = max (M, (L,; a b)}.

p=1212,...,0-1
Cu aceste notatii are loc urmitoarea teoremé, pe care am stabilit-o
in Iuerareafl]: »
TEOREMA 1. In ipoteza cd operatorul L, are. proprietatea I* [a,b],
are loc wrmdtoarea delimitare ‘

o | Biy ooy @, ) ,
(26) Nlas s 7 ")W<qua;%b» welay, @],
p17 ] pm
valabild oricare ar fi sistemul de noduri m, < x, < ... < 2, (2 < mK

< n)din [a, b] si oricare ar fi sistemul de numere naturale P1s Pay - .
<y P astfel nctt p, + py, + ... + p,, = n.
Din aceastd teorems si din inegalitatea (22), rezultdi urmitoarea
TEOREMA 2. In ipotezele adoptate mai sus, relativ la operatorul L,
st relativ la functia f, are loc urmdtoarea delimitare

(27) flw) — Hiw)| <y - M(L,; a,b), wela,b],
valabild oricare av fi nodurile x, < g oo L w, () = a, m, = b), care
wnitervin in condifiile (17).

Observagie. Inegalitatea (27) se transformi in egalitate, dacd se con-

R a, b i .
siderd f(x) = N(w; L,; ’* .|, unde p* reprezintd valoarea lui p
p,n—p
pentru care se realizeazd maximul din (25), considerindu-se ca noduri.de
interpolare w; = @, = ... = x,. = q, Xpry1 = ... = %, = b, iaT pentru z,

. . . .. a, b :
valoarea care realizeazd maximul functiei | N ( x; L,y 7 ) pe in-
p*

K #* I)L —_—
tervalul [a, b]. Intr-adevir, in acest caz functia H ,(x)pcérespunzétoa,re va
fi nuld in baza proprietitii I} [a, b] a operatorului L,. Rezultd, in defi-
nitiv, ca relativ la operatorul L, considerat §i relativ la clasa O™ [a, b],
constanta M(L,; a, b) reprezintd cea mai micd constantd (pozitivi), care
verificd inegalitatea (27), oricare ar fi f € 0™ [a, b] §i oricare ar fi po-
zitia. nodurilor w,,..., z,_, in intervalul [a, b] (2, = a, @, = b).

Exemplu. Daci L, = -d~ , atunciN(m; d, ; % b \)i(w — @) x
' da” dz" p,n—pin!
X(z—b)""? ¢i un caleul simplu ne di
. ar 1 » _ =P
(28) o, (__.ﬁ fab) = . PP
da® 7! n"
dn n P n-—-1
(29) M (—-- 4 b)= max |, (i; a, b)}: =1y
dx Pe=1,. ., 0—1 l de" E nt n"

Inlocuind in formula (27 ), se regisegte inegalitatea (10).
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3. Presupunem ci operatorul L, din (16) admite o descompunere
de forma

(30) Lyl = BA,ly] = B.{4,[yl}, wela,b],

unde 4, 5i B, reprezintd operatori diferentiali liniari si omogeni de ordi-
nele g, respectiv t(c + v =mn):

Aoyl = ag 0 (@) Y + ag, (@) YV + ...+ 4, (2) Y
BY] = (x) YO + b, () YU L 4b, o (2) V.

Presupunem c¢& sint indeplinite urméatoarele conditii

1°. Coeficientii operatorului B. sint continui pe [a, b] i b, , (@) =
== 0 pentru orice z< [a, b].

2°. Coeficientii operatorului A4, sint functil din clasa €' [a, b], iar
85 (@) 5= 0 pentru orice ze [a, b].

3°. Operatorii 4, si B, au respectiv proprietitile Ii[a, b]5i It [a, b].

Se aratd (a se consulta de exemplu lucrarea [27) cf In aceste ipoteze
operatorul-produs L, = B, A, are proprietatea I:. . [a, b], adicd proprieta-
tea I [a, b].

Cu aceste precizari, fie f o functie din clasa 0" [a, b] sifie 2, < 2,
< ... <2, un sistem de noduri astfel incit a, = a, x, = 5. Vom nota
¢a §1 in paragraful precedent cu H(x) = H/x; L,;a, ..., x,) solutia
ecuatiel diferentiale omogene L,[H (z)] = 0, care verificd conditiile (17)
sieu N(w) = N(x; L,; x,...,x,) solutia ecuatiei diferentiale neomo-
gene L [N(x)] =1, solutie care wverifici conditiile (18). Considerim
diferenta

B(w) - Aﬁ[f(x)] - AG[HJ’(‘D7 Lu; Lyy oo vy wﬂ,)] =

(31) .
= Ac[f(m) - Hf(w; Ln; Lyge - xn)]‘

In paragraful urmétor (§4), vom stabili o delimitare pentru 3(x), analogi
cu delimitarea (14) obtinutd pentru restul B™ (f; @) din (1). In acest scop
ne vom folosi de urmétoarea teoremé, a cdrei demeonstratie am dat-o in
luerarea [1]: ~

TEOREMA 3. In tpoteza cd operatorul L, admite o descompunere de
forma (30), in care operatoric A, st B. aw proprietdtile 1° — 3°, iar = > 2,
fie oy Ly < o0 Ly, un sistem de noduri, astfel incit v, = a iz, = b
st fie N{w) = N(a; L,; @,..., x,) solutia ecuafiei diferentiale neomogene
L, [N(z)] = 1, solutie care verificd condifiile (18). 8d notdm cu £, < Ey < ...
. K £ rdddcinile din [a, b] ale functiei A,[N(x)]. (Se aratd ugor c¢d in
ipotezele adoptate referitor la operatorii diferentiali A, si B., functia
A, [N(x)] se anuleazd in [a, b] de < ori si nu mai mult). Atunci au loc
delimitdrile :

o) Pentru xe [a, &;],
VA [N(x; L5 @, ..., @,)]] <|A[N(2;L,; @ b,b,...,b)].
REREASRLAE/
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B) Pentru xe (&, b], -
{AG[N(m;Ln; wl’ LR w’n)] 1<|AG[N({L‘,L”, Ia’7 d,
e —— st

y) Pentru xe (&, &),

1A (N(x; L, 5, - max

p=1,...,7-1 >

) (L'”):H <

In cazul cind « = 1, intervalul (&, £.) se reduce la un singur punce
£, care veprezinid unica raddcindg din [a, b] a funciiei A, [N (x)]. In acest
caz, in enunul teoremes 3, propozilia y) se Suprimd.

In enuntul acestei teoreme s-a notat prin

N{x; B.; @y &y byb,...,0)

T—2

solutia z (x) a ecuatiei diferentiale B, [z (x)] = 1, solutie care s¢ anuleazd
pentru @ = & §i # = b cu ordinele de multiplicitate p, respectiv v— p.

In cele ce urmeazd, vom presupune ci in afard de conditiile 1°—3°,
mai este indeplinitd si urmiteoares :

4°. Beuatia B, [y] =0 admite ca solutii functiile constante pe
[a, b], ceea ce inseamnd ¢d a.. (w)=0.

Aceastd conditie nu constituie o restrictie esentiald, intrucit dacd
operatorul I, are proprietatea I, [a, b], atunci in baza unui rezultat
stabilit de @. G. Pélya [T] si G. Mammarna [4], operatorul L, va admite
o descompunere de forma

d d d d
Ln =P \E) —— P L) = r)— x) — z
[yT=pulx) o (@)= D2 (@) Pa(@) 2P0 ()Y
unde p, (%) (3 = 0,...,n) sint functii continue, care nu se anuleazd in
nici un punct din intervalul [a, b]. In aceste conditii, fiind date : numerele
naturale o8i 7, astfelincit ¢ -+t =n, vom putea considera ca operatori
A, si B, urmatorii operatori :

(32)

o

A —p, (0) L g, (@) (@) py (2)y
da dx

d ‘ d
'B'r [Y] = P, (.’I/’) ep'rlfl(m)' Do (m) _*YY
da dz

care satisfac conditiile 1°—4°.

4. Vom nota respectiv cu O, [a, b], C?, [a, b], C{* [a, b], C{™, [a, b]
subclasele formate din toate functiile fe C™ [a, b], care verifici pe
intervalul [a, b] respectiv inegalititile L, [f(x)] > 0, L, [f(2)] > 0,
L, [f(x)] <0, L,[f (x)] < 0. In acest paragraf ne vom ocupa cu de-
limitarea diferentei 3 (@) din (31), in cazurile particulare cind functia f
aparfine uneia din clasele definite mai sus.
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A Cazul 1: fel [a,b] §i o< n — 2 (adicd = > 2).
In acest caz va avea deci loc inegalitatea
(33) L, [f ()] >0, wela,b].

IntrucuitAoperatorii A, si B, au proprietitile I, [a, b], respectiv I {a, b],
1‘gzu1ta in baza unor rezultate a lui G. Pdlya [7] §i G. Mammana [4],
cd acegti operatori admit descompuneri de forma

- ) b 1] IFs d d d '
(34) AG [.9' (‘1‘)] = Yy (.’B) d—m LI | (.’E) e dz % (‘I}) de %o (w> Y (7/)'
ar , d d d
(35) B Y (z)] = B, (x) — B, R — ) Y (w
(@)] (@) I Bey () P By () P Bo (@) X (),
unde coeficientii «, (#) si 8;(®) (i =0,1,..., 55 j =0, 1,..., t) sint

continui pe [a, ] si nu se anuleazd in nici un punct din acest interval.
Din (17)_ requta insd cd functia f(x) — H, (5 L,; 2, ,...,%,) se anuleazd
de » - ori in intervalul [a, b]. De aici, finind seam# de exjresia (34) a
operatorului A, , se deduce prin aplicarea de ¢ ori a teoremei lui Rolle,
cd fupe‘,ﬁla 3 (x) din (31) are in intervalul [e, b] cel putin » — o ridicini
(cons}dera,te impreund cu ordinele lor de multiplicitate). Pe de altd parte,
numirul acestor raddcini nu poate fi mai mare ca n — o, céici in caz
afirmativ, inlocuind in (35) pe ¥ () cu 3 (), s-ar obtine prin aplicarea
de mai multe ori succesiv a teoremei lui Rolle, ci functia B, 4, [§ ()] =
=1L, [f ()] ar avea in intervalul [a, b] cel putin o radicind, ceea ce ar
contrazice ipoteza (33). Rezultd deci ci numirul ridicinilor (considerate
cu ordinele lor de multiplicitate) ale functiei 3 (z) este egal cu n — o.
Yom nota aceste radicini cu 7 < rp << ... <r.. Evident ¢d o <1,
1 7'E\< 'b, De asemenea se constatid cd intrucit, prin ipotezd, cel putin
dp}l& dlIAl ridicinile functiei f — H, din intervalul [a, b] sint distincte,
$1 intrucit, tot prin ipotezi, ordinul o al operatorului A, satisface ine-
galitatea o < — 2, rezultd ci printre ridicinile 7,,..., 7. ale functiei
As [f{2) — H, (2)] sint cel putin distincte. Astfel, va avea loc ine-
galitatea strictd », < r,.

Fie_acum x o valoare oarecare din [@, b]. Distingem urmitoarele 3
subcazuri, dupd cum ze[r, 7], > 7., sau « < 7.
Subcazul 1.1: x < [ry, 7.].
Operatorul B. avind prin ipotezi proprietatea I. [a, b], in baza
formulei de ~medie (19) vom putea scrie pentru orice functie ¢e
e 0 [a, b] si pentru orice sistem de noduri £, < £, ... < £., din [a, b]
urmitoares egalitate ’

() = H,(@; Br5 &y,..., E) +DN (25 B &y, .
zela,b], £<(a,d),

. p
Cp oy

«1 En) BT[(P (E)]y
(36)

unde prin H, (z; B.;
omogene B, [y] =0,

(37)

RERS £.) am mnotat solutia ¥ (#) a ecunatiei
solutie care verificd conditiile

Yy (&) =9(&) (0 =1,...,7)
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iar prin N (z; B.; &;,..., £;) am notat solutia'z (z) a ecuatiei diferentiale

neomogene B, [2] = 1, verificind conditiile
(38) 2 (&) =0, (i =1,..., 7).
S considerdm in (36) ¢ () = & (x), unde d (z) este functia definitd in

(31) si de asemenea s& considerim £,

s =1, (t=1,..., 7). Prin definitie,
fanetia H, (v; B.; r,...,r.) corespunzatoare, constituie o solutie (in
raport cu variabila x) a ecuatiei diferentiale B, [y] = 0, solutie care veri-
fics conditiile polilocale y (#,) = & (r;) (3 = 1,..., 7). Intrucit numerele
r, reprezintd raddcinile functiei 8 (), aceste conditii polilocale devin
conditii de anulare pentru y(x): y (r) =0 (i=1, ... 7). De aici
rezultd cd functia H; (x; B.; ry, ..., r.) este identic nuld in raport cu
variabila # in intervalul [a, b], intrucit in baza proprietétii I [a, b], orice
solutie a ecuatiei diferentiale B. [y] = 0, care se anuleazé de ~ ori in inter-
valul {a, b], este identic nuld. Totodatd se observd cd B.[3(x}] =
= L, [f(2)], intruelt L,[H, (z; L,;24..., x,)] = 0. Cu aceste obser-

~

vatii, inlocuind in formula (36) pe o (x) cu 3 (z), obtinem egalitatea
(39) 8 (@) = N (2; Bzsry,. .., 0 - L, [f(£)].

Pentru a delimita expresia care figureazd in membrul al doilea al
egalititii (39), ne putem folosi de teoremsa 1, in baza cireia are loc ine-
galitatea

(39) N (#;Biry ..., )| < M(Bja,b), we [, rl

Aiei, numiérul M (B.; @, b) se defineste cu ajutorul relatiilor (24) si(25),
considerind in locul operatorului L,, operatorul B.. Din (39) si
(39'), tinind totodati seama de expresia (31) a tunetiei 8, obfinem delimi-
tarea

(40) ‘Ac[f ()] — Ay [Hy (w5 L5 2y, 2) < w M (Bes a, ), 2 € [y, 7]

unde u, este dat de (21).
Subeazul 1.2 v < b g1 x> r..
Tinind seami de formulele (30) si (35)se obtine, pentru orice functie
ve " [a, b], identitatea
d d d .
L,[¥(2)] = Boa) — B o(2) ... — Bylw) — By(a) - Ao [$(@)].
daz dz dx
Considerind in aceastd identitate U(x) = fle) — Hx; L,; 2y,. .., %,)
tinind seami de faptul i pentru aceastd alegere alui ¢ avem L, [{(x)] =
= L [f(x)], obtinem formula

(1) L)) = Bue) = b (@) . ay(e) L By(a) B(2), e [a, b,
dax dx dax

unde functia 3(x) este datéd in (31). Dupd cum s-a vizut anterior, in ipoteza
ed fe €™ [a, b], numdrul ridicinilor (considerate cu ordinele lor de mul-
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tiplicitate) ale functiei 3 este egal cu . Atunci, conform teoremei lui
Rolle, functia d—d— [Bo(w) 3(x)] va-avea in intervalul [ry, r.] cel pufin + —1
w .

radicini. Aceastd functie nu se poate anula in intervalul (r,, &], intrucit
in caz afirmativ, ea ar avea in intervalul [a, b] cel pufin t ridicini gi
din (41), prin aplicarea de v — 1 ori suceesiv a teoremei lui Rolle, s-ar
obtine ci functia L,[f(x)], se anuleazd in cel putin un punct din [a, b].
Aceasta ar contrazice insd ipoteza adoptati (33). Rezulta deci cd functia

;— [Bo(x) 8(2)] pistreazd un semn constant (diferit de zero) pe intervalul
x

(r., b]. Dar, in virtutea ipotezei 4° de la § 3, operatorul B. este astfel
incit ecuatia B.[y] = 0 admite ca solutii, funectiile constante pe intervalul
[a@, b]. De aici rezultd cid B(x) este o constantd diferitd de zero. Cu aceastd
observatie, tinind seam# de cele stabilite anterior, se ajunge la concluzia
ci functia 3(x) este monotond (in sens strict) pe intervalul [r., b] si
intrucit 3(r.) = 0, va avea loc inegalitatea strictd

(42) - ¥@)] < 3B, we[r:, b

fn cele ce urmeazdi, vom da o delimitare a numirului |§(b)|. In
acest scop, considerim functia auxiliard

(43) (I))\(w) :f<x) ’“Hf(w, Ln7 L1y "'750/1) - 7\J\T(w7 Lm? Ly 7mn)7

unde A este o constant#, pe care o vom determina astfel incit 4,[ ®,(b)] = 0.
Vom arita inti ci aceastd determinare este posibild.

Pentru o mai mare claritate a expunerii, vom nota cu %, ..., &, <
Lt - .. K1) nodurile distincte dintre nodurile @, @,,. . .,&, §i vom nota
G Pyy Pay- - - P, OTdinele de multiplicitate cu care intervin aceste noduri
in relatiile (17) si (18). Evident ci p, + 9, + ... + p, = n. Intrucit
prin ipotezd x, = a, iar @z, = b, rezultd ci t, = a, iar ¢, = b.

De asemenea, pentru motive de claritate, vom utiliza notatiile

by toy ooy by
Hf(m):Hf(m;Ln; ml)"',w’n):Hf(w;Ln; tr R ’ )’
P1yP2s -+ -9 Pn

. . ¢ ot
N(x) = N(z; L, 2, ---,wn)=N(ﬁc;Ln; 1ty ot )
- Pis Pas -+ Pu

Vom arita in cele ce urmeazi cii A [N(b)] 5 0. Intr-adevir, in
subecazul considerat, dupd cum rezultd din (42), avem 3(b) =~ 0. De aici
rezultd ci ordinul p,, cu care figureazd nodul ¢, = b in relatiile (17), trebuie
s& verifice inegalitatea

(44) P, L o

3 — ¢. 1580
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Apoi, conform egalitatilor (18), tinind seamé cd b = ¢,, vom avea

(45) N(b) = N'(b) = ... = Now-1(h) = 0.

Pe de altd parte, se observid ca oricare ar f£i valoarea reald pe care o
ia parametrul 2, funetia @, din (43) se anuleazi in intervalul [a, b]
pentru valorile wy,x,, ..., ¥,, sau mai precis spus, pentru valorile
t1y tay -+ -y by (L, = D), respectiv cu ordinele de multiplicitate p;, Pg,- ..y Pp
(py + ps+ ... +pn,=mn). In particular, pentru valoarea t, = b, functia
®,, va indeplini conditiile

In mod necesar, trebuie s# aibi loc relatia
(46) Nom(b) # 0,

intrucit, in caz contrar, ar rezulta in baza egahtatﬂm (18) cd functia
N se anuleaza de n + 1 ori in intervalul [a, b] si de aici, in baza formulelor
(30), (34), (35) -ar deduce ¢4 funcfia L,[N(x (w)] se anuleazi cel putin
intr-un punct £ dln [a, b]. Acest rezultat ar contrazice taptul c& : NV (a)
reprezm’ca o solutie a ecuatiei diferentiale L,[y] = 1. Pe de altd parte,
in baza acelorasi ega11tat1 (18) si (34), se deduce prin aJphcalea de o ori
succesiv a teoremei lui Rolle ¢ functia A,{N(x)] are in intervalul [a,b}
cel putin n — ¢ = 7 ridicini. Numdérul ridécinilor din [a, b] ale func-
tiei 4,[N(2) )] nu poate fi mai mare decit » — o, intrucit in caz contrar,
@mmd seami de (30) si (35), s-ar deduce ci functia L, [N ()] se anuleazi
cel putin pentru o valoare < [a, b], ceea ce ar contrazice identitatea
L,[N(x)] = 1, valabili pentru orice x din [a, b]. Aceste ridicini se vor
afla in submterva,lul (inchis), avind ca extremititi ridécinile extreme din
[a, b] ale functiei

Br(b) = DY(b) = ... = DL (B) =0,

Disfingem urmétoarele doud subcazuri, dupd cum (I)%';’”"(b) = {), gau
3(b) # 0.

Dacia ®y™(b) = 0, atunci, dupd cwm rezultd din egalitifile serise
mai sus, valoarea ¢, = b constituie pentru funciia @, o ridicind mul-
tipld de ordin mai mare sau cel putin egalcu p,, + 1. De aici, tinind seamd
de faptul ¢d p; + p, +... + P, = n, rezulti cd functia D, se anuleazs
in [a, b] de cel putin n + 1 ori, si tinind seami de formulele (30), (34)
51 (35), se ajunge la concluzia c¢d functia L, [0y (x)] se anuleazd
pentru cel putin o valoare £e(a, b). Scriind aceasta §i observind pe de o
parte ci L,[H,(x)] =0, iar pe de alth parte cid L, [N ()] =1, se
obtine egahtatea L,[f(8)] — % =0, de unde, tinind seams de (47),

se obtline formula de medie
d d d

@) = 2{@) (@) o al@) (@) - V@), (48) A [F(b) — H{b)] = AJN®)] - LIf(5)], &< [a 0]
unde  este un numdir natural oarecare, dat, satisticind inegalitatea k < o. Dacd inss ®)(b) 5= 0, atunci finind seami de faptul cii functia
Tinind seams de (44), vom putea si considerim numirul ¥ astfel incit ®;, se anuleazii pentru valorile #;, &, ..., ¢, din [a, b], respectiv cu

ordinele de multiplicitate mai mari sau cel putin egale respectiv cu p,,
Posevey P (Py+ Py + ... + P, =mn), rezulti, in baza teoremel lui
Rolle, cd functia

k= P, §1 atunci in baza afirmatiei de mai sus, va rezulta cd rddécinile din

intervalul [a, b] ale functiei A s[N(x)] vor fi situate intre radicinile

extreme din acelagi interv al [a, b] ale functiei
a d

d o
o, @) () (@) - V(@)

a ]
{e)— .. ”al‘(”)ic%v ag(@). D, (@)

d
:pm(m): af’m( ) E ri"m dz

1y, (@) = @, (@)~

se anuleazd in intervalul semideschis [a, b), cel putin de n — p,, ori, iar
©,, (0)5F0; intrucit

Lo (0) = 2 (B). o, (D). g (B). oy (D). @Y™ (b) # 0.

Inss in baza relatiilor (45), se obfine od
Ny, () = o, (B) - o, o(B) ... ax(D) - (D) - NPm(D)

si intrucit fanetiile «@) (¢ = 0, ..., ) nu se anuleazd pentru nici o
valoare din [a, b], va rezulta In badzad relatiei (46) cd =, (b ) = 0.

De aici, in baza unei afirmatii de mai sus, rezultdh ed A [N(b)] =+ 0,
ceea ce era de demonstrat.

In continuare, si observidm cd intrucit 4,[N(b)] =0, vom putea
s4 determinfim parametrul X astfel inecit functia L,[®,(#)], obtinutd
din (43), s# se anuleze pentru # = b, Vom obtfine pentru » valoarea

AG[f(b) — H/b)]
AG[N( )]

P P

De aici, tinind seamd de inegalitatea (44) gi de exprebla, (34) a operatornlui
A, s€ constatd tob in baza teoremei lui Rolle ci functla Al B, ()] se
anuleazi in intervalul semideschis (@, b) de n — ¢ = ~ orl cel putin. Dar
prin modul cum a fost ales numirul Ay, aceastd funct;ie se anuleazd §i pentru
valoarea x = b. Rezultd, in definitiv, cd funefia Ao[ @,, (#)] se anuleazi
in [a, 5] de cel putin = 4 1 ori. Tinind seamd de expresia (35) a operato-
rului BT, rezultd de aici prin aphcarea de v ori succesiv a teoremei lui
Rolle ci funcfia B, {4,[ @, (» )],— L,[ @, (x)] se anuleazd pentru cel
putin o valoare £ din [a, b]. De aici, prooedmd intocmai ca §i in cazul tratat
anterior, se obtine formula (48).

(47) N =
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Fie = un numir pozitiv oarecare. Vom neota cu f. (#) solutia y (2) a

Revenind la inegalitatea (42) si tinind seam# de formula (31), care ecustiei diferentiale

definegte functia & (), se obtine din (42) si (48) delimitarea
(49) Aq [ (@)] — Ao [Hy (@5 Ly3 @y -5 @)1 <ty Ao [N (05 L3 2y -]}

valabilé pentru z > 7,. De aici se obtine a fortiori

(66) L, [yl = L, {f(®)] + s

solutie care verificd conditiile

(50) | 4q [f(#)] — Ag[Hy (@5 Ly @55 2)]1< ) .
<p.  max |4 [N (b; L, ., 3,)]l (@ > 1) (57) y (#) =T (@), (t=1,...,m)..
Bas Bge vaes Ty 1 & [6:0) '

Intrucit functia f, (2) satisface conditiile lemei 1, vom putea scrie pentru
aceastd functie inegalitatea (54). Vom obtine :

(08) Aq [fe (w) — Ao [H; (5 Ly 5wy, - oy @)1 < vy, M (L, Ao 0,0), € [@,0],

(Zy=0a, &,=b)

In baza teoremei 3, marginea superioars care figureazs in membrul al doilea
al inegalitétii (50) este atinsd pentru cazul c¢lnd #;, =@, =...=2,_1—¢
si @, = b. Cu notatiile utilizate anterior, inegalitatea (50) se transerie

A{N(b 1L, ’iﬂ‘(a»m.
. 7

!

n?
unde am notat prin H; (x; L,; #y,...,,) solufia z () a ecuatiei diferen-
tiale. L, [Z] = 0, solutie care verificd conditiile

2(w] = fe(xy), (t=1,..., n),

(51) | 4q [F (9)]—ALH (@3 L5 @, - -, 5,)) | <y

In sfirgit, avem de considerat
. Subcazul 1.3: » < r, (evident, numai dacd a < ry).

Procedind in acest subcaz intoemai ea in subcazul 1.2, se ajunge
la inegalitatea :
A N(a;Ln;a’b )
1, n—1

(52) |AoLf (2))—Ac[H (@5 Ly 5 @150y @a) | <y
Pentru a sintetiza rezultatele obtinute cu ocazia studierii celor trei
subcazuri, definim numiral M (L,; A,; a,b) precum urmeazs :

A{N(a 5,0 )]l
i

(60) Yr, = max
€ (a,b]

1.0 - mos

ze= [a.b]

L, [f(w)] te

y(B<1y).

Tinind seami de faptul cd ecuatia (56) depinde iﬁ mod continuu de para-
metrul ¢, precum gi de faptul c& conditiile (57) pe care le verifics functia
fe(x) nu depind de e, rezultd egalitatea

(61) im f (@) = f¥ (), ¢ =0,1,...,n), ® € [a,b].

g0

1,n—1

(53) M (LnyAc 5 a,!b):maX{Ao [N(b ;Ln ;{1/7 b):p )
n—1,1/] |

Apoi, finind seamd din nou de conditiile (57), vom: putea 84 transeriem ega-
litdtile (59) care intervin in definitia functiei H, (z; L,; @,..., @,)
astfel : ' ‘ ) '

(59). 2 (@) = f (@), (=1, .., 0.

M (B,;a,b)} (o<n—2).

- Are loc deci urméitoarea leméi :

LeMA 1. In ipoteza ci operatorul L, admite o descompunere de forma
(30), in care operatorii A, gi B, (7 > 2) verificd condifiile 1° — 4° din §3,
are loc pentru orice funclie f € Y, [, b] delimitarea
(54) ‘Ac [f (w)] - Ac [Hf (m ; Ln5 Tyse - ey mn)] } <V*f M (LmAs 3 &y b)7 re [(l, b]?

unde p, este dat n (21), iar constanta M (L, Ag; a,b) este datd in (53).

De aici rezultd identitatea
(62) er(m;le; Liy -0 ey a’ln) EHf(m7 L'n; Ty g0y 56'“), VRS [(}’:, b]?
unde prin H; (z; L,; 2y,-.., @,) s-a notat, ca gi anterior, solutia ¥ () a

ecuatiei diferentiale I,[y] = 0, solutie care verifici conditiile (57). In
sfirgit, din (60) rezultd

Vom considera in continuare
Cazul 2:fe CY) [6,b] §i o <n—2 (adich 7> 2)
- .In acest caz va avea loe, prin ipotezé, inegalitatea
(65) L, [f(2)]>0, ze[a;b].

(63) lim  py = .

0
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Cu aceste observatii, ficind in (58) ca = — 07 §i {inind seamd de (61) —
(63), obtinem delimitarea (54), ceea ce demonstreazd valabilitatea lemei 1
si in cazul 2. In sfirsit, mai rimine de considerat

Cazul 3: fe C™ [a,b] 81 6 <n— 2 (adicd t > 2).

In acest caz se considerd, in locul functiei f, functia f; = — f, reducindu-se
astfel studiul acestui caz la studiul cazului anterior.

*

In cele anterioare, am considerat o <% — 2, adicd > 2. Dacil
o =n=— 1, adied t =1, abtunci procedind analog ca pentru o < n-2,
vom dmtmge de asemenea 3 cazuri dupé cum f aparfine uneia din clasele
o™, [a, b, C, [a, b], sau C(_) [a,b]. In cazul 1, adicd in cazul cind
f e O™l {a, b], se constatd ‘cd functia 3 (x) din (31) va avea in [a, b]
o ridicind si numai una singurd 7. Astfel, in vederea delimitdrii funectiei
3 (x) din (39), vom avea de considerat doar doud subeazuri, dupd cum
@ > 7y, sau & < 7. (Pentru x = r; avem 3 (r) = 0). Vom ajunge astfel
la o afirmatie analoagd cu aceea a lemei 1, cu deosebirea e in cazul o =
= n—1, numarul M (L,, A,; @, b) trebuie definit astfel:

M (L, A,; a b)— max HA [N(b L . m’

AO[N((I:;LR;G’ b)];}(cznwl).
. 1,n—-1

Cazul f € C, (a, b] sicazulf e C™, [a, b] se studiazi la fel ca si pen-
trao o % — 2. Ajungem in definitiv la urmétcearea teoremi :

(64)

TEOREMA 4. Dacd operatorul L, admite o descompunere de forma
(30) in care A, $i B, verificd condititle 1° — 4° de la § 3, si dacd
f este o funclie oarecare din CW [a, b, astfel incit L, [f (x)] nu schimbd
de semn in [a, b)), atunci oricare ar fi sistemul de noduri ©;, < 2, < ... K
< @,, astfel incit ©, =a si x, =0b, are loc delimitarea (d4), in care
numdrul M (L,, A,; a, b) se (Zefmeste conform fommlelw (B3) sau (64),
dupd cum o n — 2, sou ¢ =n — 1.

5. Pentru a exemplifica cele expuse in §§ 3 si 4, s& considerdm

d/»Ao: 4 7BT“*d;v (G'J"’?:’l?/).
da” da° das

n
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Atuanci
a b 1 a b
¥(a;L,; = w—ay (b -N(w'Lﬂ- ! ):
(#3225 7 1) e @D Ve L
=L (a—a) (@— b)Y,
n!
a b 1 o
AU[N(w;L,,,; )J =Y ey (e —b) + o (b —a)],
n—1, 1 (n—a)ln :
b 1 o ‘ '
A, N(m L,,, ) = (x— by " [n(x— a)+ o(a —b)l.
] 1, n—1 (n— o) In
Dacda ~ > 2, atunci
N(m;BT;a’ b }:l(m~a,)”('r—b) o(p=1,...,t—1)
p, v—p! 7!

De aici, obtinem indata

1A0{ (b L,;" b” AU[N(a;L,l;“’ b”;:
I n—1, 1 1, n—1/]|
(s}

= k"% (h=b — a).
(n—o)in

Utilizind egalitatea (29) in care inlocuim pe # cu 1, obtinem

|-G

Tir®

M(B.;a,b) = max [ max N(w BT,

p=1,2,,... v~1 1 wela.b]

b
b <—2)

Se observi insd cd in cazul acestul exemplu are loc pentru « > 2 inegali-
tatea

! [
M(B.; a,b) < |4, N(b L,; b) I
| 1 n——l 1 f
In conformitate cu formula (53), vom avea deci
M (LII7AO; a, b) = —""G"‘— hﬁ”o; (G = 1,. P (S 1)
(n —o)in

Teoremsa 4 revine in acest caz la urmitoarea afirmatie :
Daca f este o functie oarecare din clasa O™ [a, b], astfel Inclt f™ (x) >
pentru orice xe [a, b], sau f (x) < 0 pentru orice x < [a, b], atunci ori-

care ar fi nodurile v, < ... < @, din [a, b], astfel incit @, = a, iar ©,=b,
st oricare ar fi o = 1,..., n — 1 are loc delimitarea
. de 4 - o ,
j(c) (w) Ly, 7f‘ mJi\ o hn-ou”
dx° {(n —o)ln

valabild pentru orice x € [a, b}
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‘astfel ed vom putea scrie :

A Uf (@) — H, ()] = A, [fo, (@) + fioy (@)] — Ag [H, , (2) + H,_ (2)] =
= A, [fo) (@) — Hy (@] + 4, [ (@) — Hy (@),
De aici, tinind seama de (7 O) obtinem delimitarea

(T1) 4, [f(o)]—A, [Hy ()] <(efp+uf). M(Ly, AU, a, b)a ve [a, b,

Aici s-a notat, ca de obicei, cu L [ay,...,%,; f | «] polinomul de
interpolare al lui Lagrange, de gradul n—1, care coincide cu f pe nodurile
z; (¢ = 1,...,n). Astfel, se regisegte (in cazul particular cind f* (x) nm
schimbs de semn in [a, b)) inegalitatea (15), datd (sub o formé putin dife-
ritd) de G. A. Bessmertnih gi A. Tu. Levin in lucrarea citatd anterior [3].

6. In acest paragraf vom studia cazul mai general cind fe 0™ [a, b].
Fie datd -functia f(fe C™ [a, b]) §i n poduri =, < o < ... < &,
agtfel incit x,=a, iar z, = b. Considerdm functiile ¢ i ¢ definite precum

urmeazs : - Dar
(65) (2) = L, [f(»)], daci L,[f(2)]>0, . 0 <y, <w, 0<pr,, <w
¢ 0 , dacd L,[f(®)] <0 ge unde rezultd Wiy 4 g, 2y S 1nlocu1nd in (71), obtinem delimi-
area
[0 dacd L )] > 0 |
(66) bi@)— . ! el =0, (12) 1A, [f (@] — 4, (H, @)]] < 20, M (L,, 4,5 @, b), a< [a, b].

L [f(2)], dacd L.[f(®)] <0,

Fie f,,{(x) solutia y () a ecuatiei diferentiale L, [y] = ¢ (x), édluigie
care satisface conditiile

(67) y (@) = f (), (i=1,...,n)

si fie f,_,{x) solutia z(x) a ecuatiei diferentiale L, [¢] = ¢ («), solufie

Putem astfel enunta urmitoarea teoremj :

TEOREMA 5. Dacd operatorul L, admite o descompunere de Jorma (30)
in care operatorii A, st B, veﬁfioa conditrile 1°—4° (de la § 3), st dacd
f e 0™ [a, b], atunei oricare ar fi nodurile oL 0L ... L, astfel
mmt @y = a §t @, = b, va avea loc pentru ovice x < [a,b] delzmzta,rea (72).

care verificd conditiile : 7. In cele anterioare am presupus ci nodurile &; < 2, < ... < @,
(68) 2 (x;) =0, - {(t=1,...,n). sint astfel incit #; = a §i #, = b. Vom considera in acest paragraf cazul
mai. geneml cind o < o, mz < ... L 2, <b. De asemenea vom presu-

Intrucit, prin definitie, functiile f 8 fo +fie )verlﬁca, o aceeasl ecuatie
diferentiala L, [Y] =L, [f(x)] 01 intrucit aceste functii coinecid pentm
valorile z,, .. . ale variabilei mdependente, va rezulta in baza proprie-
tatii 1, [a, b] a operatortllui L, , urmétoarea identitate

(69) C f@=fu @+ @),  welabl
Evident ci4 au loc de asemenea inegalititile
L, lfy (@] >0, L,[f_,(2)] < 0, =zela,b]

Atunei, in baza teoremei 4, vom putea si scriem pentru fiecare din fune-
tiile f ., §i f_, inegalitdtile (54). Vom obtine :

lAG [fH—) (w) - HfH_) (CG, Ln; ml? sty xn)]! 154 +)M (Ln7 Ac’ a, b)?

pune ci operatorul L, admite o degcompunere de forma (30), in care A4,

si B, verifics condltlﬂe 1°—3° (de la § 3), fird ca sd fie indeplinitd nea-
parat,: §1 conditia 4°. Se constatd intocmai ca gi in studiul cazului 1 de la
§4 ci dacs funetia fe O™ [a, b], atunci functia 3 (#) din (31) are
in 1nterva1u1 [a, b] “cel pufin n — o = =t ridicini (considerate impreund
cu ordinele lor de multiplicitate). Sa consideram -~ dintre aceste radi-
cini §i s& le notdm cu 1y Ly << ... K7, Bvident cd a <y 8i 7. <L b.

Intocmai ca in studiul subecazului 1.1 de 1a § 4, se stabileste formula
de medie (39), din eare se obtfine delimitarea ‘

(73) 13 (@) <y max J max [N {(x; B,; v, ..., 7 )H

’
T3 Taa oo E (0 b z& [a,b] . f

valabild pentru orice v < [a, b]. Aici, spre deosebire de subcazul 1.1 stu-
diat la § 4, valoarea ® care intervine in expresia N (2; B 1y ooy 1)
poate i §i exterioard intervalului [, r.], $i pentru astfel de valori, ine-
galitatea (39') nu este in general verificatd. Pentru a obtine totugi o deli-
mitare & expresiei care figureazd in membrul al doilea al megahtatn (73),
vom utiliza urmitoarea teorema analoagd teoremei 1, a cirei demonstratie
este datd in lucrarea [1]:

TEOREMA 1*. In 1p0tezele teoremer 1 (de la § 2), oricare ar fi nodurile
B <y < e <z (L <mLn §ioa L wy, v, L D), avind respectiv ordi-

(70) | ,
‘AG [f(*)(w) - Hf(f/(m; Ln‘; Tyy - vy ‘/’vn)]l \< y‘f( )JV[ (‘L)L7AG7 @, b)'

Pe de altd parte, tinind seam$ de conditiile (67), respectiv (68), pe care
le verificd f . ,, respectiv f_,, se constatd cd pentru x < [a, b] au loc iden-
titatile

H m;Ln; w17"'7wn)EHf(w;Ln; wl"")mn)

Hf(«-)(m;Ln; Lyy v vvy .CU,L)EO,

i €
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nele de multiplicitate p,, ps,. . ., D, astfel incit p; + p, + ...+ P= B, are
loc pentru orice x < [a, b] inegalitatea

(74) N ( x; L,; Prroees :1',,,,) < MNL,; ab), ela.b],
p17 e 7p‘m i
unde
(75) W (Lyan = max ML) }
n 0,1, ...7n

numerele M, (L, ; a,b) fiind definile intocmai ca in (24). (Spre deosebire
de formula (25) care definegte numdrul M (L,; a,b), In formula (75)
maximomul care figureazd in membrul al doilea al acestei formule se
considerd atit relativ la valorile p = 1,...,m — 1, ¢it si relativ la valorile
p=0 8 p=mn)

In baza teoremei 1%, se obtine din (73) urmétoarea teoremé :

TEOREMA 6. Dacd operatorul L, admite o descompunere de forma
(30), tn care A4, st B, verificd condifidle 1° — 3° (de la § 3) si dacd
feC™ [a, b], atunci oricare ar fi sistemul de noduri =, < 2, < ... < o,
astfel inctt a < x, $t 2,<<b, va avea loc delimitarea

(76) A, [f (0)] — A [H(@; Lys @y, ooy m) 1< oy M7 (Bes a,b), we (@8],

Din compararea inegalitdtilor (72) si (76), se obtine in definitiv
urmitoarea teoremib : )

TEOREMA 7. In ipoteza ci operatorul L, admite o descompunere de
forma (30), in care A, $¢ B. werificd conditiile 1°—4° (de la §3), atunci
oricare ar fi functia fe C' [a, b] st oricare ar fi nodurile &, < x, <. .. <m,,
astfel incit x; = a §i ®, = b, ave loc pentru ovice xe[a, b] inegalitatea

(77) A [f (@)]—Ae [H (x5 L@y, -0 2)]1<
<Ly, min {M*B.;a, b)2M(L,, A,; a, b)}

In cazul exemplului considerat la § 5, vom avea :

M* (B a, b) — Sk (h=b—a); M (L,, 4,;a,b) — - h,
7! Tn .
e o T he [, 20
min {M*(B.; a,b), 2M (L,, A4,; &, b)} = — - min (1,==} .

<! Jl n |

Observafit. 1. Banuim cé in delimitarea (72), prezenta in membrul al
doilea a factorului 2 nu este necesard, acest factor provenind din metoda
de demonstratie utilizatd. In paragraful urmétor vom arita justetea
acestei afirmatii, pentru cazul particular n = 2.

2. Inipoteza ci operatorul L, admite o descompunere de forma (30),
in care operatorii (dati) 4, si B, verificd conditiile 1°—3° (de la § 3), atunci
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marginea inferioari v, & constantelor y pentru care este verificatd ine-
galitatea (analogd inegalitdtii (77))

(77’) i'Aa[f(m)] - A-c [HJ (.CC‘; Ln; .’1)1, sty mn)]' \<Y My

oricare ar fi fe O™ f[a, b}, oricare ar fi nodurile x, <@, < ... L7,
satisticind conditia x, = @ si @, = b §i oricare ar fi we [a, b], este datd
de formula

Yo = sup [( max ]Ac[f(w)];) max | L, ['f(w)]|)_1}

.fec(()")[a.ml 2 E(a,b) s Ela, b)

unde O [a, b] reprezintd subclasa funetiilor neidentic nule, f, din
C™ [a, b], care se anuleazd de cel putin » ori in [a, b], astfel incit
fla) =f(b) = 0. :

Demonstratia acestei afirmatii este imediatd. Dupid cum rezultd
din (76) va avea loc intotdeauna inegalitatea v, < M*(B.; @, b).

§. Si considerdim cazul particular cind n» = 2 §i 84 presupunem cd
operatoral diferential L, admite o descompunere de forma

Ly(y] = B4, [y) = By {4, [y)}, yeO¥[ab],

unde

) Y N
A, [y (@) — a0 (@) Y ay ()75 By [Y (2)]=byl@) T2 + by (@) Y,
dx dao

coeficientii b, (x) si by (x) fiilnd continni in [a, b], iar a,(z) §i
a, () apartinind clasei OV [a@, b]. Mai presupunem ci @, (#) = 0 s
be () 5+ 0 pentru orice x € [a, b]. In aceste ipoteze, operatorul L, va ad-
mite proprietatea I, [a,b]. Fie K@ [a, b] clasa functiilor f care se anuleaza
simultan pentru valorile = @ §i © = b, §i care admit o derivatd de ordinul 1,
continuii pe [a, b], precum §i o derivatd de ordinul al doilea, continui
in orice punct din [a, b], cu exceptia eventual a cel mult 3 puncte (depin-
zind de f), in care derivata respectivd prezintd salturi. Pentru functiile
din clasa K? [a, b], care nu se anuleazé identic pe intervalul [a, b], definim
urmitoarea functionald

§ 1) = ( max (4, 0f@1] (s (L@ )

20, b) = ezla,b]

Dacs [ apartine clasei H{'[a, b] i dacé f nu este identic nuld pe [a, b],
atunci functia L, [ f (#)] nu poate fi identie nuld, intrucit, in caz contrar,
f ar constitui o solutie a ecuatiei L, [y] = 0, verificind conditiile y (a) =
= 9y (b) = 0 si in baza proprietdtil I; [a, b] a operatorului L,, ar rezulta
e f(») = 0 pe [a,b], ceea ce contrazice ipoteza adoptatd conform cdreia
f(x) =20 pe [a, b]. Rezultd deci c& pentru o astfel de funcfie f, numi-
torul care figureazi in (78) nu se anuleazi.
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In cele ce urmeazd, ne propunem si determinim numérul

Y(a,0)= sup & [f].
(79) : FeEPa, b
(Iaz“O)

Vom arita intii cd mceasta maa gine superioard este atinsa in clasa K{® [a, M

pentru cel putin o funcfie. In acest scop, considerim functia hn Green
G (z, s), corespunzatoare operatorului L, gi conditiilor bilocale 7 (@) =
= 9 (b) = 0., Atunci, oricare ar fife K [a, b], vom avea

| f(m)zca(m $) L [f(5)]ds, we [a, b],

(80) A [f(x }_§ A6 (@, $)] Ly [f(5)1ds, ze [, b].
De aici rezultd urmaétoarea delimitare, valabild pentru orice ze[a, b]:
S @< s (1,16 ) s (s 1zt @).
cela,b] o zez[a, b}
Deoarece functia f este arbitrard in K [a, b], rezultd din (81)

(52) tlay ) < max {14, 6, 9)] s,

e Elash] Ja

Pe de alt parte, din modul in care se construieste functia lui Green (s se
consulta in aceastéd directie de exemplu lucrarea [6]), se constatd cu usu-

rintd cd functia S [ 4, [G (x, s)]]. ds este continua in raport cu Va,riabﬂ:éml

@ pe intervalul [a, b]. Fie =, o valoare din [a, b] a variabilei z, pentru
care este atins maximumul acestei functii cind @ variazé in [a, 6]+

83) maxg EACIT s)]}dsﬁK |4, [G (2y; $)]] ds.

= &1a, 0}

Fie in continuare functia ¢, (@) definitd precum urmeazs :
(84) 90 (s) = sgn A, [G (205 5)], se[a, b].

Tot din constructia funcliei ¢ (w,s), se constatd cid o, (2) nu poate avea
pe intervalul [a, 6] mai mult de 3 puncte de discontinuitate {de spefa
1 —a), intrucit, in cazul de fatd, orvicarve ar fi z fixat din [a, b], functia
de variabild s, 4, [G(», s)], nu poate schimba semnul mai mult de
3 ori, cind s Va11aza in intervalul [a, ]

Fle fo (@) solutia y (x) a ecuatiei diferentgiale L, [y] = o, (x), solutie
care verified condﬂ;ule y(a) =y (b) Exrstenta $i umcltateeu unei astfe]l
de solutii sint asigurate de proprietatea 17 [a, b] a operatomlm L,. Dintr-o
ob%clvﬂtm anterioard rezultd ¢i fye K¥ [a, b]. Inlocuind in (80} pe f
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eu f, ¢l tinind seamd de faptul ci L, [fy ()] = ¢, (2), unde ¢, este defi-
nitd conform formulei (84), obtmem 1dent1mtea,

A, [fmn—QA[G (@ N Lalfo))ds = 4, 16 (2,9, sen A6z, 9105

&

Inlocuind aici pe « cu z,, obtinem

b .
(85) Ay Uy (@) =\ 14,16 (2, )] ds
si intrueit sup L, [fo (®)] = 1, vom obtine din (85) si (78) egalitatea
(e, bl
b
(86) F1fol=\ 14,16 (@, )] ds.

v

Dar intrucit f,e K [a, b], tinind seam3 de definitia (79) a numdirului
v (@, b), rezultd ci

(87) - F [fl <y (e, b).

Din compararea relatiilor (82), (83), (86) si (87) rezultd ca

b
(88) Y (0, b) = & [fo]= max {14 06 (2, 9)14s,
ceea ce era de demonstrat.
84 considerim in continuare functia f, definitéd anterior, functie
pentru care este atinsd marginea superioard (79). Din (85), (83) si (33)
rezultd egalitatea

(89} (@, b) = 4, [fo (2)]

Vom da in cele ce urmeazd o dehxmtare a numaruhu Ay [fo (m)]. Vom
distinge doud cazuri. N :

Cazul 1: z,=a, sau z,=b. ' :

5% presupunem, pentru fixarea ideilor, c¢i @, = b. Fie tl, tg, t, eventu-
alele puncte de discontinuitate din [a, b] ale functiei ¢4 = L, [f,] definitd
in (34). Vom izola aceste puncte cu agutorul unor mtervale suficient de
mici, de lungime ¢ gi vom modifica in aceste intervale functia ¢4 (%),
.@stfel incit noua hmctle o (x, £) si fie continuid pe intreg intervalul
[a, b] si astfel incit max |qq (@, )| < 1. B4 notdm cu f, (2, ) solutia

c& e, )
¥ (@) a ecua,tlel diferentiale L, [4] = ¢, (%, ¢), solutie care Venﬁca eondi-
tille y (a) = y (b) = 0. Umhzmd un ra’rlonament intrucitya analog cu
acela folosit la stabilirea formulei (48) (de la § 4), se obtine urmatoarea
formulé de medie

Ay [fo(by )] = 4y [N (0)]- Ly [y (& ¢)] Eela, b],




676 OLEG ARAMA 24

unde & (x) reprezintd solutia ecuatiei L, [y] = 1, solutie care verifics
conditiile 9y (¢) =y (b)) = 0. De aici, tinind seami de faptul o5
max | L, [f(w, €)]|<1, se obtine delimitarea |4, [f, (b, )] < | 4, [NV (b)]},
@ €[4, b]

valabild pentru orice ¢ suficient de mic. Fécind pe =« 84 tindi chtre zero,
obtinem la limitd |4, [fy (0)] | <! 4; [V (B)]]| si {inind seamd de faptul
cd x, == b, obtinem . :

(90) LAy [fo (wg) ]| < 1AL [V (B)]].

Daed x, = @, s-ar fi obfinut in mod analog inegalitatea
(91) [Ay [fo ()] < 1AL [V (a)]).

Cazul 2: a<<wxy <b.

Vom distinge doud subcazuri, dupd cum f; (@) = 0, sau f, {x,) = 0.

Subcazul 1: f, (@) = 0. In acest subeaz, notind cu a, = a §i b, = 2,
51 procedind ca si in cazul 1 studiat anterior, vom obtine urmiitoarea
delimitare, analogi cu (90):

(92) LAy [fo (b)]1 <14y [N (b5 ay, b1)]].

Dar in baza unei teoreme analoge teoremei 3 de la § 3, vom avea in cazul
de fats

LA N (by5 aq, 0] < TAL [N (by5 a,d)]| < max A, [N (25 4, b))

® € (o, bl
Astfel, {inind seamd de faptul c¢d b, = x,, din (92) se obtine a fortiori

(93) Ly [fo (wo)]| < max |4, [N (x5 a, D)]].

z & (o, b]

Subcazul 2 :  fy (1) 7= 0. Pentru fixarea ideilor vom presupune ci
fo(@g) > 0. Atunci fie y (x) o solutie pozitivi pe intervalul [a, b] a
ecuatiei diferentiale de ordinul intii 4, [y] = 0. Considerim functia
g(@y, \) =f(w) — Ay (@) si determindm parametrul % astfel incit

g (@y, A) = 0. Obtinem kof—"%i"; . Dar —dd— g (®, X;) nu se poate anula pentru
Y (@, @

Z = ®,, intruecit, in caz contrar, tinind seami si de faptul ¢d g(x;, X)) =0,
ar rezulta cd Ag[g (%, A)] = 0. Dar, intrucit 4, [y (#)] = 0, am obfine
de aici ci 4, [f, (@,)] =0 si tinind seami de (89), ar rezulta cé vy (a, b) = 0.
De aici gi din (88) ar rezulta ¢d 4, [G (z, 8)] = 0, ceea ce impreund cu (80)
ne conduce la contradictie. Rezultd in definitiv ci functia g, {z, »,) nu se
anuleazd pentru @ = x,. 8% presupunem de exemplu ci g, (2, Xy) > 0, adici
cd functia g (@, A,) este crescitoare in punctul » = x,. Atunci, intrucit
g (@, k) = 0, ar rezulta existenta unui numér ¢ > 0 suficient de mic,
astfel inecit :

(94) g (g — Ny) <0, g (g + 25 hg) > 0.
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Intrucit insd f, (a) = fo (b) = 0, vom avea
(95) g (@, ) — Ky (a), g (b, K) = — Koy (D).
S& presupunem de exemplu ¢d 2 > 0. Atunci, intrucit y () > 0 pentru
orice re[a,d], vom obtine din (94) si (95) relatiile :
g(a, 2) <0, gy —z, X) <0, g (@ + 2, Ke) >0,

g (b, 2) < 0.
Deoarece functia ¢ (z, k) este continud in [a, b], va rezulta din (96)
cd ea se anuleazd, In afard de valoarea x = x,, §i pentru o valoare
cuprinsid in intervalul (z, + ¢, b). Dacd s-ar i presupus cd %, < 0, atunci
in mod analog s-ar putea ariita existenta unei radicini x, in intervalul
(@, &y — ). Notind @, = a;, @, = by §i procedind ea si in subecazul 1,
obtinem urmétoarea delimitare, analogd cu (93) :

|4y [g (24, 2)]] < |4, [NV (@5 a, b)]].

g (g5 Ao) =0,
(96)

max
© e [a. b1

Intrucit insd 4, [y (#)] = 0, vom avea 4, [y (x, A)] = 44 [fy ()], astlel
ci inegalitatea precedentd se va transcrie

(97) 14y [fo ()] < max | Ay [N (@5 @, 0)]].

In concluzie, tinind seami de (90), (91), (93), (97), precum si de egalitatea
(89), obtinem
(98

) Y (4, 0) < |4y [V (@5 a, b)].

max

® €= (a, b]

Pe de altd parte, tinind seamd de faptul c& functia N (2) = N (x;
a, b) apartine clasei K{ [a, b] §i tinind seamd de definitia (78) a func-
tionalei &, precurn si de definitia (79) a numérului v (a,b), vom avea :

(99) |4y [N (w5 a, 0)]] < v (e ).

(N (z;a,0)] = max

@& 1@, bl
(fomparind (98) cu (99), obtinem egalitatea

{100) v(a, b) = max |4, [N (z;a d)]}|.

e E [a, ]
In sfivgit, din compararea relatiilor (78), (79) si (100), rezultda urmatoarea
teorems
TEOREMA 8. In ipotezele adopiate (la inceputul § 8) relativ la opera-
torul L, dacd f este o functie oarecare din clasa 0% [a, b], astfel incit f (a)
= f{b) = 0 (mai general, daci fe K [a,b]), atunci are loc delimitarea

A [f()]] <y max Ay [N (25 Ly; @ b)]1;
v e (a, b}

(101)

unde p, = sup [Ly [f(®)]].

x & (a, bl
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Aceastd teoremi constituie o completare si in acelagi timp o preci-
zare a enuntului teoremei 7, in cazul particular cind » = 2. Este de relevat
faptul ci in enuntul teoremei 8 nu s-a presupus indeplinirea conditiei 4°
de la § 3.

Primita la redactie la 28 ianuarie 1965

Institutul de calcul al Academiei R.P.R.,
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