ASUPRA UNOR EVALUARI ALE FUNCTIILOR
DERIVABILE, CU APLICATII LA STUDIUL
PROBLEMEI POLILOCALE (II)

DE
OLEG ARAMA
(Cluj

Se considersi ecuatia diferentiali (2), in care L,,..., Ln reprezinta operatori dife~

~ rentiali dati, de forma (1), avind respectiv ordinele k;,. . ., ky, iar F — o functie
reali de n - 1 variabile reale, definita in domeniul D. Se consideri de asemenea
conditiile Polilocale (3), in care nodurile x,,..., Tm, Precum si valorile reale yéS)
(s =0,...,p3 —1; i =1,..., m) sint date, numerele naturale m, p;, Py ..> Pm
verificind egalitatea p; + ... + pm =k + ... + ky. In aceastd lucrare, utili-
zindu-se unele rezultate anterioare [1], se dau conditii care asigurd existenta si
unicitatea solutiei y(x) a problemei (2)—(3)

1. Fie dati n operatori diferentiali liniari si omogeni

dkiy dki—ly
(1) Li[y] = a,4(2) Fp + a1 (@) At + ot (@)Y

(i=1,2,..., n),

~operatorul I, avind ordinul k,, iar coeficientii sii a,; () (j =90,..., k;
fiind functii reale de o variabila reald «, functii despre care presupunem cd
admit derivate continue de ordinul =, =k, .y -+ ... + k£, (Tupy = 0}
intr-un interval [a, b]. Fie F (x, uy, Uy, ..., #,—y) 0 functie reald, de n + 1
variabile reale, definitd in domeniul

DiaLob, —o0 <u; <+ o00,(j =01,..., n—1).
Considerdm ecuatia diferentiald

(2) LL,y...Lilyl=F(z,y, L{y], Lo Ly [y],- . Ly 1Ly y. .. Ly [y])-
Aici notatia L,L, rveprezinti produsul operatorilor L, si Lq, adicd.
L,L,[y] = L{L,[y]}. Ecuatia diferentiald (2) are ordinul o, = &k 4
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+ky + ... 4k, Fie mun numir natural oarecare, verificind inegalitates,
m-<o, sifie p;p,, ..., p, numere intregi, astfel incit PrtPrt . pu=o,,
Considerdm urmitoarele conditii polilocale :

y(@) =y, 9" (@) =yP, ..., y"n=V(z,) = ym-v

(3)

y(w,) =y, y'(»,) = yb,

i y(pm—l ('/'vm) = .q/,(:m_l)

unde @y, @,, ..., x, reprezintd noduri distincte din intervalul [a, b1,
iaf {y®, y®, ..., Y-V} (=1, ... y M), sisteme de numere reale.
In cele ce urmeazi ne propunem s& stabilim conditii suficiente de exig-
tentd si de unicitate a solutiei ecuatiei diferentiale (2), solufie care g3
verifice conditiile (3). Probleme de acest gen au constituit obiectul a nume-
roase lucrdri dintre care citdm in primul rind memoriul Iui Ch. J. de la
Vallée Poussin [16]. Dintre cercetirile mai recente asupra problemei
polilocale relativ la ecuatii diferentiale, cercetiiri care au o contingents
mai strinsé cu lucrarea de fatd amintim urmitoarele :

In Iucrarea [11], elaboratd de E. Moldovan, se pune in evidents
importanta idee a legdturii dintre studiul problemei polilocale i teoria
functiilor convexe de ordin superior, teorie initiatd in cazul sistemelor
liniare de functii de citre T. Popoviciu [13] si extinsd apoi pentru sisteme
neliniare de functii de citre B. Moldovan [12]. In cazul ecuatiilor dife-
Yentiale liniare, contributii importante la studiul problemei polilocale
au fost aduse de C. Foiag i colab. in lucrarea [5], in care se indicd o me-
todd de calcul aproximativ, eu ajutorul civeia ge poate afla cu orice pre-
cizie lungimea £, (@) a intervalu'ui maximal de forma [@, @ -+ ], cu extre-
mitatea sting# datd, in care solutiile unei ecuatii diferentiale liniare de ordi-
nul al doilea date, formeazi o familie interpolatoare pe cite doud puncte
(distincte). Intr-o altd lucrare [6], aceiagi autori studiazs delimitarea dis-
tantei minime dintre dou# riddcini consecutive la solutii : ale ecuatiilor
diferentiale liniare de ordinul al doiles, obtinind noi criterii de neoscila-
tie. Pentru ecuatii diferentiale binoame de ordinul 7, un studin amplu cun
privire la caracterul oscilatoriu al solutiilor unor astfel de ecuatii a fost
elaborat de cétre V.A. Kondratiev [8]. Formuliri imbunatatite ale teoremei
loi Ch. de la Vallée Poussin in cazul ecuatiilor diferentiale de ordinul al
doilea au fost obtinute de Ph. Hartman i A. Wintner [7], iar apoi de Z. Opi-
al [10] i D. Ripianu [15]. O contributie importantd in studiul unor anu-
mite tipuri de probleme polilocale au adus-o A. Lasoba §i Z. Opial [9],
initiind 0 noud metodi de cercetare a nnor astfel de probleme, bazats pe
utilizarea principinlui de maximum al lui Pontriaghin. Aceastd metods a fost
ulterior dezvoltatd de céitre D. Ripianu [14]. Recent, G. A. Bessmert-
nih §i A. Tu. Levin [4] studiind unele evaluiri ale functiilor derivabile,
care se anuleazi de un anumit numir de ori intrrun interval dat, au obi-
nut remarcabile Imbunititiri ale rezultatelor lui Ch. de la Valée Poussin
referitoare la problema polilocali.

In Iucrarea de fatd ddm unele generaliziri si in acelasi timp comple-
tari rezultatelor pe care le-am obtinut in lucrarea anterioats [2], relativ
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1a studiul problemei polilocale, in cazul cind ecuatia diferentiald conside-
ratd admite anumite reprezentiri de forma (2).

2. In cele ce urmeazd vom presupune cid o = a, x, = b si cd pe :
intervalul [a, b] sint verificate urméitoarele coné.hti;n P
TPOTEZE. 1°. Oricare ar fi i =1, ...,n, coeficientii a, ,(),..., G x; (©)
ai operatorului L, apartin clasei 0i+V [, b), unde T, = by + ... + &,
si @, o (@) == 0 pe intervalul [a, b]. - ' .
Y9 Oricare ar fii=1, ..., n, operatorul L, are proprietatea de inter-
o I, initi i proprietati t4 in lucrarea [17, §2).
Iy, [a, b] (definitia acestei proprietiti este datd 1 11,82,
pom.mifoga[f(;logi(urmé)toa,rele notatii, analoge cu cele introduse in lucra-
i oastre anterioare [1] gi [2]: ' _ _ o
rile nFie i un numir natural verificind inegalitatea ¢ < n — 1 si fie ope-
ratorul diferentialy
Hixvi=zz1,,. . L7
inta g i ic al operatorilor L;, L, q, ..., L,,
cesta se prezintd ca produsul simbolic : i Lygny oo g L
ﬁvind resgectiv ordinele k,, kipqy --. 5 Ky 81 Itespecﬁlv propm:e.ta’gl}e
Iifa, b], i, [a, b], ..., Ix,[e, b]. In baza unei teoreme stabilite in
g ) ) 41 n ] ; .
lucrarea [3], operatorul produs II,[ Y] va avea proprietatea I.[a,b], unde

i ; i tiel
o, =k +kqg+ ... + Kk, Fie N(z; I1,; a,...,a, b,...,b)solutia ecuaty

k4 TP

diferentiale liniare neomogene II,[Y]= 1 verificind conditiile

Y(a) = Y(a) =... = ¥?V(a) =0,
) T(b) = T(b) =... =Y""""(b)=0,
unde P este un numér intreg astfel i}lcit 1<p < — 1. Dacd p = 0,
respectiv p = 1, conditfiile corespunzitoare vor fi:
(4" YY) =Y0h) = ...= Y% () =0,
respectiv -
(4" Y(a)=Y(a)= ...=Y"""(a) =0

i ici : ii r 3 di roprietates
Existenta si unicitatea tuturor acestor solutii rezulta din prop

I:_[a, b] 2 operatorului II,. ' ‘
' fn continuare se introduc succesiv numerele

(5) M,(IL; @, b) = féaffmlN(w;Hi;a’ p . & b,T. .p., bhl,(p=0,1,...,n)
(6) ML a,0) = max (0115 0, )

(7) wrdl,; e 0) = pzl(’)l"ll?:b%.i R AUSEA

Cu aceste notatii, are 100 urmétoarea 1em§1, de care ne vom folosi in con-

tinunare.
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o LeMA 1. In ipotezele 1° §i 2° de mai sus, fie f o functie din clasa
T . I3 . . . g

C l" [a,b], functie care se anuleazd de cel putin o, ori pe intervalul [a, b] pentry
valort B LBy oo K &y, unde 1 = a §1 T, = b. Atunci are loc urmdtoarea

delimitare, valabild pentru orice x< [a, b]:
[fle)| < M (115 a, b) nel“?xb HL[f(@)]l, (Uy=L,L, ... Ly).
‘ . I a,b]

_iiiﬁsgﬁgfa, oricare-ar fi i =2, 3, . L n §t oricare ar fi xe [a, b] are lqc
(9N | Loy Li—g v+ Loy [f(0)]| < M (115 @, b). max | L, L, ... LLy[f(2)]].
@& [a,b]

Aici [a, b] reprezinid cel mai mic interval care confine rddicinile in cauzd
ale functiei f(x). i

Inegalitatea (8)Vrez_u1té'din afirmatia teoremei 2 din lucrarea [1]. Inegali-
tatea (9) rezultd din afirmatia teoremei 6 din aceeasi lucrare, considerind
acolo A, =L, L,_,... L, B, =1, L,y ... L; si observind ci solutia
Hi(2y LyLy—y... L5 @ ... %) a ecuatiei diferentiale omogene L, L, ;...
-« Ly[y] = 0, solutie care verificd conditiile H, (x;) = f(x,) (i =1, ..., 5,)
este identic nuld, intrucit prin ipotezd f(x,) =0 (i =1,..., ¢,) si intrucit
operatorul diferential Il; = L L, , ... L, are proprietatea I, [a, b] (dupa
cum s-a mentionat anterior). !

:_3.'111 conbtinuare vom stabili urmitoarea teorems de existentd si

de unicitate referitoare la solutia problemei (2)—(3). s

_TroREMA 1. Presupunem cd sint indeplinite ipotezele 1° si 2° dela § 2

referitoare la-operatorii diferentiali L, (=1, ..., n). Pres‘upmwﬁ; de asemeneé

fo‘i functia F care figureazd in membrul al doilea al ecuatiei(2) este continud

in raport cu x € [a, b] st wverificd pe domeniul — co << u, < + co(i =
=01, ..., n—1) indgalitatea ‘

1m | B (2 gy Uy o vv s Upq) — F( @y Woy Uqy o ooy U yeg) | <<

n-1
< Z Pilu;, —u;l, we[a, b],
i=o

unde P, sint constante (nenegative).

An aceste, ipoteze o condifie suficientd pewtru ewistenia si unicitatea
s_olu,tw@ ecuafiel (2), care sd verifice conditiile (3) (unde prin ipotezd z, = a
’ si @, =), este ca sd aibd loc inegalitatea
: -1
(11) PyM (5 a, b) + Y, P (U, a, b) < 1.

q=

1

~ Metoda de demonstratie pe care o vom folosi in vederea demonstri-
Tii acestel teoreme este asemandtoare unei metode utilizate de G. A. Bes-
smertnih i A. Tu Levin in lucrarea [4] si ea se bazeazi pe utilizarea unor
teoreme de punct fix.
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Fie /M multimea tuturor funetiilor din clasa O'*x’ [a,b], verifieind con-
ditiile (3). Se defineste pentru orice functie ¢ €  operatorul B precum
armeazd : Be reprezintd solutia y (2) a ecuatiei diferentiale (

LLyy. . LIyl = F(z, ¢, Li{9]y -5 Loy oo Lilo))

golutie care verificd conditiile (3). Existenta §i unicitatea unei astfel de
golutii este garantatd de faptul ca operatorul produs ;= L, L, ... LyLy
‘are proprietatea I;n,[a, b], proprietate care rezultd din ipoteza cd opera-
torii Ly, Lgy- - - , Ly, care intervin ea factoriin expresia lui 1}, au respectiv
-proprietitile Izl[a, b],I;*C2 [a, B], ..., I;, [a, b] (a se vedea teorema 4 din
Tucrarea [3]).

: Evident ¢i operatorul B transformé mulfimea /. in ea insigi. Intro-
‘ducem in /. urmitoarea metricd o:

Dacd ye M §i ze M, atunci

e(y,2) = xgl?c'sz[' LL, ;... LILyl—LL, ... Llz]l=

= max [IL[y — ¢]|.
x e {a,b]

“Prin introducerea acestei metrici, multimea / devine un spatin metrie
.complet, ceea ce se constatd cu ugurintd din formula

y (@) — #(2) = S @ (@, 8)- Ty (5) — 2(s)] s,

unde G(w, s) reprezints funetia Iui Green asociatd operatorului m; precum si
-unor conditii polilocale, analoage conditiilor (3), cu singura deosebire ci
‘toate valorile care figureazs in membrii drepti ai acestor conditil se con-
siders nule. Existenta unei astfel de functii a lui Green rezultd din pro-

“prietatea I;n [a, b] a operatorului II;.
Operatorul B apare in spatiul / un operator de contractie. Intr-a-
.devir, in baza definitiei acestui operator, se poate scrie .

¢ (By, Bz) = max [ F(x, ¥, I’l[y]y coy Lyeg e Lle[y]) -

© e [a,b]

- F(x7 %, Ll[z]a e Lvrl te L2L1[z]) l
Aplicind in membrul al doﬂea inegalitatea (9) a lui Lipschitz, se obfine

{12)  o(By, Bs) < max

@& [a.b]

e Ly [y (2)— z(m)]\)*

(P()W(w)" 2 ()] +721 Pl LLiy .
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Dar intrucit functiile y §i z verifics conditiile (3), rezultd ci diferenta lop-

8 =y — & verifici conditiile
3(@y) = 8'(wy) = ... = 8™ (g,) = 0

(13) 3(@) = 8(@y) = ... = 35D (z,) — 0

(3(2,) = 8'(@)= ... = 3% Dz ) —0

care ne aratd cd funcfia 3 se anuleazi pe intervalul [a, b] de cel putin:

P1+ D2+ ... + p, = o, ori. Dar intrucit prin ipotezd »; =a §i x, = b,
vom avea in baza lemei 1, pentru orice z < [a, b], urmitoarele delimitéri ;.
(13") [ 3(a) < M (Il 5 a, b). glfbxmfﬂl[B(w)]l,

(18") | Ly .. Lo Ly [ 8 () ]| < M (1T 5 %b)‘mglgxb]] IL[3(@)]l, (i=2, ..., m)
Inlocuind in (12) obfinem

(W) ey, Be) < mux Ty (o) — (@11 P (IL; 0,) 4

n—1
+'Y PMA(,, 50, b)] — g oy, 2),
i=1
unde s-a notat

n—1
(15) g =Py M (Il ; a, b) + Y PM (5 a, b).
i=1

Tinind seami de inegalitatea (11), din care rezultd ¢ < 1, relatia (14 )
ne aratd cd operatorul B este un operator de contractie pe spatiul .

In consecintd operatorul B va admite in multimea / un punct fix,
de unde rezultd existenta solutiei problemei (2) — (3). Totodati rezults si
unicitatea unei astfel de solutii. Astfel, teorema 1 este demonstrati.

Observagii. @) Intrucit operatorul B este un operator de contractie
pe multimea /I, rezulté ¢ in conditiile teoremei 1, pentru a afla solutia
problemei (2)—(3), se poate aplica metoda aproximatiilor succesive. Rapidi-
tatea de convergentd a sirului de aproximatii citre solutie va fi egald cel
putin cu aceea a unei serii geometrice de ratie q.

b) Conditia (11) care impreuns cu conditia (10) si cu ipotezele 1° i 2°
de la § 2 asigurd existenta si unicitatea problemei polilocale (2) — (3), nu
depinde de pozitia nodurilor @,, ..., «,_, in intervalul [a, b] (v,=a, x,=h)
§i de asemenea nu depinde de sistemele de valori WO,y ..., YE-UY (1 =
=1, ... m), care intervin in conditiile polilocale (3).

4. Dacd ne limitim numai la asigurarea existentei solutiei proble--
mei (2)-(3), atunci este suficient.ca in locul conditiei Iui Lipschitz (10), s&
consideram o conditie privind modul de cregtere al functiei F. Are loc
in aceastd directie urmitoarea teorems. B
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TEOREMA 2. Dacd functia F este continud in domeniul
DiaLoeLb ~co<uy, <+oo (1=0,1,...,n—1)
si verificd tn acest domeniu inegalitatea
216) | F(®, gy Ugye s oy Uy | <P Polthg| + Pofug| + .00 4+ Pyl sty

Pl A v . e pe YRS . a'
tn care P, Py, ..., P,_, sint constante astfel incit sd fie verificatd inegalitate

- (11), atunciproblema (2)—(3) (unde prin ipotezd @, = a §i x, = b) admile

cel putin o solufie. . L § _
g Metoda de demonstratie pe care o utilizém este analoagd unei metode,

indi in lucrarea [4]. Fie E(x) solufia y(») a ecuatiei _di:feren[;i_a}g lini-
;rjﬁgl(s}?}tgr;ll(l)gene L,,IL,,L[_l]. .. L,L;[y] = 0, solutie care verifica conditiile (3)

si fie

’ %1

(1m) Pp = maxX (Poi R(z)| + Y, PLL ... Ly [E{x)] 1)
z € [a, b] i=1

. . P+ .. .
Notim cu $ sfera cu centrul in E(x) si de razd 1 din spatinl M
i i ratiei ¥ i pr te), numarul ¢
considerat in cadrul demonstratiei teoremel precedente), il
Sfijmjl dat de formula (15). S& consideram din nou operatorql B (}eﬁvm‘t
anterior i 84 ardtim cd acest operator transformé sfera & in ea insagl

P4p

Intr-adevir, dacd ye M si p(y, B) < | » atunci

(18)  p(By, B) = max |F(2,y, Lly], ..., Lya - Lla[yDI<

EXSRUMH

<P+ max (Po|y<m>|+"§ P\ Ly - Lalaly (@)]]) =
x e la,b) }

i=1

. n—1
—P + max (Pol(:l/—R)+Ri+ S P LIy LLly— B+
i=1

& [a,b]
4 LIy ... LI(E] 1)< Pty +xrél?;ij](1’ol? — R+

n—1 N
+ Y P LDy . LIy — R]l)-
1

=

i 3 & /s inifi imii _#, se constaté
Tinind seam# de faptul cd y M si de definitia mulfimii A, . ;
cd functia § = y — R verificd conditiile de anulare (13). pbsqrvam apoi
ci intrueit @, = a §i , = b, vom putea, in baza lemei 1, si scriem urmi-
toarele inegalititi, valabile pentru orice we [a, b]:

(19) 13(2) < M (I35 a, b)'mgl[%sz] [T [3 (@)1,
(20) \LLiq. . PL L [3(2)]| < M (15 @, ) max |11 [8 (o) ]I

® € [a,'D]

(i=1,2,...,n—1).
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Inlocuind in (18), obtinem

p P
e (By, R)<P+p+q-p(y,R)<P+p_|_q1j2’:1+Zo’

ceea ce demonstreazi afirmatia ci operatorul B transform$ sfera § in
ea Insasi.

Pe de altd parte, din continuitatea functiei F pe domeniul D, rezulti
complet-continuitatea operatorului B pe multimea _#. De aici, in baza
principiului lui Schauder, operatorul B va admite cel putin un punct fix,
ceea ce inseamni cd problema (2)—(3)are cel putin o solutie %(x) care si
verifice inegalitatea

(21) |\ L, L,_, P+yp

- Ly ()] < I

v TE [d, b]

Observatie. Din (19) si (20), tinind seams de (21), precum gi de fap-

tul cd R (») constituie o solutie a ecuatiei diferentiale II,[y] = 0, rezultd
urmdtoarele delimitéri valabile pentru orice we [a, b]:

y(®) — R(o)| < M(1L; a, b)-ZE2,

1—gq
| LiL; g .. L[y (w)] — LL ... Lle[R(x):” <
P .
<M (s a,) TP =1, 0 1)

5. In cazul cind functia F este liniard si omogend in raport cu argu-
mentele u,, uy, ..., u,._;,se poate da o demonstratie mai simpla relativ la
existenta gi unicitatea solutiei problemei (2)—(3) in anumite conditii cores-
punziatoare. Presupunem deci ci ecuatia (2)are forma :

LoLyy. . L[yl 4 Ay (2) L5 . .. Lyl + ... +
(2) Aoy (0) Ly [y] + 4, (2) y = 0,

unde 4,(x)(i =1, ..., n) sint functii continue pe [a, b] (a = oy 81 b= uw,).

Conditia lui Lipschitz (10) este indeplinitd in acest caz, dacd se considers

pentru P, valorile

(22) P; = max [ A, i(2)], (1 = 0,1, ...
© & [a, b]

Vom demonstra urmitoarea teoremi.

TEOREMA 1*. Dacd_sint indeplinite conditiile 1° si 2° (§ 2) referitoare,
la operatorii diferentiali L, (i = 1, ..., n) si dacd are loc inegalitatea (11),
in care P, sint dagi de formulele (22), atunci ecuatia diferentiald (2') admite
o solugie (unicd), care verificd conditiile (3) (unde prin ipotezd, x, = a §i
x,, = b).

In vederea demonstriirii acestei teoreme, este suficient si ardtim ci
in ipotezele adoptate, ecuatia (2’) nu poate avea nici o solutie neidentic
nuld 3(z), care s4 verifice conditiile de anulare (13), corespunzitoare con-
ditiilor (3). S& presupunem prin absurd ci existd o solutie 3(«), neidentic

, #— 1),
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wld pe [a, b, a ecuatiei (2), care s verifice conditiile (13)- Atunci, din
?aptul ¢l 8’(90) este solutie a ecuatiei (2') rezulta

LL, . LIy3(x)] = — Ay(w) Ly - LL[§(@)] —
— Ay(2) Ly s - - L, L,[3(x)] — ... — A, ()L [ 3(x)] — Aﬂ(:v)S(W),

1 ii i i i delimitind termeni
ind in ambii membri valorile absolute §i delimitind 161
de u?n%%tl)?ﬁ al doilea in conformitate cu formulele (22), precum §l In
gcl)lxllformitate cu afirmatia lemeil (in baza céreia se obtin inegalititi ana-
loage cu (19) i (20)), obtinem inegalitatea .

LT3 (0)]] < (Pyoy MH(IL5 @y B) + Puo M (5 a5 8) 4
o 4 PM (5 a, 0) + PoM (1L 4 b))-mrréa?aX’b]lﬂl[??(m)]l

b]. Inlocuind in primul membru pe = cu valoarea

valabild pentru orice z € [a, \IL[3(a)]), si simplificind ambii

r te atins p = maXx
x, pentru care es w= max.

i aii it tii drul se obtine o inegalitate,
ri ai inegalititii precedente cu numarul y, bt L ,
Icr;igllaoclulltz;;ziCQginegalitatea (11). Numéru} §nu polinttg fi egailgz(l; )zleﬂ)‘,omggga
i 5% u = 0, atunci din afirmatia lemei 1 s-ar obtine ca )| =0,
(ézt 21?} (;aégtraziée ipoteza c& 3(x) nu este o solutie identic nuld pe [a, b].

d . - .
Ewemplul 1. Dacd Ly = L, = ... = L,= —> atunei o, = n §i

dx
dupd cum s-a ardtat in lucrarea anterioard [1], au loe in acest caz
egalitétile

dr (n——l)"‘lb TS
M(Hl;a,b):M( -, b):»-——*—(b a)

do nl n"
1

(n — i) (b —ay=.

M (5 0, b) =

Inegalitatea (11) se transcrie in acest caz astfel :

(n — 1)1t
n! n®

(b —a)y-i—1<0,

' n-1

LAY e n P
11y B (b — a) +§1 e
i i2° itoar atorii L,(4 =1, ..., n),

6. In ipotezele 1° i 2° (§2) referitoare la operatoril )
conditia (11? care asigurd existenta s9111_1,3191 problemelo Igi)n—e(ggnls)ioﬁtr%nfdf
. T s o conditie mai pufin restrictiva, care s-ar o nd
z;l}iog:)lrllgtgillle lemei 11;) delimitiri mai bune decit delimitdrile (9). ]fn}uegad
Tea [1] am dat citeva precizdri in acest sens. In cazul particular ecln

L Ly, = =L = _d., G. A. Bessmertnih gi A. Iu. Levin au obtinub
T g T o T M du .
in lucrarea [4] constantele (poziItIive) mg?%r.ml(; cagaht%(;ﬂ :1(91)111351511313 ixlizgt
iv 1 ntelor M* (11, ; a, in ineg 9), 1 in
pectiv in locul consta T - 3 e tie’ [ verificind
i itati s rd e pentru orice funct ind
aceste inegalitafi sa ramina adevam n e fie [ ve
conditiile fiamei 1. Cu aceastd ocazie, autorii respectivi au reusit sa obtind .
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in cazul particular considerat, o conditie mai putin restrictivi decit (117y
care asigurd existenta solutiei problemei polilocale (2)—(3). In cele co

urmeazd, vom ardta cum se poate preciza conditia (11) in cazul particulay
cind 7 = 2 si ¢ind & = k, = 1. In acest scop, vom reaminti urmstoares
lemd, stabilitd in lucrarea noastrd anterioars [1] si al cirui enunt este con-
finut in enuntul teoremei 8 din lucrarea citati.

LeMA 2. Fic dafi doi operatori difeventiali liniari $1 omogeni de
ordinul intis

Ly [y] = ayo () (,1“:[/—}— a: ()Y
da
(23) |
Ly [¥Y] = “20(”)—:’/ + ag; (%) ¥,
dz

operatorul Ly avind coeficientii din clasa CV [a, b] iar coeficientii operatory-
lut Ly, aparfinind clasei O a, b]. Presupunem de asemenea cd ayo(X) == O
$U ta0(2) 75,0 pentru orice x < [a, b]. (In aceste ipoteze operatorul-produs LI,
va avea proprietatea I;[a, b]. Fie f o functie oarecare din clasa O [a,b]
astfel incit fla) = f(b) = 0. Atunci are loc pentru orice ze [a, b] delimitarea

@4) LI @) < max | TN (@; Ll o b)]]- max | L[ fo)]],

unde N(x; L,Ly; a, b) reprezintd solupia ecuafiei diferengiale nEOMogene
LoIh[y] = 1, solugie care verificd condifiile y (a) = y (b) = 0. '
Constanta ¢ = max |I;[N(x; L,L;; a, b)] care intervine in mem-
s & la, bl
brul al doilea al inegalitétii (24) este ,,optimald’ (adics nu poate fi inlo-
cuitd cu o constantd mai micd), fapt care se constatd observind ci inegali-
tatea respectiva se transformi in egalitate, dacd se considers f(z) = N. (3
Lyl ; a, b) 5i dacé se ia in primul membru pentru # valoarea z — %y, unde
@y reprezintd un punct din [a, b] in care functia |L;[N(»; L,L,; a, b)]]
igi atinge valoarea sa maximd pe intervalul [a, b]. Dar in baza relatiei (9),
are loc §i urméitoarea delimitare aseminitoare cu (24)

(29)  |LU@N < W (Lo o, b). max LI [f(2)]) o< [a, 0],

unde M*(Ly; a, b) se defineste in conformitate cu formulele (5) i (7). Re-
zultd din cele de mai sus ca intre coeficientii care figureazi ca factori in
membrii drepti ai inegalitatilor (24) si (25), are loc relatia

(26) 0= max | Ly [N(@ 5 Loy 5 0, 0)] < M7 (Ly; @, b).
& a,
Cu ajutorul lemei 2, in cazul particular n = 2, teoremele 1, 2 si 1* stabilite
anterior, se pot imbundtifi, obtinindu-se in locul conditiei (11), care inter-
vine in enunturile lor, urméitoarea conditie mai putin restrictivi. ,
(27) Py max [N(w; LyLyj a, b)| + P, max |L,[N(x; LyLa, b)] <1.
1 @< [a,b]

@€ [a, b
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in demonstratiile teoremelor 1 i 2 se va'conﬁsu;iel:a gl 10(;11%
eritoare 1a functiile 3(x), care intervin in demon
sfac in cazul de fatd conditiile

ai precisd, datd de lema 2 (for-

acest scop, :
gélimitémﬂor (13" 51:(20), refer : u
tratiile acestor teoreme §i care satl
S’s(a)’ = 3 (b) =0, urmatoarea delimitare m

mula (24)) :
| L[ 8 (x)]] < maX | Ly [N (25 LyLy 5 a,

< [a,b]

by]l.max |LyL, [S@)1,

z & [a, b}

valabild pentru orice @& [a, b].
Exemplul 2. Fie dat operatorul

(28) Ly] =y + [a(x) =3y + [Bl@) — o(z) + 2]y,

de «(z) 81 B(z _ nt
gzleste functii indeplinesc conditiile
—1 < a(w) <3 —3 < B
w(0) = —1,  B(0) =
Fie h un numir astfel in_cit 0 <h< % . tel;elp[rgplﬁleﬁ IS)ng%?r)ﬂllﬁ ,,2
iti ficientd care sé asigure proprietd 20,
fi‘i)rrid(gg;.s}‘lfom putea proceda in mai multe rraodml : .
= —, iar = o{¥) —
a) Considerind de exemplu Ly = Ly = T iar A, (x) () ,

) sint funectii continue pe intervalul [0,27. Presupunem

z) <1, we[0,2];

(29 + 1.

Ay () = Blw) — «(#) + 2, vom obtine conform formulei (22).
2 - .

()] = 43 P, = max | 4y(e)| =4

max |4, ,max

x & 10,R]

P,

ES x(x — h) §i deci max | N (25 LyLy 5 0, h)]
’ o € 10, B

Ry_ P
'2_\’2

Apoi, N (2); Lely; 0, 1)

——Zb-z—, max | L [N(x; LyLy; 0, 1) = max | & —

- 2 0.k
8 sl Bl 8 € (0. k)

164
Inegalitatea (27) se va serie in acest caz h? + 4h — 2 <0, de unde rezu

pentru h conditia
h< )6 —2=0449 ... =hy,

22+ 40— 2 = 0.
admite si reprezentarea

(30)

h, reprezentind ridicina pozitiva a (?cuad;iei
b) Observam ci operatorul .£ din (28)

(31) L1yl = LyLy[y] + (@) Lyl + B(@ Y,

unde .
d = —21.
Lilyl= (&70 — l)y, L,[y] (dm ) Y
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e de observat

con mai convenabild”. In legiturd cu aceasts idee, est

Putem considera relati
» relativ la des :
compunerea (31), A, (x) = a(x; si %,aptﬂl ci fiind dat un operator diferential lini
5 - O 3 3 ar S)i Omogen

A = N
2(#) = B(w) sl in consecinti numerele P, (i = 1

vor fi ‘ » 2) corespunzitoare “
P o= max |4 . dr dn—l n—
o = max |dy(a)] = max B(x)] = 1, (33) ﬁ:%w§5+mmmﬂ+%m%£é,
P, =max 14 = ‘ ‘
! € [0,h] 1(2)] = ;Iel?fh]iy(w)l =1, ‘ d :
: s +a’ﬂ—1(m) a:v+awm(m)

clasa C[a, bl, un astfel de operator

5
5

Solutia N(z; L,L :
’ (25 Loly 5 0, h) a ecuatiei di ;

ai cérui coeficienti sint funetii din
; N(z; LyLy; 0, h), = 9J [ (1 o) e et admite intotdeauna reprezentarea
<6 ' ‘ (34) ’2: L?L“l -2 LZLI + @y (x)Ln—Z L L2L1 4— R + “n—a(w)LgL1+
~a'n~1('/'v) Ll + @y, (w)7

De @ici obtinem
:hﬂ:imma«{mmi+mﬂi~
da do

max |N(z; L,L, ; ‘ 1 ‘ ,
§1 € 10. 1) Lt 0, ]L)|~§J(eh“])2 . unde L1:L2:.. . d
x
: Dacé se mai presupune ca a,(x) =0 pentru orice z € [a, b], atunei operato--
max [ I[N (x; L,L;; 0, _ 1 rul L, , va avea proprietatea I;[a, b]si astiel ipotezele 1° si 2°de la §2
@€ [0, R 3 doply3 0, h)]| = — (e* — 1 b e : " ’ R . . -
' . 9 —1). sint indeplinite. Pentru studiul problemel polilocale de tipul celei tratate
Inegalitatea (27) se va scrie 1 in prezenta lucrare, este uneori mai convenabil de a se utiliza reprezenta-
] scrie in cazul de fati astfel rea (34) in locul reprezentarii (33). Rezultate si mai bune se pot obtine
' dacd se considerd pentru £ reprezentared ~
(e 1) (e
1 | 8e' 2 (o' —1)—1<0, /I NOD, S W Ve Y O Ay Aoyt oot 60a(2) A, -+ a,(@), §
e unde rezultd pentru  conditia ; 2o At A a .. (@ d ) d . |
(32) unde Aj=Ay= ... = pep = 18 DNyopi1 = ol ay(x) —
h<1,003... =h dz da?-1 dao? 1
h, Teprezentind ridicin . v ' d .- . " s
a8 ecuatiei e a1 (%) s gi unde p reprezinta numirul natural maxim
x
~1—(eh 1) 1, posibil (2 <P L m) pentru care operatorul A,_,4i are proprietatea
n ) + (e — ]) — 1 = « »
8e 9 = 0. ' I; [a, bl.
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6], care in cazul operatorului £ |
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din (28) se scrie P, L + P ee e
. . ics
o 1h <1, adicd 2h% 4- 4h < 1, ceea ce ne di pen-

tru » conditia A < Vi —1 =0.924
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