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Problema pusd in culegerea lui S.M.ULAM LA collection of mathema-
tical problems®, notatd in continuare cu [1], referitoare 1a existenja urior

transformdri de tip Peano in care inmultirea $t adunarea sint comutative,

adicd
s(p(c)) =r(a(0)). (1)

oste rezolvatd in lucrarea noastra ; astiel se aratd ca nu poate exista o trans-
formare de tip Peano care 4 satisfacd conditia (D).
In lucrare, pe linga fransformarea cunoscutd
=91 (20—1) (2)

pentru metoda diagonald si metoda
pentry, demonstrarea echivalentei dintre N si
Qe trateazd de ase-

se introduc transformdrile de
gnomonilor, metode folosite
N? (unde cu N s-a notat multimea numerelor naturale).
menea si inversarea acestor transforméri de tip Peano.

{. Transformdri de tip Peano

Orice corespondenta biunivocad de forma
p: N*=N, p(a, b)=c (3)

se numeste transformare de tip Peano. Transformarile de tip Peano s¢ obtin
punind in corespondentd fiecarei perechi ordonate (a, b) de numere natu-
rale un numMar natural p(a, b) asifel ca

(a, by # (@, b) = p(@ D) #pla, b)
deci ecuatia
pta, by=¢
are o solutie bine determinata in numere naturale

a=g(c), b=r(e), (4)
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oricare ar fi numdarul natural c. Sint exidente si urmatoarele proprietati ale
functiilor (3) :

. c#c = (g(e), r(e) Z(glc), r(c")

si

p(q(c), r(c)) =c.
Vom folosi notatia
] p(a, b), q(c), r(c)
respectiv .
p: q: r

in cazul cind c=p(a, b) este o transformare de tip Peano cu inversarea

a=q(c), b=r(c).

Tripletul p, ¢, r 1l vom numi functie de tip Peano.

2. Exemple de functii de tip Peano
O transformare de tip Peano cunoscuti [1] este

c=pi(a, b) =2"""(2b—1). (5)
S& definim functia
n=w(c)

(-0, [ed o

Inversarea transformarii (5) se realizeazi prin

prin conditiile

c+2%()

gi(c) =w(c)+1, ric)= e

Tripletul py,
rii (5).

Alte exemple de functii de tip Peano se obtin pornind de la metodele
clasice de demonstrare a echivalentei multimilor N si N2,

Astfel in cazul metodei diagonalelor corespondenta dintre N2 si N se
realizeaza prin tablourile

g1, r1 este functia de tip Peano corespunzitoare transformi-

1,1 L2 1,3 1,4 l 2 4 7
2,1 2,2 2,3 2,4 3 5 8 12
3,1 3,2 3,3 3,4 6 9 13 18
4,1 4,2 4,3 4, 10 14 19 25

Functia de tip Peano corespunzitoare este tripletul psy, qq, re, unde

_ (a+b6~2) (a+b-1)

= 3 +a (6)

2+ u—2c+2

p2(a) b)

2c~u?+n

g, (c)= B (67

3

4 fiind dat de relatia

N R

1n cazul metodei gnomonilor

%

12 1314
Jy 92 93 24
31 32 33 34
. A1 42 43 44
se Obtiﬂe 3
(b—1)2+a daca
psla, b)= b | daci
Ve daca
gsle)={ e— Vel daca
t+ Vel daca
1 daca
rs(c)=1 1+1Vel dacd

(14 [Vep—c+1 dacd

ar i perechea de numere naturale a,

Definirea comutativitatii cu aj
tn lucrarea [1]. Intr-adevar,

o(c)=a+b,
Unde p(a) b)

lycrarea [1]
tivitate

pentru orice ceéN. Bv
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1+ V8c—7
u=|——75

3. Functii de tip Peano comutative

rin definitie comutativd, daca oricare

O functie de tip Peano p, 4, 1 eStebp, are loc relatia

g(a-+b)yr(a+b)=q(ab) +r(ab).

iei hi ti cu cea datd
j { relatiei (8) este echivalen :
clil;[ggucel}\/, gtunci pentru o functie p, ¢, 7 averl

—¢, a=q(c) si b=r(c). Transform
ii éorespunde o tunctie p, ¢,

a(p(c)) =n(0(c)) .
ident ca o(n(c)) =o(ab)=g(ab) +r(ab) si p(o(c)) =
:G(a+b):q(a+b)r(a+b), deci relatiile (8) st
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5 10
A S Y
9 8 7 . 12
16 15 14 13
o< (7) {
a>b
c=[Vcl? )
[Vep<e< Vel+Vel +1
> [Vepp+Vel+!

(7)

c=[VcP? )
Ve p<e<tVep+el+1
e>[Vep+Vel+1

(8)

w(c) =ab,
jrii de tip Peano cdutate in
r care verifica relatia de comuta-

(9)

(9) sint echivalente.
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Necomutativitatea funciiei de tip Peano pi, g, r; rezulti imediat din
lucrarea [1]. Se verificd usor si necomutativitatea functiilor ps, s, rsy si

P3, gs, r3. Intr-adevir, pentru ps, ¢, re, avem

o(1(2)) =0(2) =8, p(c(2)) =p(3) =2,
iar pentru ps, gs, rs, avem
o(1(2)) =0(2) =3, p(0(2)) =p(3) =4

In incheiere vom demonstra urméitoatea
Teorema. Nu existd functii de tip Peano comutative.

Demonstratie. Daci p, g, r este o functie de tip Peano comutativi, atunci
pentru orice pereche de numere naturale a, b are loc relatia (8). In acest caz

p(1, 1)=1. (10)

Intr-adevir, dacd p(1, 1) ar fi egal cu un numir o> 1, atunci, a—1 fiind un
numar natural, putem inlocui in (8) a=a—1 si b=1 si obtinem

g(o)r(@) =q(a—1) +r(a—1) =1-1=1,

egalitate care nu poate avea loc deoarece g(a—1) si r(a—1)
naturale. Contradictia obtinutd ne arati ci are loc (10).
Sé ardtdm In continuare cd dacd p, ¢, r ar fi comutativi, atunci

p(1,2)=p(2, 1) =2. (11)
Din conditia de biunivocitate a functiilor de tip Peano, rezulté ci relatia (11)

sint numere

este contradictorie. O datd stabilitd relatia (11), teoremma este demonstrats. -

Fie p(1, 2) =8 unde $>1. B—1 fiind un numar natural, putem inlocui in
(8) a=B—1, b=1 si obtinem

q(B)r(B) =q(B—1) +r(f—1)=1-2=2,
de unde rezultd g(B—1)=r(B—1)=1, deci folosind (10) avem B—1=1,

adica
B=p(1, 2)=2.

Daca notam p(2, 1) =y, atunci se demonstreazi exact la fel ci
1=p(2 1) =2.

Relafia (11) fiind stabilitd, teorema este complet demonstrata.

HENIPEBPATHUMOCTD TIPEOBPA3OBAHUU THIIA TIEAHA
- (KPATKOE COJIEP>)KAHHE)
Myers N={1,2,3...} up: N> N (B3anmuoonHosHauHast) . [Ipeo6pa-

80BaHye p HasmiBaercs npeoGpasosanueM Tuna Ileana. Ecaum p(a, b)=c,
Torna o6osHauuM o(c) =a-+b u u(c) =a- b.

.
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C. M. Yaam B «A collection of mathematical prqbleé?ﬂfaaﬁfzéz
apoc o CYIIeCTBOBAHHS KOMMYTaTHBHBIX npec6p a;otaaaun THO ,
TAKHX, OJf KOTOPBIX

o(n(e)) =pla(c))
e OKA3bBAeTCs UTO HE CYHECTBYIOT KOMMYTaTHBHbIX

a Ileaua. [lanee, Mbl BBOAMM mnpeoGpasopaHusi THIIA
OHOB M TpakTyercs ofpalileHne npe-

B panHO# pabor

Ui TUI

npeobpasoBaH )

ﬂpeaHa s crocofa JuaroHasnel ¥ THOM
oﬁpa‘BOBaHI/If/’I runa Ileasa.

e

V : AN N NS
NON COMMUTATIVITE DES TRANSFORMATIO!
NOX DE TYPE PEANO

(RESUME)

: iuniv La transiormation
ient N= {1, 2, 3,...} et p: N*>N (biunivoque). raf on

Jo es‘??lliie transférmation de type Peano. Si p(a, b)y=c on désigne o(¢)
= O e i ical problems® pose le pro- :f,
M.ULAM dans ,,A collection of mathematical pro p > - Av
blémg ]c\l/%existence des transformations de type Peano commutatives, c’est a ,,

ire tel
dive tel ue o(1()) =w(0(e)).

i : i ist e transior-

tte travail il se démontre qu'il ne peut pas exister une _

rmti(]))rfl Igise Cteypi Peano commutative. En outre on introduit lesvtrragsforma

t}ons de type Peano pour le procédé des diagonales et le procéde des gno-
mons et on traite Uinversion des transformations de type Peano.
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