PROBLEME LEGATE DE STUDIUL
SIRURILOR NORMALE DE CIFRE

DE

STEFAN N. BERTI
Baia Mare

In sirurile normale de cifre apare problema studiului functiei

pk 41

r
Larg= 3 JeS@nh——
j=1

despre care se stie cd

lim L (a, r, g) = 0(r).
70 :

in aceastd lucrare vom evalua exact functia L si vom stabili formule de recu-
rentd pentru unele probleme legate de sirurile normale de cifre.

§ 1. NOTATII

In cele ce urmeazi vom folosi urmitoarele notatii : ¢, k, r, # numere
intregi care satisfac cerintele ¢ > 2, 1 L bk <7, n > 0; 0, g — 1 multimen
{0,...,9—1} 5 0,9 — 1" mulfimea sistemelor de forma (a,..., @)

S S AR
unde a;,€0,9 — 1, (j=1,..., k).
Dacd a, a'€0, g — 1%, atunci
: T 1 e e
I (a,a) = dacd a = a’,
0 dacd a==a’;
cu ajutorul méirimii I (a, a’) definim méirimea
r—k4+1 .
ta,b)y= Y% I(a,b")

j=1
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unde b = (by, ..., b,)€0, 9 — 1 §i b = (b, ..., b ). Astlel, t(a, h)
este numséirul acelor sisteme din :

(Bys « s be)y (bay - ooy brsd)s oo oy (Brigas - ooy b))
care sint egale cua. Fie § (a, », n) mulfimea acelor elementebe 0,9 — 1"
pentru care ¢ (a, b) ==, 8; (a, 7, n) submulfimea lui § (a, r, n) formatd
din elementele b = (b, ..., b,) pentru care
(b/—-lc+27 sy br) = (G, -y @ -1),
iar s (a, r,n), respectiv s; (a, r, n), numirul de elemente din multimile
S (a, r, m), respectiv S, {a, 7, n).
Daci S C 0,9 — 1, atunci multimii § ii asociem misura

[,LSzi’

gT
unde s este num#rul de elemente din 8.
Elementele multimii 0,9 — 1" se impart in clase dupsd periodici-

tatea lor. Dacd a = (a,,...,4,)e 0,9 — 1" sla, =a,.;, 1Li<i+j<Lk,
atunci spunem cé j este perioadd pentru elementul a, iar cu = (a) notdm
cea mai micd perioadd a lui a. Dacd elementul a nu are perioadi, atunci
punem = (a) = 0.

§ 2. INTRODUCERE

In lucrare stabilim expresia functiei

k41

. . 7
La, r, g) = Z Jru8(a,rj) — -
; j=1 g
care apare in teoria girurilor normale de cifre. Este cunoscuté formula

lui Markov [4]
Y

r~po0 /s

Ardtim cd funetia L (a, r, g) nu depinde de », iar de a depinde numai

prin intermediul lungimii lui a, deci L depinde numai de g §i de k.

In acest caz formula Iui Markov se poate imbunititi prin formula

fim @7 9)
r-poo o

= 0,

care are loc oricare ar fi numsérul pozitiv .

Pentru stabilirea acestui rezultat, introducem functiile s (a, r, n)
gi & (a, r, n) gi stabilim formule de recurentd pentru calculul acestor
functii.
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In continuare, ardtim ci aceste functii depind de a numai prin
intermediul perioadei = (a) si a lungimii lui a.

Expresiile efective ale funectiilor s si s, pentru k = 2, 3 sint calculate
in tabelele 1 gi 2 de la sfirgitul lucrdrii. Relatia de recurentd din teorema 1
devine cunoscuta relatie ’

% o
Cri1 = C; 4+ O,

§ 3. EXEMPLU NUMERIC

Din exemplul prezentat in acest paragraf reiese importanta pentru
calcule a expresiilor functiilor s §i s, introduse in lucrarea de fati.

Dacéa = (0, 0, 0), atunci = (a) =1, deoarece a; = a;,, j =1, 2.

Introducind notatia

(b +blg—1) +D5(g—1) +ba (0 —1)3+ B, {g—1)4)
(b17 b27 b37 b47 bs) _‘b ' s

elementele multimii 0,9 — 1° se scrin sub forma
(0, 0, 0, 0, 0) =Db", (0, 0, 0, 0, 1) =
':b(2)7 ",'7(9 -1,9—-1,9—-1,9—-1,¢9—1) =b".
In acest caz deducem ci

8((0,0,0),5,3)={b"} = 4,

8((0,0,0),5,2)={b"; ke2, gIU{DP" " imel, g —1} = BUC,

8((0,0,0),5,1)=(h" ; ke g1, g UP* """ ke 0,g—1, me1,g—1}U
U™, pei g —1, mel, g — 1} = DUEBUF.

Multimea A are un singur element, deci s ((0, 0, 0), 5, 3) = 1. Multi-
mile B, C sint disjuncte i au cite ¢ — 1 elemente, deci

s ((0, 0,0),5,2)=¢g—1-49g—1=29—2.

Multimile D, E, F sint disjuncte cite doud §i au ¢> — g, g (9 — 1) res-
pectiv (g — 1)% elemente, deci

$(((0,0,0),5,1) =¢g*> —g+¢*—¢g+9°— 29 +1=23¢0> — 49 4 1.

Multimile 8§ ((0, 0, 0), 5, j), je 0, 3, sint disjuncte dou# cite dous si
reuniunea lor este 0, ¢ — 15, deci

$((0,0,0),5 0)=¢°—3¢>—dg+1+4+20—2+1=g°—3¢°— 2.
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Astfel, am aflat expresiile functiilor s (a, 5, j), j€0,3, pentru
7 (a) =1, care sint prezentate in tabelul 2. In acest caz vom avea

s ((0, 0, 0),5,1) 5 ((0, 9, 0), 5, 2)
g5 5

L((O7 07-0)7 57 g)::l' +2' +

43 $((0,0,0),5,3) b3 —4g+1 +4g — 4+ 3 —5g°
9° g® g°
22
Ty g

Calcule aseminitoare cu cele de sus ne aratd ci dacd w(a) =0,
de exemplu, pentru a = (0, 1, 1) sau a = (0, 1, 2), obtinem

3(37570) = 95 "3927 8(37571) = 3923 8(37572) :8(37573) =0
in care caz
3g2 — Bg? 2

e - K

Daci w(a) =2, de exemplu, pentru a = (0, 1, 0) deducem

L (a, B, g) =

s (a, 5, 0) = g5~392+1; s(a, 5, 1)3392 — 2, s (a, 5, 2) = 1, s (a, 5, 3)= 0,

deci in acest caz
3¢g2 — b6yt 2

- =
g g°

Din acest exemplu numeric observam cd in cazul studiat in acest
paragraf, L (a, v, g) nu depinde decit de lungimea lui a si de g.

L(aa 57 g) =

§ 4. SIRURI NORMALE DE CIFRE

. Borel [1], punind problema modelirii caracterului de neregula-
ritate totald a sirului de variabile aleatoare, problemd legaté de schema
bilei reintoarse, introduce notiunea de sir simplu normal de cifre ; astfel,
un gir de cifre : '

(1) Ayy Ohgy Ghgy- - -

este simplu normal, dacd frecventa de aparifie 2 unei cifre oarecare tinde
spre o valoare constanti care nu depinde de cifra aleasdi, valoare care este
egald cu inversul numsrului cifrelor considerate. Limita acestei frecvente,

. : . .1
in cazul bazei de numeratie g, vVa fi —-

P
-
:
%
:
:
E
:
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Astfel, numérul % in baza 2 are reprezentarea O,' (1001) iar

girul de cifre corespunzator
“1:07%;17,“3:07“4:07a5:17“6:17 a, = 0, ag =0, ag=1,...

este simplu normal, deoarece

" ;_ 2 dack n=0 (mod 4),
1
n:‘; dacit w=1 (mod 4),
4, (0) =Y, So.q /
= % dacd n==2 (mod 4),

ﬁ-i;—ldacé n=3 {(mod 4)

si
2
—%—% dacit n=0 (mod 4),
" =1 dack n=1 (mod 4), |
4, 1) = Z sl,aj =
i=1 n y

5 dacd n=2 (mod 4),

" —2— 1 dacs n=3 (mod 4).

Rezultd, prin urmare,

lim 4,(0) = lim 4,(1) = L
- O A=y O 2
D. G. Champernowne [2] introduce notiunea mai complexi de sir
normal de cifre. Dacd se asociazd girului (1) sirul de puncte din spatiul
aritmetic k-dimensional

(2) (@yy - s B) (Bgy -« vy Gar1)s (Agy vy Gryads -
numit k-intinderea lui (1), atunei se vor numi ,,eifre’ ‘cele g* puncte din

spatiul aritmetic L-dimensional, avind coordonatele 0, 1,..., g — 1. Daci
pentru orice humidr natural &, k-intinderea (2) 2 girului (1) este un §ir
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simplu-normal, atunei girnl (1) se numeste sir normal. Tot D. G. Cham-
pernowne di primul exemplu de gir normal de cifre :

0,1,2,3,4,5,6,7,891,0 11,1213 1...,9 9,1,0,0,1,0,1,...

format din cifrele numerelor scrise in baza 10, in ordine crescitoare.

Sirurile normale de cifre au aplicatii la metoda Monte-Carlo, cu
ajutorul acestora obtinindu-se numere cvasialeatoare, numere care mode-
leazd numerele aleatoare. O. Onicescu [3] le congidersi ca fiind numere
f573 caracter aleator care au proprietatea de neregularitate. Generarea
numerelor evasialeatoare, cu ajutorul calculatoarelor electronice, se poate
efectua mult mai simplu decit generarea numerelor aleatoare.

§ 5. FORMULE DE RECURENTA

TEMA 1. Dacdé ac0,g — 1% si ¢g>2, r>k stnt numere intregi,
atunct
r—k+1

(3) z s (a, 7y n) =4¢"
n=0
)
’ r—k+1
(4) Z 8 (a, 7, ) = gL
n=0
Demonstratie. Din descompunerile in multimi disjuncte doud cite
doud
”, r—k+1 p—k il r-k+1
079—1=Us(aﬂ”7n)a 0,9 —1 —;USl(aaT:")
n=0 n=0

si din faptul c& 0,9 — 1, 0,9 — 177%*1 gint multimi cu ¢", respectiv,
g+l elemente, rezultid relatiile (3) gl (4)-

LeMA 2. Dacd X = (g, ..., 2,)€0,9 —1" si ye0,9 —1, atunct
din apartenenta X8, (@, 7, n) rezultd od

S(a,r + 1,n) daci y 5 a, (in g — 1 cazuri),

XY = (By, ... TnY)E ]
y = » @ ¥) { S(a,fr'—}—1,%—&—1)(1&05»?/:ak(intr—unsmgm' Caz)-

Demonstratie. Dach X = (Xy,. .., &) € 8; (a, », n), atunci
(®r-r2) Te-nisy v s &) = (@) B2y -5 @-1)
§ixve ‘S (a, 7, ”IL.). Atl}nci (Tr-r+29 .1",.:19.;.3,- ey Wy Y) = (@y) Cgy e - vy A1y ¥) = a,
dacd si numai dacih y = @, deci in acest cazxyel (a,r 4+ 1, n + 1). in
celelalte cazuri, cind y = a;, avem Xy € S (a, r + 1, n).
TEMA 3. Daci X = (@, ..., %,)eS(a, 1, n) — 8, (a, r, n), atunci
pentru orice ys0, g — 1 are loc apartenenta Xy S (a, v + 1, n).

%
1
.
i
!
3
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Demonstratie. Din xe 8 (a, 7, n) — 8, (a, 7, n) rezultd ci x« 8, (a, 7, n),

deci xy nu poate contine mal multe succesiuni a decit x, adicd
xyefS (a, r + 1, ).
TEOREMA 1. Daci ac0,g — 1", 0 < n<r — k + 1, atunct
(5) s (a7 +1, n)=g-s (a, r,n) + (a7 n— 1) — s, (a, 7, n).
Demonsiratie. Folosind lemele 2 §i 3, apartenenta
xyeS(a, r +1, n)
are loc¢ in urmitoarele cazuri :
a) xe 8, (a, r, n) sl ¥y F @ (n (g — 1) s, (a, r, n) cazuri),
b)) xeS (a,r,n —1) §iy =uaq (in s; (a, r, n — 1) cazuri),
c) xe S (a,r,n) — 8 (a,r,n) (in gs (a, 7, n) — gs; (8,7, 1) cazuri).
Deci
s{a, r +1,n) = (g — 1) s, (a,7,n) + sy (a, r, v — 1) + gs (a, r, n) —
—gs,(a, 1, m)=gs (a, 7, ) + 8 (@ r,n—1) —s@nrmn). '

LEMA 4. Are loc relajia

7+1 r+1 r
{6) Y, ns(a, 7+ 1, n)=y9 Y, ns(a,n n)+ Y s a7, n).
n=1 n=1 n="0

Demonstratie. Inmultind cei doi membri ai relatiei (5) cu n §i insu-
mind, avem

7+1 r+1 r+1

Y ns(a, v +1,n) =g Y, ns (a,7,n) + Y, ns; (a, 7, w—1) —
n=1

n=1 =1
r+1 7+l 7
— Y, ns; (@,r,n) =g Y, ns(a,n n) + Y (v + 1)s, (a, 7, n) —nsy (4,7, ) —
n=1 n=1 n=0
r+1

— (r +1)ys(a,r,r +1) = gy, ns (a, 1, n) + ET:, 8y (&, 7, 0).

n=1 n=0

LEMA 5. Dacd aemk, atunct
g —1 dacd n = 0,
(7) s (a, kym) =3¢ 1 daci n =1,
0 dacd n > 1.
Demonstratie. Din faptul cé mulfimea ‘

S(a, k, 1) :{(b17"'7 be); t(a, (b17~--7bk)) :1} :{(a17-~:ak)}
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are un singur element, iar pentru n > 1
s (a, k, n) =0,
din lema 1 rezultd afirmatia dorité.
TEOREMA 2. Daci a0, g — 1°, atunci are loc relatia
r~k+1
(8) Y, ns (&, 1, m)=(r—Fk+1) g k.
f=1
Demonstragie. Relatia (8) are sens pentru # > k, deoarece peste tot
se presupuneciae0, g — 1. Astfel, pentru » = k din relatia (7) obtinem

k

Y ons (a, k, n)=s(a, k, 1) =1=(k—Fk 4+ 1) ¢k ",

=1
deci pentru r = k relatia (8) are loc. Aplicind metoda inductiei §i presu-
punind ¢4 relatia (8) are loc pentru », din relatia (6) deducem

r+1 T . ” )
Y ns(a,r +1,n) =g Y, ns(a,r,n) + Vos(a,rn) =g — E+1)g* +
n=1 .

=1 =0

+ i‘l sy (a, v, n) =@ —k+1) ¢ + ¥ s (a, 7, n).

ne=0 n=0

Folosind acum relatia (4), obtinem

[

Y ns(a,r +1,n) = (r —k 4 1)g1 f g i=(y +1 — k4 1) g5,
=1

deci relatia (8) are loc pentru + 4+ 1 si astfel teorema este demonstrata.

§ 6. IMBUNATATIREA FORMULEI LUI A. A. MARKOV

TEOREMA 3. Dacd ac 0,9 — 1’“, r >k, g > 2, atunci

E—1
(9) La, r, g) = — g’"" .
Demonstragie. Folosind definitiile date in paragraful 1 §i 2, avem
. s (a, 7, j)
wS (a, 7, j) :+
g
s
p—k+1 , . 7 1 p—k+1 N . e
La, r, g) = 7‘;1 jus (a, 7, j) _‘_gT :‘;}T P js (a, r. j) "‘_g’,‘c'
Din teorema (2) rezultd cé are loc relatia
1 ) ¥ F—1
L (a, r, g):""(r”"k‘i_l)gr‘k_‘}‘:‘”' P

g g g
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§ 7. FORMULE SPECIALE DE RECURENTA PENTRU FUNCTIA s, IN CAZUL DIFERITELOR
PERIOADE ALE LUI a

In functie de periodicitatea elementelor din 0, g — 1', aceste ele-
mente au functiile s si s, diferite, dupid cum s-a vizub siin § 3. In
afard de formula de recurentd (5), au loc si alte formule de recurentd
care depind de perioada lui a.

Se pot stabili urmitoarele doud leme :

LeMA 6. Dacd = (a) = 1, atunci pentru r > 2k avem formula
(10) S, r,n)=(g—1)s(a, r —k, n) + $(a, r —1, n —1).

~ LEMA 7. Pentru w(a) = 0, deci tn cazul in care elementul a nu are
perioadd, are loc velatia de recurentd :
(11) sy (&, r, n) =8 (a, r — k, n).

Demonstratiile lemelor 6 si 7 se deduc imediat folosind rezultatele

de mai sus.

§ 8. FUNCTIILE s SI s; IN CAZUL k=1

In acest caz, functiile s si s, sint identice, deoarece conditia ca ulti-
mele ¥ —1 = 0 cifre din b si fie identice cu primele k — 1 = 0 cifre
din a, este satisficutd. Atunci formula {3) devine formula de recurentd
(12) s{a, r +1, n)=(¢9 —1)s (a, r,n) + s (a, r, n — 1).

Din relatia (12) obtinem pentru s formula

(13) s(a, r, n) = O (g — 1y

Asadar, fromula de recurentd (12) gi formula (13) ne conduc la relatia
clasicd

(14) Oty = O 4 Op L.

§ 9. TABELE PENTRU FUNCTIILE s SI s; PENTRU CAZURILE k = 2,3

Cazul k = 2. Elementele pot avea fie perioada 1, cum este cazul
elementului a = (0, 0), fie perioada 0, cum este cazul elementului a =
= {0, 1). Folosind formulele de recurenta stabilite, se pot calcula expresiile
funectiilor s gi s; pentru aceste cazuri. In tabelul 1 sint prezentate pentru
r=1, 2,..., 6 functille s(a, r, n) § pentru r =1, 2,...,5 functiile
s (a, v, ») In cazul k = 2.

Cazul k = 3. Perioadele posibile pentru elementele din 0, g — 1
dupd cum s-a ardtat in § 3 sint 0, 1 si 2. In tabelul 2 se dau expresiile
functiilor s gi §; pentru r = 3, 4,...,9.

Daecé & este arbitrar, sintem condusi la cercetarea unui numéir de
k — 1 formule de recurenta pentru funetiile s §i s;, deoarece in acest caz

. . oy e n. Tk
existd k — 1 perioade posibile in 0,y — 1.
Primitd la redactie la 24 aprilie 1965
Institutul Pedagogic Baia Mare
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Tabelul I

Expresiile funcfiilor s si s, peniru k=2

w(a) | r | s(a, r, n) s, (a, r, n)

0 270 g% —1 g
1 210 9? -1 g — 1
0 |21 1
1 |21t 1 1
0 310 g° — 2g i —1
11310 ' —29+1 9 —g
0 31 2¢g 1
1 311 29 — 2 g—1
0 312
1 ]3]2 1 1
0 |40 g* — 3¢2 +1 I — 29
1 1410 g9 —3¢° +29 $ -9 —g+1
0o 1411 3¢° -2 2¢
1 1411 392 —49+1 g° —1
0 |42 1
1 (412 29 — 2 g—1
0o |43
1 143 1 1
0 1510} ¢° — 4¢° + 3¢ gt — 3¢ +1
1 1510} ¢ ~4¢° +3¢° +g-1 9t — ¢ —2¢°+ 391
0 511 443 — 6g 39° —2
1 |51 49° — 6g° + 2 g +9*—59+3
0 152 3¢ 1
1. |52 39> — 3y ¢ +g—2
0 |53
1 |53 29 — 2 g—1
0 |54
1 |54 1 1
0 |60 |98 — 5¢* -+ 6g% —1
1 |60 g% —5g"+4¢°+35° —dg+1
0 6|1 59 — 12¢2 +3
1 161 5g% — 8g3 — 3¢ 4+ 109 — 4
0 |62 642 -3
1 612 49 —3¢g>2 —6g-+5
0 |63 1
1 /63 342 —2¢ — 1
0 |64
1 |64 29 — 2

615

6|5

O

i
|
z

T T S —
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Tabelul 11
Expresiile funciilor s si s, pentru =3

((1) r|\n s ((1, r, n) 51 (a, r I‘l)

0l3lo 9 -1 g
1{310 g —1 g-—1
213]|0 g° -1 g
0131 1

1311 1 1
213811 1

040 gt — 29 7
1140 9t —~29+1 !92 - g
2]4)0 g = 2% ¢ -1
01411 29 &

1141 29 — g1
ERENES 2 :
0|42

1|42 1 1
2042

0l5]0 g — 3¢ g2 -1
1l5)0 g° —3¢% +2g 9 — g
2050 ¢ ST £ el
051 3g% 1
1151 3¢° —4g+01 @ —9
ERRIES ¢ -2 g+ 1
052

1152 29 — 2 g—1
2052 :

0|53

1513 1 1
2|53

0|60 — 4g° +1 9 -
1160 — 4¢° + 3¢° gt — ¢ - 9+1
2]6]0 — 443 + 29 +1 gt —9—29+1
olel1 4g3 —2 29
1161 4g° — 692 + 2¢ # -9+ g—1
2061 448 — 49— 2 9* +29—2
0ol6]2 1

11612 32 —4g+1 ¢ —q
2|62 20 41 :
0|63

163 29—2 g-1
2163

0|64

1]6]4 1 !
2|64

o710 — 5g4 + 39 g — 3g°

17100 — 5g* + 4g° + g1 -9t —200+3¢—1
21710 — 5gt +3¢2 +3g—1 ¢ —g*=3"+ g+ 2
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Tabelul 11 (continuare)

Tabelul II (continuare)

(a) r n s (as r, n) Sy ((1, r, I’l) (a) r n s (Cl, r H) 8y ((1, r, Il}
o711 5g* — 6g . 392 » 0lola
171 5g% — 8¢® 4 3¢% — 29 +2 9* — 9%+ 2¢* — 59 + 3 1194 49° — 69> + 59 — 3
21711 594 — 692 — 6943 g3+ 3¢ — 29 — 4 5004 1

072 3g 0|95
11{7(2 49° — 69> +39—1 ¢ —g*+29—1 11915 3g° _ 49 +1
0|7]|3 096 |
1173 3g° —4g+1 # -9 1{916 29 — 2 |
21713 1 21916 |

0|7 097
1714 29 — 2 g—1 1197 1
21714 219|7
0|75
1 (715 1 1 [ X
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