ON ALGORITM DE DECIDERE IN TEORIA ARBORILOR)

DE
T. RUS

Institutul de calcul Cluj

fn lucrare se defineste notiunea -de ,arbori echivalenii faii de o muitime
de operatii de substitutii si permutiri’”” (operatii care se definesc in lucrare). Se
defineste de asemenea forma normald a unui arbore ale carui noduri sint marcate
de simbolurile unei multimi date. Algoritmul de decidere asupra echivalentei a
doi arbori este format din doua parti: '

1. Se transformi intii arborii in formele lor normale.

9. Se verifici dacii aceste forme mnormale coincid. Daci formele normale
coincid, arborii sint echivalenti.

Algoritmul este in asa fel expus incit se poate folosi (traducindu-1 in limba
unei magsini cifrice de calcul) pentru executarea unor operatii algebrice cu magina
. de caleul, cum ar i de exemplu ordonarea unui polinom. Si da de asemenea
algoritmul de construire al polinomului derivat al unui polinom, cu ajutorul masinii
de calcul, folosind algoritmul despre care vorbeam mai sus.

1. Notiunea de arbore a cipitat in ultimul timp o folosire tot mai
. largy in caracterizarea diferitelor procese de calcul in legituri cu mecani-
zarea executirii acestor procese. Astfelin lucrarea [4] se aratd un mod de
prezentare cu ajutorul arborilor a simbolismului matematic folosit in
rezolvarea cu magini electronice de caleul a diferitelor procese de calcul
aritmetice §i nearitmetice. Pentru claritate, vom spune despre un proces
de calcul c3 este nearitmetic dacé datele lui initiale nu cuprind numai
mirimi numerice, c¢i §i de altd naturi, iar rezultatul nu apare neaparat
sub forma unui numér sau a unui sistem de numere.
Tntr-o serie de lucriri de lingvistic matematici — mai ales in analiza
structurali — teoria arborilor incepe si-gi giseascd un cimp de aplicatie
tot mai larg, dupd cum se vede din lucririle [1], [3]. Teoria arborilor ca

1y Lucrare prezentati la sedinta de comuniciri a Institutulai de caleul Cluj din 21 ianu-
arie 1964, ) C
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un capi i
u folzt))slgs(lz ng?ratl este relat%v slab dezvoltatd. Rezultatele generale
o iolosesc 131.11 cele dl_n teoria grafelor, arborele fiind un graf partiec&re
B 1111(;11;1111%101(311][1)1'1._lfin lucrarea [2] se pun citeva probleme gene;lﬁr
arborilor §i a operatiilor ¢ i :
b Sroturiy atb 51 a ¢ at are se introduc asupra uny;
onstreazé ci fata de o multi 4 .
_ ime datd de t £ 31
ale unui arbore dat isté i : oo
: , €Xistd un algoritm care permite si i i
Arbori. o . . permite sd decidem daci dgi
23 sau nu echivalenti, adici daci in ei %
obtinut din celilalt pri i i 1 ot G0 opematls poate f
{ prin aplicarea unui numir fini ii
Doty din ce ar finit de operatii preci
important de cunoscut un i i ot
: asemenea algoritm si daci
cunoscut este important ca si fi o do caloy
a si fie executat d ini icd
Roaonout eate 1 : © 0 maging electronicy de cal
' permite ca o buni parte din m d i o
antmitor wrbbenn no n unca de formalizare asuprs,
mi ) omeniile prezentate mai i fie ef 5
maginile electronice de calcul. P 1 13 5B fle efectuati do
Ina 5 5 eri
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@ _ ?@ S:Zx@ considerém sistemul formal care are ca,' alfabet multimes
Xk (’16 a,d®, *, f), 1, . S 9,' m}, .unde ®, ®, @ sint simbolurile ope-
rebloy de ¢ unare, Jnmultlre; §i ridicare la putere, iar 0,1,...,9 sint ¢
stantele ¢ alsi?{tla;e laé es]’g%o V%mabllél. Regulile semantice p:n{tru ’SimbOI‘(ll(’)iIll(;
int ¢ isnuite in algebra elementars. Von ’
;m)s;aégenei,n ca orice cuvint mvalfabetul 10,1, ...,9} esteof(}tpgegg}l)sl%ne t@e
Daci nf(; am cu p o constantd oarecare in alfabetul {0, 1, ..., 9} a‘? i
e Ya I I;u_rfut;? constantd pozitivi. Oricare ar fi co,nsi‘;mta’poz,itilvgmnj(on
it A;] p in alfa,l.oetul {%,0,1, ..., 9} va fi numit constanta
) D S pra‘mmlzolunlor @, ®, @ vom face urmitoarele ipoteze:
constar.lté a,(izaa 111) §1 g sint cogstant;e, atunci si cuvintul (@ P, q) este o
constant ls aume constantd obtinutéd prin aplicarea opera’tiéi @
ailll: e ]5)1' P, ¢ In sens aritmetic obignuit ' e
1. Daca p-§i ¢ sint constante, atunci i i
Da onstan ‘ §i cuvintul
ggns:angal §1 anume constantd obtinutid prin aplicarea oper(a%it,aipé D o
ns aIIiIe % P §1 ¢ In sens aritmetic obignuit. aepre
- Daca p este o constantd pozitivii si ¢ o constants oarecare,

atunei §i cuvintul (@, p, q) este o constanti §i anume constantd obfinutd

D -
stanted eaibsslinepeta presupungm cd avem un algoritm de obtinere a con-
bindrilor - ajutorul operatiilor introduse. Constanta €7 are sensul com-

indrilor de p elemente luate cite q. v co

telor in alfabetul {3, 0, 1, ...,
Daci se N, atunci

p si ¢ fiind numere intregi.

deoarece are ca valoare numirul operantilor
bolul unei operatii. Pentru consecventd ea a
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Tn cele ce urmeazi asupra simboluarilor multimii 9N gi asupra cuvin-
9} definim o functie in felul armétor.
p, p > 2 dacd s = @ sau @
S(s) =3¢, g =2 dach s =T

0 dach s =@, ®, 7,

Aceastd functie o vom numi functie grad in sensul introdus in [4],
pe care poate sd-i lege sim-

fost extingd §i asupra simbo-
Turilor care nu sint operatii. In cele ce urmeazd asupra variabilei @ nu facem

ipoteze, considerind ci ea a fost precizatd in lucrarea 51 _
Constantele si variabilele definite mai sus le vom numni in continuare

elemente de bazi. Vom atasa fiecirui element de baz# un arbore elamentar

format dintr-o singurd radacind [4] marcatd de simbolul elementului de

bazid respectiv. ) _
Notiunea de arbore o vom introduce recursiv cu ajutorul urméatoarel
definitii :
DEFINITIA 1. 1) Oricare arbore elementar este un arbore.

2) Daci a, i 0, sint arberi, atunci gi @ = (@, ax, 6,) 51 0 = (®, t, Og)
¢int arbori care au ca radicind simbolul € respectiv @ de la care pleacd
dowi ramuri, una care unegte radicina arborelui a cu ridacing arborelul a4,
iar cealaltd care unegte rididcina arborelui @ cu riadicina arborelui d,.

3) Dacii p este un arbore elementar corespunzitor unei constante

pozitive gi a;, un arbore, atunci si @ = (@, p,a,) este un arbore care are

mbolul @ de la care pleacd doud ramuri, una care uneste

ca radicind si
alta care unegte rada-

rédicina arborelui a; cu tddicina arborelui p, iar
¢ina arborelui @ cu ridiacina arborelui p.
Dacd notdm eu@si@ arborii elementari atasali constantelor p i ¢,

atunci un arbore obtinut din cei doi arbori elementari dupd procedeul
descris mai sus poate fi reprezentat sub forma

‘ \@
unde © este unul din simbolurile operatorilor. in continuare insd vom
folosi notatia liniard a arborilor, pentru ¢ in felul acesta se face economie

de gpatiu. Astfel arborele de mai sus il vom nota cu (6, p, ).
Asupra arborilor definiti mai sus facem urmitoarele ipoteze :
I,. Oricarve ar fi arborii a,, G, are loc relatia

AY
(@B, ayy @) = (D, ag, &)
1,. Daci a,, @, a, sint arbori, atunci

(@, a, (®, ae a3)) = (@, (&, At @s); ag) = (B, &y, Az as).

11— c. 88
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1. Dacd a este un arbore, atunci existd in mulfimea arborilor
elementari un arbore A, cu proprietatea cd (B, a,A,) = (®, A, a)= ¢
Arborele A, il vom numi arbore neutru relativ la simbolul @. '

y I,. Dacé a este un arbore, atunci existd un arbore a, cu proprietateg,
cd (B, a, a;) = (@, &y, a) = A,.
II,. Oricare ar fi arborii a,, a, are loc relatia
(®, Ay As) :(®) Ay, a])'
IL,. Dacs a,, a,, a; sint arbori, atunci

(®, ay (®, ayy a3)) = (®, (®, ay, ay), a3) = (®, Ay gy G3).
1I;. Dacd a este un arbore, atunci existd in multimea arborilor
elementari un arbore A, cu proprietatea ¢ ‘
(®, a, Ay) = (®, A><7 a) = a.

I1L,. Dacd a,, a,, a; sint arbori, atunci are loc relatia

(®, a1, (B, asy a3)) = (B, (@, a1y Ga)y (Q, @y, az)).
) IV,. Dacd p, §ip, sint arbori corespunzitori a doud constante pozitive
iar a este.un arbore, atunci are loc relatia
(®, (@, p1y a), (7, P2y @) = (@, (B, P1, P2)s ).
Dacd constantele corespunzitoare lui si p, sint egale p i
sens algebrie, atunci avem i B B P sre th e
- (B, (m, p, a), (7 D, a)) = (B, 2, (r, p, a)).
1V,. Existd in multimea arborilor elementari arborii A; §i An cu
proprietitile ci oricare ar fi arborele a au loc relatiile
(@) Ary a) =a; (@, An,y a) = Ar.

Din 9ondipiil_e de mai sus rezultd ci dacd p este un arbore elementar
corespunzator unei constante pozitive p §i dacd a; si a, sint arbori oare-
care, atunci are loc relatia : :

(@) P1y (B, 4, @) = (B, Qy, Gy, - -, a, ),
1
unde
a; = (®, ¢ (@ (B, p, ¥1, 1), (@, ¢, a5)); 1 =0,1,..., p,

unde prin ¢ am notat arborele elementar corespunzitor constantei ¢ iar
prin O} arborele elementar corespunzitor constantei combindrilor.

) Slmbo}ul egalitdfii introdus mai sus trebuie considerat ca egalitate
in sens grafic, el nefacind parte din multimea 9%. In multimea arborilor
definiti mai sus cu proprietitile I—IV vom introduce doud operatii.
Prima este operatia de permutare pe care o definim in felul urmitor
fie arborele a = (9, ay, a,,..., a;), k > 2. Deoarece 3(x) = 2 si nu existd
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pentru 7 o proprietate zm@logi proprietétiﬂor I, si 1L, operaj;ia de per-
mutare se va defini numai pentru cazul cind arborele a pus in evidentd
mai sus are rddicina 0, simbolul @ sau ®@. Arborii a..., @, VoOr fi
numiti subarbori principali ai arborelui a. Fie atuncl D = ( @1,; ey D)
o permutare 2 sirului {1, 2,..., k}. Arborele a se traqsforma atunci
rin aplicarea operatiei de permutare Py in arborele echivalent cu el,
o, astiel a = Pg(a) = (0, aa;y Gays-- -y Gap)-
8% considersm acum grupul ¢ al permutédrilor &y, & > 2 al ele-
mentelor {1, 2,..., k}. O P-transformare a arborelui a este o aplicatie
o transformdrii Pe, a permutdrii @, a grupului @ asupra arborelui a
avind & subarbori principali. Evident ¢d o P-transformare se poate
aplica i asupra unui subarbore oarecare al arborelui a.

A doua operatie care se introduce asupra unui arbore este operatia
de substituire notatd cu S. Fie a un arbore oarecare .cu ridicina 6 iar

un subarbore principal al siu. Prin substituirea arborelui a, cu arborele

o, vom intelege inlocuirea subarborelui a,, din arborele @ cu arborele aj,
identificind radicina lui a; cu ridicina lui ). Dacid notdm cu §; =
— (a; — a;) operatia de substituire, atunci daed a = (0, ay, ay,. .5 O),
k> 2, T, (a) = (0, al, @y, ...,a,). Dacd a;, se considerd ca arbore,
atunci operafia poate fi aplicatd si pentrue,; si in general pentru oricare
_gubarbore al arborelui a.

Fie acum S o multime de perechi de arbori {a;, ai} . O S-trangformare
a arborelui a este o aplicare a substitutiei (a; — ;) sau (a] — @,) Intr-un
nod oarecare al arborelui a. :

DEFINITIA 2. Doi arbori se numese S-echivalenti dacid unul poate fi
obtinut din celdlalt prin aplicarea unui numir finit de §-transformari.

DEFINITIA 3. Doi arbori se numesc P-echivalenti dacé unul poate
fi obtinut din celilalt prin aplicarea unui numér finit de P-transformari.

"DEFINITIA 4. Doi arbori se numesc echivalenti relativ la o multime
dats de substitutii gi permutéiri dacd unul se poate obtine din celdlalt prin
aplicarea unui numdr finit de S-transformari gi P-transforméri.
Tste evident ci atit definitia dat# mai sus arborilor, cit i operatiile
asupra lor precum gi definitiile echivalentei sint valabile si in cazul general
[2] cind se considerd ca arbori elementari radécinile corespunzitoare, in
general, ale elementelor de bazi ale unui sistem formal [5]iar canoduri [4]
oricare din elementele operatorilor sau a relatiilor. Precizarea ridécinilor
si nodurilor prin considerarea multimii 9 ne este utild in acest caz numai
pentru a construi efectiv un algoritm de decidere care $4 permitd, sa
gpunem, dacé doi arbori sint sau nu echivalenti fatd de o multime data
de ‘gubstitutii gi permutéri.
" in continuare va fi comod si considerim arborii elementari a ta
arbori de structura (®, (®, A, a), «;), unde A = A; dacd a este arborele
elementar corespunzitor unei variabile si A = A, dacd a este arborele
e¢lementar corespunzitor unei constante. Dacd a este arhorele elementar
corespunzitor unei constante, atunci a; este chiar constanta respectivi-
In caz contrar a, = A,. In continuare vom nota cu 0 pe Ay si cu 1 pe Ay
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Vom construi acum un algoritm 9 care ne va permite si decider,
daca doi arbori oarecare a; $i @, sint sau nu echivalenti in sensul introdyg
mai sus. Pentru aceasta vom defini forma normald a unui arbore g si
vom construi algoritmul de transformare al arborelui « in arborele cores.-
punzitor lui pus sub formd normald. Doi arbori vor fi echivalenti dacs,
formele lor normale sint egale in sens grafic.

DEFINITIA 5. Arborele a se zice pus sub formi normald dacd are

forma a = (@, a,,. .., a), unde a; = (®, (®, %, @), p;), ¢ =0, 1,..., ky

fiind arborele elementar corespunzator variabilei x, p, fiind arborele
elementar corespunzitor constantei p,, iar 7 este arborele elementar
corespunzator constantei 4. ‘

In cele ce urmeazi vom numi nucleu orice arbore de structurg

(®, (®, p1, %) ¢,), unde p,, ¢; sint arbori elementari corespunzitori con-

stantelor p,, ¢,; p, numindu-se gradul nucleului iar ¢, coeficientul siu.

Vom aplica acum arborelui ¢ un proces de omogenizare care vg,
consta in transformarea lui in aga fel ineit fiecare virf al siu s% fie un virf
al unui oarecare nucleu. Aceastd transformare este posibild deoarece ge
observi ci dacs (P) este arborele elementar corespunzator constantei p,
atunci acesta este echivalent cu nucleul (®, ( @, 0, z), p),-iar dacd p este

arborele elementar corespunziitor variabilei @, atunci acesta este echi-

valent cu nucleul (®, (@®, 1, x), 1). Echivalenta in acest caz trebuie con-

sideratd din punct de vedere al echivalentei cuvintelor in sistemul nostru, re-
prezentate de cei doi arbori, in ipoteza interpretérii simbolurilor = si ® ca
simbolurile operatiilor obisnuite de ridicare la putere si inmultire. Procesul
de omogenizare despre care a fost vorba mai sus constd in urmitoarele :

Se examineazd arborele a pe nivele. Fie, de exemplu, nivelul .
Examinarea acestui nivel constd in urmitoarele: se considerd toate

nodurile de pe acest nivel §i anume , @ yo .,care ge pot presupune
marcate de simboluri de operatori. Fie unul dintre acsste noduri, Dacd
pe nivelul ¢ + 1 subarborele care are pe ca radécina contine cel putin

un virf, atunci se considerd acest subarbore si se procedeazi cu el in
felul urmitor : dacd virful respectiv apartine unui nucleu, atunci nu se
produce nici o schimbare. Dacd insd acest virf nu aparfine unui nucleu,
atunci el se inlocuieste cu nucleul echivalent cu el, corespunzitor. Aceasta

este valabild pentru toate virfurile subarborelui cu ridéicina de pe

nivelul ¢ + 1. In mod analog se va proceda pentruk =1, 2,...,j. O datd
epuizati tofi subarborii cu rddicinile pe nivelul ¢ se trece la subarborii
cu radécinile pe nivelul i 4 1 i procesul se continus pini cind se epuizeazi
toate nivelele arborelui a. Deoarece avem de-a face cu un numir finit
de nivele, dupd un numir finit de pasi vom ajunge la arborele a trans-
format in aga fel ca fiecare virf al sfu si apartind unui nucleu. Procesul
incepe cu <

' o
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Pentru a construi algoritmul care transformé arborele in ivogma: ﬂ)u
ormald vom proceda in felul uwrmitor : fie S; multimea urmatoarelor
n re

substitu‘,ﬁii

(@, (D (@), p1y ) 1) (@, (@, 21, %), ¢2)) (@, (@) P1 %), (P, 91, 92))

a y L)y ®;, ( 7(@7}”?2)7‘”»
(@,(@7(@:1’17“3)7%);(®7(@7P2 w) ¢2)) = ® (®,1q]’q2)) (8,)

(@, p,(®,(®, P, 2), 0) > (®, (@, (], P, P1)s ),
(7, P q))

In aceastd listd de substitutii s-au folosit urméitoarele notatii:
a4, — a, inseamni ci arborele a, se inlocuieste cu arborele Uy Prin (9, 119.1, D2)
ixlltelegem arborele elementar atagat constantel obtinuté in urma ap 1cagu
op’erajoiei 0 asupra constante}or Py §i pp oOricare ar fi aceste Qonsta,n e.
De asemenea se presupune cé oricare arbore de forma (®, (m; p, @), q)
este un nueleu. . ' s
Primul pas al algoritmului cgnsté atunci in aphgarea'subs‘mtu@'ﬂg)lr
(8;) in ordinea in care apar in listd, de atitea orl de cite or1ﬁ_este f1)(3.311)11 ;
Aceasta trebuie inteleasd in felul urmétor : se considerd prima formuld
de substitutie din lista (S,) care se poate aplica si se aplicd arborve.lul 1de
atitea ori de cite ori este posibil. Dupd aceea se trece la urmétoarea
formulil si se procedeaza la fel. Daci 0 oarecare {ormu}q nu se mai poate
aplica, atunci algoritml}l se ia de la 1nvcep11t. Cind nici 0 forrlnl}la nu se
mai poate aplica, atunci se trece la urmatorul pas :‘21,1 algo.rltmuw ui. _
, Se poate observa ugor ¢ primul pas al algorltmulull dupéd un numar
finit de apliciri transformi arborele a intr-un arbore a’ care posedd ur-
mitoarele proprietiti : ‘

1) Arborele o’ nu contine nici un subarbore de structura arborilor
din pértile stingi ale formulelor (8,). . ] 1
2) Oricare subarbore al arborelui o' format din dou& nuclee are
una din formele

(®, a1, a3), (®, ai, a3), (@, at, a3)

unde arborii of au proprietatile urma‘?oalje:

a) at, a} sint nuclee de grade diferite ;

b) a2, ai sint subarbori de tipul (@, ai, ai);

¢) a este subarbore de tipul (6, ai, a;) iar ai este arborele elementar
corespunzitor unei constante. A . : o

. Pasul al doilea al algoritmului % constd in aplicarea subs_‘mtui;ulor
(8,) de atitea ori de cite ori este posibil in mod analog cu primul pas

(®, (@7“};0@), (P, a3, a3)) = (D, (@WG:“%), (®,al, a3), (®,a, ai), (®,a§,a§)

(@71’7(@7“%7@)) - (@, a5,ai, ..., @)
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unde

a¥ =(Q®, (®, (71‘, An, x), Oji;)y (@, (@7 (®, p, ¥ ',i)’ (t}),
(®, (@7 i, ai), 1)), ¢ = 0,1,...,p
p fiind constanta pozitivd corespunzitoare arborelui elementar @)- Daci

pasul al doilea al algoritmului % nu se mai poate aplica, atunci se trece
la. primul pas. Acest proces se repetd pind cind nu se mai poate aplica
nici primul pas al algoritmului nici al doilea. La sfirgitul acestui proces,
arborele al se va transforma intr-un arbore a® de forma

ot = (@9 a%a “%a' sy a/llc)7
unde fiecare din arborii o} sint nuclee de grade diferite sau subarbori aj
arborelui a?® de forma (@, af, a},..., al). In acest ultim caz, arborele a2
se va transforma in asa fel ca si devind de forma (@, al, ai,. .., al), unde

fiecare din af sint nuclee de diferite grade. Aceasta se realizeazi cu aju-
torul substitutiei :

(®7 (®’ a‘%" A a%)) (697 a%)' A a’;zf:)) - (@’ a']17' M a’h? ag}' A a’;l'z)
si cu ajutorul aplicirii primului pas al algoritmului 9.

Se trece apoi la aplicarea celui de-al treilea pas al algoritmului ¥
care constd in urmitoarele : se construiegte permutarea ® = ( Dy, Oy,. ..
vy @) a sirului {1, 2,..., k} in felul urmitor: @, este indicele i
al sirului {1, 2,..., k} corespunzitor celui mai mic grad al nucleelor
ai,y. .., ai. Dacd @, este construit, atunci ®;,.; se construieste in acelasi
mod lésind la o parte indicele ¢ folosit si nucleul corespunzitor lui. La
pasul al treilea al algoritmului % se va transforma arborele a2 prin apli-
carea permutarii ®. In acest fel obtinem Py (a2) = (@, aq,, tq,,. . ., Ao, )y
unde gradele nucleelor ag,,.. ., ag, sint astfel ca po, < po, < ... < Doy
In felul acesta se vede c& arborele o = Ps (0?) este forma normali g
arborelui a.

Prin urmare oricare ar fi arborii a; §i a,, algoritmul % aplicat arborelui
a, il transformd in arborele a; iar aplicat arborelui a, il transformi in .
Dacd a; = a,, In sens grafic spunem ci arborii a, si a, sint echivalenti.
Se vede insd simplu cd arborelui a, ii corespunde in sistemul formal cu
alfabetul 2 un cuvint compatibil P,, iar arborelui a, un cuvint compa-
tibil Py. Dacd P, = P,, atunci cuvintele P, si P, sint echivalente fata de
sistemul de operafii corespunzéitor S-transformirilor si P-transformirilor
definite mai sus.

DEFINITIA 6. Arborele a, se numeste derivatul arborelui a, dacd a,
poate fi obfinut din @; prin aplicarea substitutiilor

(@, (@ p, ©)) @) > (®, (@, (& p, ¥1),2), (®,p, ¢)) daci p>1
(®7(@7 0, x), q) '“5(@7(@? 0, z), 0) dacd p =0

Se poate observa usor c# oricare ar fi arborele a in sistemul formal
al alfabetului M, el admite un arbore derivat a’ care se obtine din
arborele a prin aplicarea asupra acestuia din urmi a urmstorului algoritm :
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s
pPrimul pas al algoritmului constd in transformarea arborelui in

forma lui normald a. | -
Al doilea pas al algoritmului eonstd in aplicarea asupra arborelui a

a substitutiilor

(®, (@)1, ®) pi) > (®, (@, (@, i, % 1), 2), (@, p, i) pentru i >1
(®, (@, 0, ), o) = (@, (), Y, »), ) pentru i = 0

cite o singurd datd asupra fiecirui nucleu al arborelui a. Arborele obtinut
oste arborele derivat al arborelui a. o N

Intr-o notd ulterioard vom arita cum se pot preda unei masini
electronice de caleul valgoritmii desecrigi mai sus, care va executa calculele
algebrice corespunzatoare.

Primitii 1a redactie la 18 august 1964
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