ANALIZA LOGICA A ALGORITMILOR (I)

DE

E. MUNTEANU
(Cluj)

ifn aceastd lucrare se formuleazi o noud problemid de analizd a algoritmilor
si se propune o metodd de construire a formulei complet atasate unui algoritm
schema-graf fard cicluri.

§. 1. INTRODUCERE

Succesele obtinute in ultimul timp, in automatizarea programairii,
prin creerea limbajelor de programare de tip ALGOL si a translatoarelor
din aceste limbaje au dus la usurarea esentiald a muncii de programare.

Folosirea programelor de programare il scuteste pe programator
de o muncé laborioasd, care nu este legatd de esenta rezolvirii problemei,
ci apare datoritd particularitdtilor maginii cu ajutorul cdreia se rezolvi
problema. Totusi, asa cum aratd experienta, scrierea algoritmului de
rezolvare a problemei intr-un limbaj de programare comportd unele greu-
titi specifice chiar si atunci cind expunerea acestuia in limbajul matematic
- obignuit este ficutd clar. Acestea sint greutitile legate de aducerea aigo-
ritmului 1a o form# comodd pentru programare si ele sint legate de spe-
cificul maginilor electronice de calcul in general. Unele dintre aceste greu-
tidti, cum ar fi de exemplu acelea legate de necesitatea ca reprezentarea
informatiei s aibd o structurd aseminitoare cu structura in formd de
adrese a memoriei maginii, pot fi probabil rezolvate in cadrul limbajului
ALGOL, printr-o extindere a acestuia.

Pentru a inldtura insd complet greutdtile legate de aducerea algo-
ritmului 1a o formi comodd pentru programare, considerim c¢d este necesar
5% se elaboreze limbaje de programare cu posibilitdti principial noi.

Descrierea metodei de rezolvare a problemei intr-un astfel de limbaj,
spre deosebire de limbajele existente pind in prezent nu trebuie sd co-
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incids r L Lo .
1iz(;t ? CLL td:LGiSCllell’)ea.J Precisa a succesiunii de operatii, care trebuie p
rezoivéliﬂ?i T bal 0 t;.u}e rezultatul problemei. Cu alte cuvinte descﬁlea‘
rezoly 'tproA emei Intr-un astfel de limbaj nu trebuie si fie nea )gz:ea
o Q.tgomlm in mpelegul voblsnuit al cuvintului. Munca de elabo;‘m1 : o
algoritmulul propriv-zis s4 fie lAsatd in seama masinii e
S g - ‘v A . A . ? )
. inloc(il iﬁ;ecti{% (lirég?ffgm;te _ctazuui de;cmerea unui algoritm simpin poate
ti rierea sistemului de legéturi logice di inf ¢
e i Crl : ) . gice dintre informati
Prligrlla{?r ra;l 2131:01)19151161 §i rezultatul obfinut in urma indeplinirii alcrori‘mnug_{i(w&lfqv
o descr;@epezs&t&:gturali (éa un astfel de limbaj s& contind pt(’)sibﬂi‘rateif{
" pT: e printr-un sistem de conditii logice. i ibi-
litatile unei astf ieri i imitage docorar BosiDE
{ el de descrieri treb 5 fie limi ece o
R 8 ie s& fie limitat i
contrar, ar urma 4 pretindem L nroor imitate, deoarece, In caz
gomrar, ar rma Sd DL em unui program de programare, dintr-un
astlel de b 117 Sqli at oreze algoritmul de rezolvare a oricirei problerﬁe
at . realitate este vorba de a tr i rei inii
abematic _ rece in sarcina maginii numaj
g; e; ?m sm}ple elemente G}e construire a unui algoritm, acelea care au ual
TAC 21 pur tehnic si nu sint legate de esenta problemei. "
seasez‘; Ostrfﬁétglggme ac‘mgalé formularea urmétoarei probleme : si se oif
, care sd permitd, i i i si . ruiven
§ , n cazurile cele mai simpl strud
in mod automat a algoritmi . i ' T o e
ilor pornindu-se de la si 3
] . : goritmilo. | , sistemul d 3
logice dintre informatis initiald si rezultatul final © Jeetu
Aceastd problemé conduce la abordarea analizei algoritmilor din-

tr-u r i
r-un punct de vedere cu totul nou. Caracteristica generald a metedelor -

de analizé a algoritmi ind i

i111 determinaresgboclc?lrfglaoéi,ct[i}l](;r [211; (Elgﬂc%inm%ggigllt%giléltaelllltlep%ﬁzgﬁg tcongt‘gé
a goritmqlui. In cazul cind algoritmul nu ine ¢ radictii S ordin
formal, ramine totusgi deschisd %rmétoaréla pi%%iiﬁécf3&?&%;;;?}1Olr.dm
corespunde problemei pentru care a fost construit? ” R
o v gste dleel natural ca, fcmahz@ a_dgori‘cngilor sd se trateze din punctul
edere 2 corespondentei acestuia cu sistemul de conditii logice car
descrie formularea problemei c g A 1gority 'J i Ca
‘ : L ce se rezolva cu aigoritinul respectiv. Cu
alte ct}@nte, problema analizei algoritmilor trebuie formulatd in sensul

ela,bo‘rarn unor metode de restabilive a sistemului de conditii lo ‘ic;ae ';
descvrle formularea problemei, pornindu-se numai dé 1a d’eqcrifrea (f 1:6
mald a algoritmului gi in a verifica pe urmi dacd acest Sistpem i (g
cu cel dat iniial prin formularea problemei. o comeice
. O rezolvare a problemei de analizd a algoritmilor in sensul descris
mai sus ar putea sd constituie un prim pas, in gésir‘ea metodelor de 0111
itrqlre automatd a algoritmilor. In afard de aceasta ea poate si dex(f:inéz.
13;rn(') ;?sgig?ligfcig%xte util in controlul programelor pentru masginile elec-
o In?r-a,de‘vir, dispunind de o metodd de stabilive a sistemului de con-
ditii logice, care descrie formularea problemei, pornindu-se numai de Ia
programul de rezolvare a acesteia gi comparind pe urmi acest sistem
cu cel dat initial, se va putea stabili corectitudinea pro famulﬁ' lativ
la problema propusi. § el
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Greutitile foarte mari, care apar in controlul programeior abtit
in programarea mannald, cit gi in programarea autematd, precum si lipsa
unor programme universale de control justificd in suficientd masurd impor-
tanta acestel idei in rezolvarea problemei de analizé a algoritmilor.

§ 2. FORMULAREA PROBLEMEI DE ANALIZA A ALGORITMILOR

S% considerim problema P gi 83 notdm cu X° datele initiale ale
problemei iar cu X* rezultatele finale. '

Presupunem cé pentru rezclvarea problemei P, a fost construit
algoritmul U, descris intr-un limbaj formal. In continuare, ca limbaj
formal pentru descrierea algoritmilor vom considera limbajul sche-
melor-graf.

DEFINITIA 1. Formula F (X°, X') se numeste formuld atasatd algo-
ritmulué A, dacd ea este adevirati atunci cind algoritmul A aplicat
datelor initiale X°, le transforma in rezultatul final X*.

DEFINITIA 2. Formula F (X°, X') se numeste formuld complet
atasatd algoritmului U, dach en este adeviratd atunci si numai atunci
c¢ind aplicind algoritmul 2 datelor initiale X°, acesta le transformd in
rezultatul final X*. ‘ '

Rezolvarea pr
borarea unei metode de construir
atagate, un algoritm gi fixarea unui 1
“aceste formule precum i sistemul der
formularea problemei P. In continuar
in limbajul logico-matematic.

Presupunem cé formular
logicd (£ (X°, X1), care este un pr
tiale gi a rezultatelor finale. De exemplu, pentru gisirea
merelor #, Fgy - -y Ty predicatul respectiv va fi
1)1 [(w=m) Viz=u)V ... V(z=a,)]& (2> 1) & (2> )& .. & (22> @),
ande z este maximul ciutat. Formula (1) nu este altceva decit definitia
maximului numerelor #;, %y, ..., % Ka DU reprezintd algoritmul de
gisire 2 maximului deoarece nu ne d5 nici-o informatie privitoare la suc-
cesiunea de operatii, care trebuie realizate pentru a gdsi maximul nu-

merelor &y, Xy .-y Dne :
Daci reusim sd construim o formuld F (X°, X1), care sd satisfaca
definitia 1 sau 2, atunci spunem cd algoritmul U este corect relativ 1a

problema P, dacd formula
(2) vX° yX[F(X°, XY DF (X°% XH]
este adeviratd.

Astfel formulatd, pr
construirea unei formule, care s sa
caren adevirabilititii formulei (2).

Tn aceastd lucrare vom da o metodd de construire a formulei com-
plet atagate unui algoritm schem#-graf fird cicluri.

oblemei de analizd a algoritmilor cere, Pe lingd ela-
e a formulei atagate sau a formulei complet
imbaj, in care urmeazd s fie scrise
elatii logice initiale, care reprezintd
e vom descrie toate aceste formule

ea problemei P este descrisd de formula
edicat definit pe multimea datelor ini-
maximului nu-

oblema analizei algoritmuiuni A se reduce la
tisfach definitia 1 sau 2 §i la verifi-
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§ 3. SCHEME — GRAF CU MEMORIE

In cele ce urmeazi vom ataga unei sclieme-graf I' definitd de A. L,
Kalujnin [4] notiunea de memorie si de stare de memorie.

O multime finitd de obiecte M — {2y, 2, o @) se Numeste
memorie a schemei-graf I Elementele multimii M le vom numj celule
ale memoriei.

Sd  considerim o multime & — {a?, a3,..
.y @4, ...} ale cdrei elemente le vom numi
continut al celulei w,.

Imaginea »! = U (z,) a multimii M in multimea 8 se numeste,
stare a memoriei schemei-graf I

Vectorul % = (@, a3, ..., i) se numeste vector complet al stirij
memoriei. Vom nota cu J = {£} multimea vectorilor completi a tuturor
stdrilor memoriei. '

Fie X = (z;, w,, ..., x,), un vector complet al memoriei, f un
simbol functional oarecare iar P un simbol arbitrar de relatie.

DEFINITIA 3. O expresie de forma y:=f(X), unde y e M se nu-
megte operator de arbitrare.

DEFINITIA 4. O expresie de forma p (z) se numeste operator logic.

In definitiile operatorilor de atribuire §i a operatorului logic, funec-
tiile f si p sint definite pe toatd memoria schemei-graf I', dar de obicei
expresiile f(X) si p(X)nu contintoate celulele memoriei. Acele celule care
nu figureazd in aceste expresii nu sint esentiale pentru operatorii respectivi.

DEFINITIA 5. O expresie de forma

n=1(&),

unde n€8 i £e [ se numeste formuld elementard atagatd operatorului
de atribuire y : = f (X).

DEFINITIA 6. O expresie de forma p (£), unde e [ se numeste for-
muld elementary atasatd operatorului logic p (X).

Cind nu este esential faptul ci o formuld elementari este atagatd
unui operator de atribuire sau unuj operator logic, atunci vom denumi
simplu, formuld elementars.

Pentru formulele elementare este valabili observatia fadcutd mai sus
in cazul operatorilor.

Prin interpretarea unei scheme-graf I' cu memorie, definitd de
multimea T'={T,, T,..., T} a operatorilor de transformare i de
multimea R = {R,, R,, ...., R,} a operatorilor de ramificare, infelegem
urmétoarele : fiecarui element 7, e 7T ii punem in corespondentd un ope-
rator de atribuire f (corespondenta nu trebuie g3 fie neapirat biunivoed)
si fiecdrui element R; R ii punem in corespondentd un operator logic Yz
(81 in acest caz corespondenta nu este obligatorie s fie biunivocs). in
ultimul caz se subinfelege descompunerea multimii J in doud multimi
disjuncte | '5;., ale cdrei elemente satisfac proprietatea p; 81 [, ale cirei
elemente nu satisfac proprietatea p;. Vomnota o astfel de interpolare prin
{M, [; T~f; E—p}. ‘

o ) .
3 Ty -y aﬂl; x'?Zr--';
stdri. Starea x{ o numinm
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Dacit este datd o schemi-graf I' cu memeorie si o0 inter%)reti:ig
(M [3; T'—f; R— pj}, atunci noi spulem ca este dat un algorit
ernt. arei i rmatoarea :

- actiune este urmato }
S e oA datelor initiale X°e [, parcurgind
1° Presupunem cé vectorul datelor ini il ’(o;*‘ o

i i- - ransformat in vector = (21, @3, -y
urile schemei-graf I', s-a tr _ vecto: : o
pod @) care a ajuns in nodul 7,. Nodului T; ii 001es%>)und§,111131&n (13;1;55;1
‘ré‘éayrga datd, operatorul de atribuire x,: = fi'(X). goceg - ?’eetoful
Is)e continui, dupd unica sigeatd care porneste din acest nod,

£ (&, @, ..., B, @, .., o) unde xp = wfpenfru i =
=1,2 ..., h h+4+1, ..., n, iar corespunde aj
se obtine
(3) ay = [i (%), N
care este formula elementard atagatd operatorului de atribuire
@y 0 = fi (X).

. yo .
2° Presupunem cé vectorul &, transformatul vectorului Xd’a taé ag)tll)rﬁ
intr-un nod R;: Nodului E; ii corespunéle, plrmlmterpreiﬂt'%;llf; Ou;!&,(:elaqi
i I ocesul de calcul se conti e
ratorul logic p;. In acest caz pr ; ontin elasi
ifgzztor g gdupéf siigeata marcatd cu semnul plus, dacd fommlaulelgi 1?11113
tard p; (ii) este adeviratd sau dupid sdgeata marcatd cu semn
: 3
i az contrar. 5 ' -
e 3° Dacil 12 o anumitd etapid a procesului de calcul elemeg‘ﬂ:}lf 1XGS£
multimii | ajunge la iegirea scherélefi_-g_l:café atuﬁcinngg}lnr cprin ot
’ 1crii ritmuiui A definit de schema-gra
ezultatul aplicdrii algoritm ]
i)ietarea {JI}J [ T—f; R—p}. Vom nota acest lucru astfel
?
A(X°) = XL -
Dacit in schema-graf a algoritmului A este esential n%li)l 111;{%1
operatorului, ci numérul lui, atunci no}:amtavcest opexl’)atlgltoillll 151(1) atunéi
3 § , neste o sdgeatd spre ope 5 1
acd de la operatorul O, pernes Spr _ ‘ atuncl
gom numi operatorul O; succesor al operatlm_uIOm 0,, iar pe acesta
3 i pr ! ratorului O; .
'mi il vom numi predecesor al ope _ . .
urm 3.1. Distribuirea memoriei unwi algoritm schemd-gr af. Fie al%?;[ltnj}l.,
schems?m.—graf 9 definit de schema-graf I' prin interpretarea , ;
Tl b My = {@, ®,, ..., &} acea submultime a mul-
W e e caxacteriz {90;3, in a ci, in timpul realizirii algorit-
timii M care se caracterizeaza Prin aceea ca, 11 ;11111 e e
mului A, continutul celulelor i, (k =1, 2, ..., :)) ie} schimbi. Muljimen
M, este formatd dinacele celule ale memoriei care 1ig 1;3 z I membi
erpt al operatorilor de atribuire. Mu}lplmea celorlalte é:e 1011 eesfg nemorie
= ¢ (8 -+ r=mn, unde n
o vom nota cu M, = {¢, €3 ..., C +r= st o
celulelor memoriei)e. Notdm cu ¢ starea initiaia a celulei ¢; Sﬁltng ] >
— @ , ¢ multimea stdril inifiale 2 celulelor multi M,.
= b1y G2y .-y T !
T. éﬂ[ ES‘ . . LA" " \./_‘-. .-
. ldegioec{ac- " , #;,) acele celule ale multimii M ale cdror sta:l i nlélrln
: ] Jzy ottt - ; g ¢
tiale sint datlé initiale pentru algoritmul . Pentru simplitate presup
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CO . u o — . ’
N;gg ac11f 3\% _ZY _O{wl,o By oy 2} Multimea N poate si fie vids
Notim cu NV = {20, @3, ..., af} multimea stirii initiale a celuleloyp
fimii . Atunci elementele multimii 19 = NO(J M° sint date injti .
ale algoritmului 9, ’ ¢ tmtiale
Dacd multimea N ni inei i
< n ! ni coincide cu m id 5
031t eiimea N 1u id ultimea My, atunci inseamny
£ o0, timpnl actions i algoritmului A, anumite celule ale multimii M. Se
ﬁnai ¢ A} 6111 TU pastrared unor rezultate intermediare sau a unor rezuf‘éat
inter?ﬁ dgeﬁe celule care se folosese numai pentru pistrarea rezult&teloi,
brrer be hare, se numesc celule lucrdtoare. Este evident o algoritmul
i re }ne in asa fel construit, incit rezultatul final obtinut si nu depinds
e starea initiald a celulelor Iucridtoare. ’ ¢
- Dup%?_ 1jz_e]cmlnare‘au procesului de calcul, anumite celule ale mulfimii
M, (% posibil ca toate) confin rezultatul aplicirii algoritmului 9.
Notam multimea acestor celule cu R = {w,, ,, Zipp. Dach
e 1 - " . o - Y > Q’ p ’
notamlcu o+ starea finald a celulei #, atunci multimea R! — {2, i,
i - ' o .. y 1’ ’ ’
i, %Mn testedmul’plmea rezultatelor aplicdrii algoritmului 9 2
entru descrierea unei stiri ing iar i :
) > ermediare a u reCar
introducem notiunea de rang. el celile oarecare
TmmeS;rlnbglurﬂe @i care intrd intr-o formuld elementarsi se numese va-
rabite : e ;)I‘IH_\)IUIGI ele‘mevntzyre respective. Numérul j se numeste rangul
} ; ilei z]. Rangul f}ec‘i}l‘el variabile este un numér intreg Pozitiv care
se re er'& la celula a cirei stare este variabila respectiva. |
. toagmvg?ﬁa%;_l? introdusd pentru starea finali a unei celule rezults
ate variabi ele cu rangul 1 reprezintd rezultate finale ale al orit-
mului respectiv. ¢
Dacd algoritmul 7!
sch o . S <
_— sehema-g' itwnl emd-graf A nu _confine cicluri gi dacd ana-
joem seen c%rrld cmtqsplin%atoa‘re de la iesire spre intrare, atunci de
confinutul unei celule se schimbéd, r iabilei
: 0 L ¢ , rangul variabilei
icg;g;o;nzatoare se mareste (de obicei cu o unitate). Daci 27 este starea
in ﬂ,@lal ala th{)l_el_w,-,n atunci convenim s numim numirul n, rang ma-
al al varial ilei 7. 'Qaca 27 este o variabild cu rang maximal, atunei
notam aceastd variabild cu . ’

ca acestea sint primele m celule ale memoriei si multimea lor o notim in

<y

§ 4. CONSTRUIREA FORMULEI COMPLET ATASATE UNUI ALGORITM SCHEMA-GRAF
FARA CICLURI :
intotdIelelm Egn&gﬂ;ﬁg .grinft}tlvm zltlgoritm schemd-graf A vom intelege
: goritm fard cicluri, adicd un aleori irui schem3
graf nu contine cicluri [5]. ’ Boritm & et sehemd-
mmﬁl;fle;?g}{ngm. cd seh(?ma)-greyf a_algoritmului U contine n — 1 ope-
1ara de infrare §i de iesire. Introducem urmétoarea numerotar
& operatorilor algoritmului 9 : ¢ "
o < :

%O. ggte}m cu Oo_mtrarea schemei-graf a algoritmului 9.
Gpera‘:o:ul 8& succesprul opeljatorulu_i de atribuire O, sau 2 intririi este
01 j» atunci convenim ca j > ¢; dacd succesorii operatorului
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ogic O, sint operatorii Or, s Oy, atunci convenim ca k >k si

3°, Notdm cu O, iesirea schemei-graf a algoritmului 2.

Operatorii oriedrui algoritm fird cicluri pot fi intotdeauna nume-
rotati in asa fel ineit si fie satistdcute conditiile 1°, 2°si 3°. Pentrua de-
monstra aceastd afirmatie, indicdm urmitorul proceden de realizare a
anei astiel de numerotari:

@) Notdm intrarea schemei-graf cu O,
b) Presupunem cé operatorii O, Oy, ..., 0; au fost astiel nume-
rotati incit sint satisficute conditiile 1°, 2° si 3° §i in nici unul din acesti
operatori nu intrd sdgeti care pornesc din operatori nenumerotati. Dacé
algoritmul nu confine operatori nenumerotati, atunei numerotarea este
terminatd si ea satisface conditiile 1°, 2° si 3°.

¢) Dac# algoritmul contine operatori nenumerotati, atunei cdutdm
printre acestia unul in care nu intré nici-o sigeatd ce porneste din ope-
ratori nenumerotati.

Din ipoteza cd algoritmul A nu_confine cicluri, rezultd cd intot-
deauna gisim un astfel de operator. Intr-adevir, s& presupunem cd un
astfel de operator nu existd. Atunci fie O un operator nenumerotat. Ope-
ratorul O are cel putin un predecesor nenumerotat, care 13 rindul sidu
are de asemenea un predecesor nenumerotat. Intrucit numarul operato-
rilor nenumerotati este finit, rezultd ci cperatorul O aparfine unui ciefu.
Aceastd concluzie contrazice insd ipoteza ¢ algoritmul U nu contine cicluri.

Notim cu 0,,; operatorul in care nu intrd nici-o sfgeatd ce por-

neste din operatori nenumerotati. Dupd un numdr finit de pagi, nume-
rotarea operatorilor algoritmului U se termind si ea satisface conditiilor
1°, 2° si 3%
4.1. Construirea formules elementare alasate operatorilor de atribuire.
Formula elementard atasatd unui operator de atribuire aga cum &
fost definitd (definitia 5) nu este unici. Vom ardta cd dacd este datd
o formuld logicd ¢, ce satisface o anumitd conditie §i un operator de
atribuire z: = g (X), atunci relativ la o intotdeauna se poate construi
sn mod unic formula elementard atasatd operatorului z: = g (X).

Vom nota cu A, [#z: = g (X)] expresia din membrul drept a for-
mulei elementare atasate operatorului z: = g (X), relativ 1a ¢. Prin no-
tatia [U]% intelegem rezultatul operatiei de inlocuire 2 fiecdrei intrari
libere a variabilei @ in ¢, cu expresia .

Conditia «. Dacd variabila xf intrd liberd in formula ¢ §i s> 2,
atunci ea este unica variabild, de rang mai mare san egal cu doi, relativi
la celula z; care intrd liberd in .

Tie dat operatornl z: = g (X) si formula ¢, care satisface conditia a.
Expresia A, [2: = g (X)] se construieste in felul urmator :

C 1.1. Dacs ¢ este o componentd a vectorului X s dacd existd

variabila ¢°, unde s > 2, care intrd liberd in ¢, atunei definim

(4) Age: = g(X)]:: = [g(X) LY.

1y Simbolul folosit :: = in aceastd formuld precum si in continuare insemneazd ,.este
prin definitie’’. !
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C 1.2 Daci

. cd 2 este 0o componentd ‘

variah / ( enta a vectorului izl es i
lrxa‘b‘ﬂa relativ 1a 2z care intrd libers in sau S i = este unica
relativ la z, atunci definim P

{ 1r..
) A, [g.:g(X)]:::[g(X)];.
C 1.3, & 2z 3
Daga Z nu este o componentd a vectoruluj X, atunci definim
(6 Ir,. L
) Ao [2: =g (X)]:: = g (X).

C 2. Pentru toate
08 celulel care intrs 3 .
= ¢ (X)], definim eie (4, care intrd in expresia Al [¢: —

{7) Al [z::g(‘Y)];:;__[A; [o: = g (X))

C 3. Pentr
entru toate celulele ;, care intré in expresia AZ[z: —
2[z: =

k2

$1 relativ la car Xistd nici-o vari
la care nu existd nici-o variabild ce intrd in v, definim g0)
2

® A les =g (X)) = L4} [ = g(A)]],

C 4. Pentru t

) . ‘ oate celulele intra i

i pelat - A iy care intrd i resi 8

$1 1'81.cb‘01V Ia care existd variabila lm,st, unde s, >n2ex1?1 ?w-b Ag [2:=g(X)]

definim i i = 2, care intrd liberd in o
?

{9 3
(9) A3 lei=g(X)] 12 =[42 [2: = g (X)]]"

?

C 5. Pentru t
. . ; oate celulele « o e 2
§i relativ la car o0 Ceitliele &, care intrd in expresia A [2: =
unei f()rmuleC211eenlee}I{lltsatfcb Villabtllele 41, care intrd lijn merﬁip)r[s]' d_legl;tX)%
)] re atasate unui . . [EPT a
for % ltdgate unui operator de atr . i
rmuld elementari atasatd unuj operator logic coentaigé}gml}e sau intr-o
i ! € 1N ¢ ini
(10) A3 [ — g (X7 , ¢, definim
e lE g(X)]:: = [4E [2: = g(X)]]
C 6. Pentru t N
. g oate celulele z.. care i A
= ¢ (X)]si relativ e for i» Care intrd in  expresia A3 [2: —
a2 f();])’ Sels tiv la care formula ¢ contine formule ele Hll en?i ﬁqa [2: =
JLg), e Z; nu intrd in expresia £(%), definim re de forma
=/
(11 6 Iy . .
) Acp[Z.:g(X)]:::[A;[z::g(X)Hmé
T
Expresia A4S [
. A o | R L= g(X)] est . b’
relativ b e membrul drept al for ;
.7 : rocesul de construir - gica Zr=
ditii deseri ; ruire a expresiei g [2: = g (2 N
04, O5 rise mai sus se verificd intotdeauna L -9 ()] cele 6 con-
» G5, C6. in ordinea C1, €2, (3,
Din aceste itii 5
aceste conditii rezultd cd., dacs .
o variabild relativ la ' 04, Qaca expresia 4, [#: = g (X ;
O ila relativ la celula z, atunci contin ¢ [¢: =g (X)] contine
celuld. tine numai una la aceagtd

¢ nu contine variabile
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4.2. Construirea formulei elementare atasate operatorului logic.
Dach este datid o formuld ¢ si operatorul logic p(X), atunei, ca si in
cazul operatorului de atribuire, se poate intotdeauna construi in mod
unic o formuld elementari, relativ 1a ¢, atagata operatorului p (X). Notam

aceastd formuld cu L, [p (X))

Construirea formulei L, [p (X)] se face in mod analog cu construirea
formulei A4, [z: = f(X)], exceptind doar condifia C4, care se inlocuieste
cu urmatoarea :

C’4. Pentru toate celulele w,, care intrd in expresia L [p ()] si
relativ la care existd variabilele o, af, ..., ¥, care intrd libere in ¢
gi pentru care S >2 (k=1, 2, ..., 7), definim
L4 [p ()] s = (L& [p ()]

oy 8. -
truirea formulei L, [p (#)] nu are sens sa fie

x)] este adevirata proprietates :
celula z, atunci contine

(12)
unde s = max (8, Ss

Evident cd pentru cons
folositd conditia C 1. Si pentru L, [p(
dacid L, [p (x)] contine o variabily relativd la
pumai una relativ la aceastd celuld.

4.3. Operatia de egalare arangurilor (ER). Operatia ER seaplicila numai
dovs formule o, §i @,, care satisfac conditia «. Ca rezultat al aplicirii acestei
operatii, vom obtine doud tormule F (o5, ©2) $i B (¢qy @), in felul urmétor.

Daci variabilele #° si #* intrd libere in formula ¢, si respectiv

jar s> 2 §i s> s, atunci inlocuim fiecare intrare a variabilei »”
4in formula ¢, cu variabila «°. Dacé s = 1, inlocuirea se face numai atunci
cind 2 intrd in expresia din membrul drept a unei formule elementare ata-
sate unui operator de atribuire sau intr-o formuld elementard atagatd
unui operator logic, continute in «.

Efectuind toate inlocuirile posibile,
E(pg 1) )
Schimbind intre ele formulele ¢, si ¢, §i ficind toate inlocuirile
posibile in aceleasi conditii, obtinem al doilea rezultat al operatfiei, adicd
formula pe care o notdm cu E (g, @)

Dupé aplicarea operatiei ER, toate variabilele care intrd in for-
mulele F (o0, ¢5) §i E (9, ) §i care satisface conditiile aplicdrii acestei
operatii, au acelagi rang.

4.4. Construirea formulei complet atasate algeritmului . Fie dat algo-
ritmul 2, precum gi multimile N, B §i Me. Construirea formulei compleb
atagate algoritmului A se face inductiv in felul urmétor :
1°. Atagim operatorului 0,, adicd iegirii, formula

F,::= (0 =0).

Este evident ¢ formula F, satisface condifia o.

2°. Presupunem ci fiecirui operator O; (=141,
atagat formula F;, care satisface conditia «. Pentru a constr
TF,, atasatd operatorului O, deosebim doud cazuri
: 2.1. Operatorul O; este operatorul de atribuire

y:=f(X)

notim formula obtinutd cu

.., 1) i-am
ui formula
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toruluI‘DOaCZ(l})S't caz presupunem c‘é.operatorul 0, este suecesorul opera
rului 0;. Din 1poteza de inductivitate rezultd c¢d formmula F, est )
struitd, si ea satisface conditia a. ‘ t e con-

2.1.1. Dacd formula F, nu contine ‘variabile relativ la celula o

§i y € R, atunci Y
(D Fiii=1[y = A4ply: =f(X)]&F,],

iar dacd y€ R, atunci

(IT) F,::=F,

Intr-adevir, daci formul i i
a F ile relati ’
), atune inseamr’mz”m % Tor ¢ 1 contine variabile relativ la celula.
m,l ol Inseamn: cd in m}plﬂ realizarii procesului de calcul, incepind
Prigpleﬁ?n ;1111 dt si pma}%& sfirgit, continutul celulei ¥ rdmine neschimbat
rmare, dacd ye R, atunci starea celulei v, dupi i )
X atunei | ¥, dupd realizarea -
raﬁc}r\eulln o, este o stare finald, ceea ce exprimi formula (I) ];)é)fa
yi 1,111}sea)mna cé rezultatul intermediar obfinut dupi realizarea ope
ratorului O; este un rezultat de prisos. In acest caz operatorul O, est
un op;arlagor I()ie prisos ceea ce exprimé formula (II). ' ¢
2.1.2. Dacd formula F i jabi s i
,.contine variabila y°, unde s> 2, atunci

L

(I1I) By::= [FJa, wes

. In acest caz continutul celulei y obtinut dup# realizarea operat
rului O, se foloseste in continuare ca rezultat intermediar. peratos
2.1.5. Daqa formula F, confine o formuld elementard atagatd unui
operator logic, in care intrd liberd variabila y' sau o formuli elementa 5
@taggmta unui operator de atribuire, in & cfrei expresie din membrul d o
intrd de asemenea variabila y' si y € R, atunci rept

(IV) Fyoi= [y =Ap [y 1= ()& B, nimron
iar daecd y € R, atunci
(V) , F::= [Ft]zlpt Ly =F(X)-

Din condifia 2.1.3 rezultd ci starea celulei y, obtinutd dupd execu-
tarea operatorului 0, se foloseste in continuare ca un rezultat interme-
diar. Prin urmare, dacd ye K, atunci starea respectivil este in acelasi
timp i un rezultat final, ceea ce exprimi formula (IV). Daci 4 "élél
gbtuncl starea corespunzitoare a celulei ¥ reprezintd numai un 1*e:v,/ulmé
intermediar (formula (V)). )
.. 2.2. Operatorul O; este operatorul logic p (X). Presupunem ci ope-
ratorul Oy este suceesorul O, urmind sigeata care pleacd din aceqtapzi
este marcatd cu ", iar operatorul O; este sucecesorul operatorulﬁi 0,
urmind sigeata care pleacd din aceasta gi este marcatd cu ,,— Dig
ipoteza de inductivitate rezultd cid formulele B, ¢, atasaté, opérato-
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rilor 0,, sirelativ la Oy, sint construite si ele satisfac conditia «. Notdm
cu o formula F, &Fy si definim ’
(VI) B2 =[L,[p (X)) DB (Fy, F1,)I1& [ 1L [P (XD E (Fey,y Fy,))
Vom demonstra ci formula F;, construitd prin metoda indicatd,
catisface conditia o. ‘ - o
Presupunem cd formula F; are forma (I). In acest caz. expresia
Aply: = f(X)] poate fi obtinutd cu ajutorul formulelor (9) sau (11).
Presupunem ci F; nu -satisface conditia «. Atunci existdh variabilele
#° §i @ care intrd in F, §i pentru care avem s >2,8>2 8 s£¢8
intrucit prin ipoteza inductivd am Presupus ci F, satisface condifia o,
rezultd cd in formula ¥, intrd numai una din aceste formule. Presu-
pinem ci x* intrd in ¥, si x* intrdé in expresia Ap, [y : = f(X)]. Insg,
dacd expresia Ap [y : = f(X)] afost construitd cu ajutorul formulei (9),
atunci s = §', iar dacd acedstd expresie 2 fost construitd cu ajutorul
formulei (11), atunci s =2 gi-s" = L. Concluziile la care am ajuns con-
frazic ipoteza ci s’ = § §i §' > 2. Prin urmare, formula F; de forma
(I) satisface conditia . : R :
Presupunem cd formula F; are forma (ITI). In acest caz expresia
Ap ly: = f(X)] se obtine aplicind formulele de construire a acestei ex-
presii, incepind cu formula (4). Din aceasta rezultd cd unica variabild
relativ la celula y si care intrda in expresia Ag [y : = f(X)] este y**1,'unde
s > 2. Atunci singura variabild de rang mai mare sau egal cu doi,
care intrd in formula F,, relativ la celula y, este y**l. Prin urmare,
relativ la stirile celulei y, formula F; de forma (III) satisface conditia o.
Demonitratia cd formula F; de forma (IIT) satisface conditia « gi relativ
la restul variabilelor se face la fel ca si In cazul eind formula ¥, este
de forma (I). o o . '
Presupunem ¢ formula F; are forma (IV) sau (V). In acest caz
expresia Ap [y : = f(X)] se obtine aplicind formulele corespunzatoare,
incepind cu formula (5). Din aceasta rezultd ci unica variabild relativé
la celula y si care intré in expresia Ap, [y + = (X)] este y® Prin urmare,
formula F; nu contine alte variabile relative 1a celula y, decit pe y2 siy'
Tnseamni deci i relativ la stdrile celulei ¥, formula ¥, satisface con-
ditia o. Demonstratia ¢d formula F, satistace conditia « si relativ la
restul variabilelor se face la fel ca si in cazul cind F; este de forma (I).
Presupunem ci F; este de forma (VI) gi ea nu satisface conditia .
Atunci inseamnd of existd variabilele @° §i @™, care intrd in formula
P, si pentru care s=s, §> 5 §i s’ > 2. Din definifia cperatiei HR
rezultd ¢ fiecare dintre formulele B (I, Fi) s B (Fy, I,) poate
contine numai una din aceste variabile. Fie, de exemplu, variabila «°
continuté in formula elementard T, [p (X)] si variabila «° continutd in
tormula E (F,, Fi,). Din definitia operatiei ER rezultd ci variabila
2% intrd numai in formula 7, si ¢d nu existd o altd variabild «°’, unde
§.> §', care & intre in formula Fi. Din aplicarea formulei (12)
pentri construirea expresiei Ly [P (X)] rezultd i § = s, sau dachk s = 2,
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atunci formula L, [p (X)] poate contine variabila #° numai ca rezultat
al aplicéirii formulei (11), si in acest caz s — 1. Ambele aceste cazuri
contrazic ipoteza ci formula F, de forma (VI) nu satisface conditia o,

3°. Dupd = + 1 pasi obtinem formula Fy care satisface conditia o,

Din faptul ci formula F, satisface conditia o, rezultd cd daci ea
contine doud variabile relativ la aceiasi celuld, atunci una dintre ele

are rangul egal cu unitatea. Prin urmare, dacs o, @, .., 4%, unde
pp>2(=1,2 ..., p) sint toate variabile care intri in F,, atunei
p; este rangul maximal al variabilei wfj Conform conventiei ficute,

) o . o ‘ . : ;
#f] reprezintd continutul initial al celulei i, §1 acesta se noteazd cu ;.

b

Inlocuim in formula F, toate variabilele oft, unde o, > 2 cu va-
riabilele zv?k. Dupéd aceastd inlocuire, formula obtinutd contine numai
variabile cu rang zero sau unu. Notim aceastd formuld cu F (X° X1,
Toate variabilele de rang egal cu unitatea care intrd in F (X0 X1
reprezintd rezultate finale ale algoritmului 9. Intr-adevir, dacd variabila,
o' ar figura in expresia din membrul drept al unei formule elementare
atagate unui operator de atribuire sau intr-o formuls elementard atasats
unui operator logic, atunci xe M,. Aceastd concluzie nu poate fi ade-
viratd deoarece din regulile de construire a expresiilor A, [2: = ¢ (X)] si
L, [p ()] rezultd ci in acest caz formula F, trebuiesd contind pe a? si
nu pe &', aga cum am presupus noi. Prin urmare intrarea variabilei !
in formula F (X° X!) este membrul sting al unei formule elementare
atagate unui operator de atribuire. Componentele vectorului X! sint deci
elemente ale multimii R, iar componentele vectoruluj X° sint elemente
ale multimii I°.

TroREMA. Formula F (X°, X1) este o formuld complet atasatd al-
goritmului .

Pentru a demonstra aceastd teoremi introducem urméitoarele notatii.

Notdm cu %, algoritmul schemi-graf dat de schema-graf prin inter-
pretarea {M;, [; T —f; R — p}, unde M; este acea parte a memoriei
(poate fi chiar memoria M) care se foloseste la realizarea algoritmului A,
incepind cu indeplinirea operatorului 0,. Schema-graf T, consti din

13

operatorii 0;, Oy, ..., O;, unde 0; este iesirea algoritmului A, si
fiecare operator Oy, (k = 1, 2, .-+, 7) este succesorul cel putin unuia
dintre operatorii O;, 0y, .. -y Oi,. Dacé este datd schema-graf a algo-

ritmului 9, atunci intotdeauna se poate construi schema-graf I', prin
inldturarea tuturor operatorilor algoritmului 9 in afard de operatorii
0i Oi)y ..., 0y, si a sagetilor care pornesc din operatorii inldturati.

Vom nota cu £ si cu £;, datele initiale §i respectiv rezultatele
finale ale algoritmului %,. Ca date initiale pentru algoritmul %, vom con-
sidera acele date initiale ale algoritmului % §i acele rezultate intermediare
care au fost obtinute prin realizarea Procesului de calcul pind la inde-
plinirea operatorului 0, care se folosesc la obtinerea rezultatelor finale
incepind cu indeplinirea operatorului O;. Ca rezultate finale ale algorit-
mului A; vom considera acele rezultate finale ale algoritmului % care se

obtin prin realizarea acestui algoritm incepind cu indeplinirea operato-
rului O, .

datelor initiale ale algoritmului
cu vectorul &i.

atasatd algoritmului A, .

{ntr-adevir, algoritmul 2, este la :
operatorului 0, adicd 2 le§irn aigor
acestui algoritm esteo
formula Fj 11 = (0 = )
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ocuirea in I, a

. 3 % inl
rmula obtinutd dupa In epultatelor finale

5 * (20 1y {o : 1
Mot o it 9, cu vectorul & siav
i let
FLEO BN e o formuld comp
Vom demonstra ci formula Fr(e9, &) este

4 oritmului U,

& atagatd algoritmuil n

3 ormuld complet g lgoritmu e

e O e looritmul vid care constd din 1ealiza;¢éé
oritmului . Formula complet atas

» <= Fl:= 0 §i, prin Urmare,

c=EL =0 §i, ]
ta algoritmului A,. .
n) este comple

%
a) Formula F;

E.:?z = E}u unde E?I
este complei atasal )
b) Presupunem ¢d formula Fr(j=1t-+1, .-
“ | ‘ ine variabile
atasa-t,aé algplgnxlll:ll;]h chzg F, are forma (I), unde F, 1m; 1C§.i§$?§mumi e
. Ple?u%)a y. Atunci y' este un rezl}ltﬁ;t ffln? 21 algoritmtins o
ﬁmgﬁaﬂlgéﬂnam‘/&'\le algoritmului 19% Zf’r fi éj fﬂl aaééle date'tinitiale o
e : i i am ¢ H !
i ; lgoritmului %, No . 1D P e
mtelet fmi%&«_% Q?Izaiégs(;gt folosite 1;entru obtinerea rezultatului y-. For
roritmuiul %l; § 1 Mo
2IL%“‘g((‘)El‘-’l £1) va avea urmatoarea forma
3 (gt = f(ED) & FF(EL ED)- -
. s = f(E
este adevdratd. Atunci y J(€
urmare E)It(i‘é) = £, iar
¢ e transforma in rezul-

(13)
Presupunem ci formula (1v3) . adev
o F,(8), &) sint formule adevaratle 'Elitizlﬂe b
i)rint re?zliz&rea operatoruiui O, datele init
tatul y'. Prin urmare 1
AL = &> .
i i : ratorului 0;,
| 2 i, prin realizarea oper
Presupuien o o o von ﬁnﬁﬁe} 1 gi avem de asemened
1 -n{piale ¢ sint transformate in rez atul o Tem 0 int adeva
gIaFEO?1 %' Prin urmare, formulele ¥’ = fED si Fi(c,
= Gt L V.
ratte—,t deci si formula (13) este alde;alattae 4o forma
: 4 rmala B es
° Presupunem cd for ; este :
tine 3ariabi1a I;s, s > 2. In acest caz ¥ este un
1 A

: ooritmului U, . « .x ; rmulele ’l's:f(—éz

al alblgl;f%upunen{cé formula F} este adevarata. ?mngefoé(?mponejn ta y* 2

A 0y — o

¢i ¥ sint adevérate. Prin urmare, %(%) fng)t’Il)li]; aceasta rezultd ca
" 5 it resi i) ~ . 5

3 i %0 uita cu expre >t : A sint
’ a fost inloc i oritmului 8

Veetonllull@t de £ — Zl jar datele initiale ale algorit
A% = &, unde & = &

ol i 0y — £/ si dupd inde-
C Y pre a 9) = &} unci  U(ED) ;S
) e atoralti. %@3) e tgza:nsﬁ)trmé in yts Prin urmare formu%ele
rului ; T . re formu e ¢
" torI e 5 adevs i : rezultd ca §1
pllnnean()pe_l S = ~‘?)lsin‘o adevirate. Din aceasta
Fi(%, B syt = JED
: adevirata.
mula F; este o de forma .
e e esde analog ca si in cazurile 1° 81 27,
. . ; in mod a S . . .
strarea teoremel se facev ) ande P 5 7 sint for
4°. Presupunem ci F; este de for , ur

.mule complet atagate algoritmilor %A, si respectiv As,-

(II1), unde F, con-
ezultdat intermediar

0

(IV) sau (V), atunci demon-
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Presupunem c¢i f
.« % ormula F; . 5
varata. TS ” i ¢corespunza ) :
S B(F, o I;m:gl'nt igﬁmrate formulele P(Ré‘-ﬂ Dt%af%t . lfs’ %Ste(”oa‘de*
(Fy,, F.,). Fie p(Z%) o formuli adevirati o Le 18171 p(E7) D
adeviratd si pri 4 adeviratd. Atunci E '
o 50 0 Dy wrmae By ste adeviratd, Roslta dy iy ke
i 1’ i i) = - . . o
algoritmului 9. sint F° o ,“vunde & = &l si datele initi ¥
rati, atunci a?{; sint g7 si £). Daci presupunenri' ¢ 77 p(EY) eslt’lalg ale
init"l jungem la concluzia cid A,(£)) = £!. unde ¥! < o -ea eva-
,1%§ale algoritmului ¥, sint 29 gi £ " e & =g, iar datele
Tesupun, 5 RGN .
Virath o %P( 50(;m_ ok U; (&) = &} In acest caz sau formula p(E?) est
Tn ambele cazuri <, sau formula 1 p(E7) este adeviratd i 3 (ezso ead?-
Am demzolislt rezultd imediat ci formula F} este ad, V: b ;tz)zzl“'
T g, &) s algorili;?t in_felul acesta teorema emunfati pgn‘? ﬁ? t? .
mula ¥, i algori mul A;. Teorema este deci adevirats L tormila
7 ﬂ%e;nplugogj;mul 2[0, care este algoritmul 9 rata si pentru for-
in acest caz N o considerdm urmitorul algoritm schemi-gr TS
: = {z}, R = {a}, M, = {¢,, c,}. ’ -graf (figura),

Aplicind m
. etoda de : )
algoritm objinem construire a formulei complet atagate acestui

Fy::=(0=0)

Fs e (zl — (yl)z)

Fpii= (2 = ((y%): — 1)?)
Fo::= (2" = ((a* 4+ 1) — 1)?)
Fyii= (2t = (a2 — 1) — 1))
F4 = (2 = ((x2)2 —1)2)

ANALIZA LOGICA A ALGORITMILOR (D)

Fyir= (= (@8 =1 = 1)

o= [@*<})DF]&] (22 < ) D [Fsli]
Fi:=[(22> @)D F:]& [T (22 > &) D [Fslz]
Fy::=Fy.

Dupé inlocuirea variabilei 2?
(20 > ) D [[{2* < @) D (2 = (292 — DH]& [ ] (2° << eg) D

S (et = (2 — 12 = DI} & {(@°>e) DR = ((a%)? — 1))},

e este formula complet atagatd algoritmului congiderat.

cu variabila a° obfinem formula

car
Primitd la redactie la 9 decembrie 1965
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