ALGEBRA LIMBAJELOR FORMALIZATE

DE

TEODOR RUS
(Cluj)

In lucrare se studiazi CF-gramaticile din punctul de vedere al posibilitatii sim-
plificirii regulilor lor de producere. Pornindu-se apoi de la notiunea de CF-gra-
maticd normald, care este definitd ca si o CF-gramatici a cirei reguli de producere
au o form# standard, se cerceteazii posibilitatea organizirii limbajului formalizat
L(G), generat de o astfel de gramaticd ca si o structurd algebrici. Se demonstreaza
astfel ¢ gramatica G induce in L(G) un domeniu de operatii algebrice (', astfel ca

cto = {LOU (<} 2}

este o algebrd universali liberd.

Fie V o multime nevidd de simboluri, care admite o descompunere
de forma V = VyUV,, VyNVey=, Vi<, V,=0.

Elementele lui V, se vor numi in continuare categorii sintactice i
vor fi notate cu litere mari latine, insotite de indici daca este nevoie. Ele-
mentele multimii V, se vor numi litere ale alfabetului limbajului formalizat
si vor fi notate cu litere mici latine, insotite de indici dacd este nevoie.

Notdm cu W (V) semigrupul liber cu unitate generat de multimea V.
Prin urmare W (V) este multimea tuturor cuvintelor peste alfabetul V,
inzestrati cu o operatie — juxtapunerea — care de altfel este operatia
de semigrup. Elementul unitate va fi notat cu ¢ §i este cuvintul vid.
Elementele multimii W(V) le vom numi cuvinte gi le vom nota cu litere
mici latine de la sfirgitul alfabetului, insotite de indici dacs este nevoie.
Dacdi notim cu o operatia de juxtapunere (sau uneori concatenare),
atuncl avem : ' ‘

(a) VW
(b) z, y e W=y =axye W
(c) ze W=cox = poc = ve W.
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TEODOR RUS

Fie acum ? o multime finits de perechi de forma
P = {(4y, w), (4;, w,),.. o (dasyw)} A,eVy,, we W, <.

MUI%,I'I?I%aJd@ va fi numits In continuare multimea productiilor sau a
regulilor de producere a limbajului formalizat. Daci perechea ’(A. w,)e P
uneori o vom nota cu 4; — w, si o vom numi reguli de producere.w o

Dupd cum am observat in [1], fiecare reguly i

. amneiiant de producere induce

in W o relatie bi ’ ; reswia de p nauce

in felul urmitor flara, (2], [4] pe care o notdm cu R, ¢ care se defineste
zyeW,sRy & (v = 24258y = w0, 2,& (4;, w;) e P)

cuvmt(‘ale 7y, @, putind fi identice cu cuvintul vid =. Dacs notdm cu Apg
domeniul relatiei B, §i cu I'x. rangul ei, atunci !
k3

Ar, = {zeW | o = g Aimz}
PRi ={yeW|y = oW, 7,

In cele ce urmeazi xR,y va fi notat cu « ~ry.
[

DEFINITIA 1. Un cvadruplu ordonat de forma
(W Vi, Vi, P)

va fi numit gramatics in semigrupul liber W si va fi notat cu G.

DE N . - .

. cu%?&%iu%.gr];raﬁcai 1:381’1 g 3 WV, atuncl spunem ci y este o derivare
aca ¢ = y sau daci existd sirul de i

Tgy Byy -+ oy &, astiel ca: i euvinte

Ty = o
mi}'“zeji iv1y ©=0,1,...,m—1
T = 4.

_ vDupa, cum s-a observat in [1], dacs y este o derivare a lui z, atunc
existd relatiile R;;, R,,..., R; astfel ca

z ] B,y.
i=1

me
Dacd notim cu R, = II B;, sicu a|=y, faptul cii y este o derivare a
i =1

lui », atunci este justificatd notatia

vl=ry, B =][ &;,.

=1

ALGEBRA LIMBAJELOR FORMALIZATE 1311

DeFINITIA 3. Numim limbaj formalizat in semigrupul liber W

generat de gramatica @ cea mai mare submultime L C W cu urmétoarele

proprietiti :
(a) Dacd xe L, atuncl ze W (V).
(b) Dacs ze L, atunci existd 4, V, astfel ca A, |=po, unde R

este un produs finit de relatiie binare induse de @ in W.

Notdm limbajul formalizat generat de gramatica G cu L (G).

DeFINITIA 4. Doudi gramatici G si G’ in semigrupul liber W se
numesc echivalente dacd L (@) = L (G'). B

In lucrarea [1] am demonstrat ci dacd G este o gramaticd in W,
atunel existd un algoritm finit ¥ care partitioneazd multimea  in
submultimile &,, 4., ..., Gy, astfel ca

.
(a) P=U €4.-
i=0
(b) Daci (A;w;) € g,, atunciw; e W(V;)
(c) Gy 5+ @ si dacd notdm cu ofy = {dg, Aogy - - - , Agpy multimes

tuturor categoriilor sintactice care apar in partile stingi ale perechilor
din g, ¢l dacd of; = {d;o, Aj1, -+ Ay}, =1, 2, ..., N este mul-
timea tuturor categoriilor sintactice care apar in pérfile stingi ale pere-
chilor multimilor &, &,, ..., &y atuncl

Ay © oty
@ a;Ng;, =&, 4,j=20,1,2,...,N,ij.

(e) Dacd (A4;, w;)e 4,;, i > 0, atuncl cuvintul w,; confine numai
intririle acelor categorii sintactice care apar in pértile stingi ale perechilor
grupelor Gy, G, ..., &;, si pentru fiecare (4,, w;)eg,, w; contine
intriiri ale cel putin unela din categoriilor sintactice care este parte stingd
a cel putin uneia din perechile grupei &; ;.

Fie acum Gy = {(Aw,, wx,), (dn,, W), --. 5 (Ax,, Wy, )}

DEFINITIA 5. Limbajul formalizat L (@) generat de gramatica @
cu proprietitile ingirate mai sus se numegte OF-limbaj (Context-Kree).

O gramaticii @ care definegte un CF-limbaj se numegte CF-gramatici.
Fie acum G o CF-gramatici si fie (Ax;, wy;)€ Gy . Considerdm
toate lanturile de perechi de forma

(Ay;y A))e Gy, Awyy A1 Vy
(4,, Ay)e gy, Ay, A, Vy
(Ayoay 4,6, s Ayy Ay 1 Vy
(Ap7wp)eej9'p7Ape VN7 w, € w
0 L), <jp-1< .- <HN,

uﬂde wp == tlfvltzwz [P tnwnt71+17 t,j € W(Vg‘)7 x; € W (VN)'
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Dacé nuvexisté, ¢ astfel ca ?;, =+ ¢ in reprezentarea lui w,, atunci Se consideri un lant cu proprietatea (s) de tipul (1,). Se formeazd

se presupune ¢ ! (w,) > 1, unde prin I(z) am notat lungimea lui 2. apoi un lant de tipul (1;) care nu posedd proprietatea (s) si care coincide
~ Un lant de forma de mai sus se va numi in continuare lant cu pro- cu (1,) pe o anumitsd portiune gi difers de acesta pe o altd portiune, termi-
prietatea (s). ' nindu-se cu perechea (A4,,w,), unde w,eW (V). Se elimind apoi din
Fie acum 9M,, multimea tuturor lanturilor de perechi cu (P toate perechile care nu coincid cu perechile lanjului (I,), mal putin
proprietatea (s) pentru o anumit pereche (Aw;, wy;)e Gy . ultl_rlna per.eehle I(Aw w,). Se p£oeede%zé ap(%l fili qu_agalog cul toate lﬁn"
DErFINITIA 6. O OF-gramaticd ¢ se va numi simplificatd dacd pentru gurile de tipul (I;) care se pot forma in acest fel pornindu-se de la perechon

. . " . ; . Ay, wy,)EUy.
orice (Aw;, ww;)€ Wy, si daci orice lant obtinut pornind (Awi; Wx) €Ly , ,
) )€y, Bay, 7+ D 3 ’ ; porn Dacs are loc cazul (b), adicd w, € Vy, atuneci in mod absolut analog

e la (Aw, , wy; i i ~a . ; .
de la E;IZ% I’O@SA ]Lli? nl;g%g; fg;‘%’eréﬁ?;%t_la‘ un lant cu proprietatea (s). se aratd ci se pot elimina din © de data aceasta toate perechile lanturilor
T y : L 5 5 care nu coincid cu perechile unui lant de tipul (1,) eu proprietatea (s).
BEOREMA 1. Dacd G este o CF-gramaticd si dacd numdrul grupelor Aceasta deoarece nu pot exista cuvinte ze L (G ) astfel ca si avem
sale Go, Eqy ..., Gy este asifel ca N >0 si cel putin o pereche din &, i >0
este olve ]foa"ma (A@, w;)y L(w;) > 1, w & W(Vy), atunci existd o CF-gra- - Aw; |=rY 7y 2
maticd G simplificatd, echivalentd cu prima, asifel ca dacd G4, 41,. .., 9y .
sint grupele sale, atunci pniru fiecare (A, wy)e Gy, Way == i N'>0.
Demonstratie. Fie G o OF-gramaticd. Si considersim (Azbvz., wx;) € Gy - Y = Y14,
Dacé By, =+ &, atunci avem urmétoarele doud cazuri :
(1) %4, contine numai lanfuri cu proprietatea (s). ' #= Uil
(A2) %'41\771 contine si lanturi de altd formé. si deoarece w,s Vy, ar urma ci ze& L (G), ceea ce reprezintd o contra-
In primul caz daci W, are aceastd proprietate pentru fiecare dictie. De aicl rezulté cd (4,, w,) se poate elimina.
(Aw;, ww;)€ Gy, atunci G este o gramaticd simplificatd. In cazul al doilea ' Dup# examinarea tuturor lanturilor mulfimii B, avem san Wy @
fiecare lanf care nu are proprietatea (s) si nu poate fi prelungit la un lang sau Wy, = @. Dach existd cel putin o pereche (Ay,, wy;) in Gy astiel
cu aceastd proprietate are una din formele : ca in urma elimingrilor ficute mai sus si avem Wy, =£¢J, atunci gra-

. / matica obtinutd este gramatica G'.
(Ariy Ap) (A1, 4y), - (A, 10)5 (v, AD) € Gy, (4, 0,) <P atiea obt gramalea 6.
Daci asemenea perechi nu existd, inseamnd cé prin elimindrile ficute

(4;,, A )eP; i=1,2,...,p—1, am eliminat din (@ toate perechile multimii &, . Gramatica astfel obti-
nuti o notim cu G,. Cu aceastdi gramaticid se procedeazs in mod absolut
: analog ca §i cu gramatica @. In felul acesta dupd un numir finit de pasi
(a) w,e W (V) sau se ajunge la o gramaticd G; care posedd fie numai productii din &,, fie
(b) w,eW (Vi), 1(w,) = 1 la o gramaticid @, simplificatd si echivalentd cu G. S& presupunem acum
» b p) = 1. ¢ are loc cazul in care gramatica G; are numai productii din &,. Atunei
este contrazisi ipoteza teoremei care afirmi ci pentru cel pufin o pereche
(4,, w,) din g,;, i > 0, (4, w;) este astfel ca I(w;) >1, si w,eW(Vy).
(L) (Aw;, A1), (44, 4y), .o (4, 4,09), o, (4, w,) Aceastd contradictie demonstreazi complet teorema.
TEOREMA 2. Dacd G este o CF-gramaticd, atunci ea este echivalenid
(o) (Aavi, A1), (Ayy do)y - o5 (Ais Biga)s o o5 (Biy ) cu o CF-gramaticd G ale cdret reguli degpmduceré au urmdtoarele proprietdti :
Daci (A;, w)e P, A;eVy, w, € W(V’'), atunci w; este de una
din formele ’

Daci ar exista astfel de cuvinte, atunci am avea

unde

S4 considerim acum toate lanturile de forma

in care (ll)v nu posedéd proprietatea (s) pe cind (l,) posedd aceastd proprietate
Dacd w,e W (V,), atunci din punct de vedere generativ perechile

(A;,Aitq)y ooy (4,1, 4,) pot fi eliminate din @ deoarece (a) w,eW(Vy)
Ay l=r2, ©= nw,, (b) w, = AB, A, BeTVy,
este echivalentd cu (¢) wy=DB, . BeVy,
Ay brp 7, T = BW,T,. (d) w; =, Bty By ... ,Bt,s1 ;B,eVy, 1t =12, ..., n

Pentru realizarea acestei eliminiri se propune urmitorul algoritm : t,eW(Vyg),i=1,2,...,n + 1, sit 5=c pentru i 5 1, i 5= n+1.

b—c. 5653
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Demonstratie. Vom construi in continuare gramatica G’ care satisface
conditiile teoremei si este echivalentd cu @. Fie pentru aceasta gramatica

G dats si fie descompunerea mulfimii 2, in grupele &, gy, ... Gn-
Notim cu 45, &1, - .. G4 grupele gramaticii G'. Aceste grupe se cons-
truiesc in felul urméitor :

(1) GoC €o-

(2) Fie g, = {(Ayry wir) (Agas Wig)y « =+ 5 (Apy _WM,)}; 4g; se va
construi atunci astfel: Considerim prima productie (Ayq, wy) €6, .-
Daci w,, are una din formele (a)—(d), atunei (A4,;, wy) €@ . S4 presu-
punem acum ¢ wy; nu este de una din formele (a)—(d). Atuneci

wy = A, Ay ... Ay, AjeVy, j=12,..., B,k >1
sau
Wy = bayly®y - o L @elyra, i€ W (Vi) 3 FeiFLiFEn+1
unde pentru cel putin un 4,1 (z;) > 1 six, e W(Vy). Construim_a,tunci
un sir de perechi de producere care din punct de vedere generativ este
echivalent cu perechea (4, w;;) si inlocuim aceastd pereche cu sirul
astfel construit. Pentru aceasta considerim simbolurile B', B?, ..., BF1
care nu apartin multimii V. Fie atunci
V' = VU {B, B, ..., B
§1 Iudm
o= VyU{BY B% ..., B" 1.
Considerim acum girul de perechi
(B, 4,4,), (B%, B'4y), ..., (B*, B'24,) (Ay, B,

Notim cu RY, R?, ..., R* relatiile binare induse de aceste perechi in
W (V') §i cu Ry, relatia binard indusd de (A4, wy;) in W(V). Atunct are
loc urmitoarea egalitate :

1
g R = Ry.

fntr-adevir, fie (2, y) € Ry. Atunci
T =y Ay @y Y = &y Wy By
Construim acum girul de cuvinte #,, @y, ... , @, astfel ca
Ty = &
mi}—RjiwiH, T=0,1,...,i —1

@

S Xy =Y
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Pentru aceasta punem
Ty =& = @ Ay @,
@y = x, B*x,

h o
Ty = @y B 1A,

x, = v A4, ... 4z,
® . 1
§ prin urmare (z, y)&€ [[ R’ = RyoR,_jo...oR,. In mod analog se arati
t=k

° . 1
§t invers, dacd (,y)e[] R, atunci (z,y) € R;;. Acest lucru justifics
i=k

inlocuirea lui i i construi i f

mom ut (4,;, wy) cu girul de perechi construit mai sus. In acest caz
(BY, Ay)eds
(B, B '4,,)ed), i=2,3...,k—1
(4,, B" ) e g,

Considerim acum cazul %Au, wyy) € €y, unde w,, are forma w,, =
"

= 4@ty @y .. 20,1, t,eW(Vy), t, 5 ¢, @ 1. 4 e
putin un j, I (2;) > 1, «;e W(Vz\:')- y © 51, i 5= n + 1 g pentru cel

Notdm eu ;, #;,..., ; toate cuvintele care intri in w,,
wi, e W (Vy), i=1, 2, ... siol(a;) >1. S 5
acestea sint de7f0rma ’ P o) = S prosupunem. i

@ = ALAY ... AY,s > 1,4 e Vy, 1=1, 2, ...

Fie atunci multimea

V" = V,U{B%? B%a ceey B?ql ’ i = 1, 2,. s Py
Ble V'l =1,2,..., 5, —1
§i punem

2

In continuare alegem perechile
1 142 2 53—1 i—2 45
(B, 414}, (B}, BidY) ... (B, B" "4}
- - 2 S: 1 . . . . . .
5?111 notdm cu lRi, R, ..., R relatille binare induse de aceste perechi
emig iber 71 idersy i ' 7y
’ 8 E;’.upud. ber W(I ). Considerim apol plerechea, (A, wiy), unde
i ~ . . ) i— . e .
w1 8€ 0 ,' ne .111 wyy Prin 1n103p13ea Jui @;, cu B’is , 1 ->1, 2,..., p. Atunci
se vede imediat ¢ avem R, o ...o 1o R 'o... o R 'e... 0 R0
> ] - .

oRj; = Rj;, unde R, este relatia binard indusi de perechea (4,,, w))
W(V"). -
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In felul acesta perechea (A4,;, wy;) se poate inlocui cu perechile
(Bi, 4141), (Bi, Bidl), ..., (By~" B"4})

(B}, ALA3), (B%, B}, A3),..., (B¥™%, B2 "4y)

(B}, A343), (B, ByAY, ..., (BT, BY "4y
(Ayq, wh)-
In acest ea,szunem
(B!, A'AYHe g, i=1,2,...p
(Bi, B—'Ai*Ye g, j=2,3,...,8—1,i=1,2,...,p.

»
{Ay, wn)ed; 1 = x_n?x 8; -
i

Aplicind acest procedeu pentru toate regulile de producere din
4,, vom construi regulile de producere ale grupei &;. Procesul se repetd
apol in mod absolut analog pentru grupele g,, &;, ..., dy. Gramatica
obtinutd in urma acestui proces este echivalentd cu G §i satisface conditiile
cerute in teoremai.

Se poate observa acum ci procesul descris mai sus are drept scop
©0 anumits simplificare a regulilor de producere a unei CF-gramatici. Aceastd
simplificare aduce dupd sine o mirire uneori substantiald a numérului
acestor regull, ’

Vom arita in continuare ci regulile de producere ale unei CF-gra-
matici pot fi simplificate i mai mult in sensul ci fiecare reguld de pro-
ducere de forma (A4,, w,) cu w, = t; Bjt, By, ... t, B, t,,1, & € W(Vy),
t, ¢, i5=1glisn -+ 1, B,e Vi, se poate inlocui cu un gir de reguli
de forma (A4,, w;), unde w; are forma

1, Byty, BEVy, 1, I35 & t,t,e W (V) saun
At B, A, BeVy, t=+¢ teW(V,).
Pentru aceasta facem urmitoarea analizd a regulii (4, w;), unde
w;= t, Bty Byy ..y L, Bty e W(Vy), 1,5 ¢ pentru ¢ 51, 10 + 1
B, eVy.
a) Dacd t, = ¢, atunci considerim regula de producere
(B,, Bit,B,), B« Vi,

unde Vj este mulfimea categoriilor sintactice ale gramaticii @’'. Consi-
derim apol regula de producere (4, Buw;), unde w; se obtine din w,
prin gtergerea cuvintului B, B,.

Dacdi t # ¢, atuncl w,= t;, By, w; gl noua reguli de producere care
este consideratid are forma :

(By, 8, Byty), bty yF e, by, € W(Vy), Bie VyBi & Vy.
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Dup# aceea se considers regulile de producere de forma (4, B, w;)
cu care se procedeazi in mod analog ca i mai sus. Aplicind acest procedeu,
eventual alternat cu procedeul deseris in demonstratia teoremel 2, se vede
usor i dups un numir finit de pagi obfinem o gramaticd G echivalenté
cu gramatica G ale cirei reguli de producere (4;, w;) au proprietatea ci
w; are una din formele :

(a) w;e W(V,)

(b) w, = B, BeVy

(¢) w;, = AB, A, Be Vy

(d) w, = t,Bty, Be Vi, i, toe W(Vy), b, 1 F ¢
() w, = At B, A, Be Vy, te W(Vy), t+ =

DEFINITIA 7. O (F-gramaticd simplificatd ale cérei reguli de pro-
ducere sint (4,, w,), i =1, 2, ..., n, unde w,; are una din formele (a) —(e),
va fi numitd OF-gramatici normali.

TEOREMA 3. Dacd @ este o CF-gramaticd in semigrupul liber W(V),
V=VyUVe, Vo NV =0, Vy=00, Vp =, atunci existd o extin-
dere V' a lwi V si o CF-gramaticd normald G in semigrupul liber WV,
V' = Vi U V; echivalentd cu G.

Aceasti teorems este o .consecintdi a teoremelor 1 gi 2 §i a proce-
deului de simplificare a regulilor de producere expus mai sus.

Vom demonstra in continuare citeva leme care ne vor servi la orga-
nizarea unui CF-limbaj ca §i o algebrd universald liberd indusd de G in
W (V).

LeMA 1. Dacd G este o CF-gramaticd normald in semigrupul liber
W, atunci multimea Py a regulilor et de producere induce in W un domeniu
Q de operatii algebrice.

Demonstratie. Fie (P, multimea regulilor de producere ale gramaticii &,
impértitd in grupele G, €, ..., dy. Vom construi pentru fiecare
reguld (4;, w;)€P, o operatie algebrics in W. Pentru aceasta vom pro-
ceda pe rind cu grupele gy, g - .., Gy. Inainte de aceasta considerim
insi grupa &, astfel ci

Gy = {( 4o, We1)y (Aogs Woa)y - -+ » (Aops ww)}a

unde A, € Vy, wy;€ W(Vy), i =1, 2, ..., p. Vom numi in_continuare
cuvintele w,;, % = 1, 2, ..., p, constante individuale sl atuncl vom avea

€ = {wy; | wy; € W(Vy) &3 (Ao, Woi) € Got-

Elementele lui @ vor fi notate cu ¢;.
Operatiile induse de perechile grupel g, se definesc astfel : Dacd
(dq,, w,,) €6, atunci 6] se definegte prin schema :
w Ay, dach v W sl & = & wo,%y, T F VW2
2 in caz contrar.

() ={
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Presupunem acum ci (4,, w,)ed;, j=1,2,..., N. Deoarece
G este o CF-gramaticd normala, w, are una din formele :

(b) w; = B, BeVy,

(¢) w, = AB, A, BeVy

(d) w; =, Bt,, BE Vs tyy tae W(Vyp), 1y, tz + ¢

() w, = AtB, A, Be Vy,te W(V;), t= ¢

; lOpera@;ia 0/ indusdi de perechea (4,, w;) in cazul (b) se defineste
astfe ,

0i(z) — 2, A,y dacd xe W §i & = 2, Bwx,, @, == vBz.
€ in caz contrar.

In cazul (¢) vom aves,

0i(z Im, Az, dacd ve W §i 2 = 2, ABx,, 2, = vABz
£ in caz contrar,
In cazul (d) vom avea
6 (z) — x, Az, dacd we W §i =, t Bty ,, 0,5+ 0, Bt 2
* £ in caz contrar.
in cazul (e) vom avea
0)(z) — v A, dacd ze W §l o = x,AtBux,, x; 5 vAiBz,
& in caz contrar.
In toate aceste cazuri ;, #,, V,z pot fi egale cu cuvintul vid e.

, Daci notdm cu 0,, 0,, ..., Oy operatiile algebrice astfel definite.
de citre toate regulile de producere din §,, G, , ..., Gy respective, atunci

Q=eyo,uU6,U..-U0By.

Fie acum limbajul formalizat L () generat de citre CF-gramatica.
normalid @, adicd

L={weW (V) |(34,eVy) 4, =52},

unde R este un produs finit de relatii binare induse de mulfimea £

in W. Notim cu [4;] multimea tuturor cuvintelor 11mba3ulu1 L (G),
astfel ca

[A4,]1={z| 4, |=2,2eL(G)}.
Atunci este evidentd egalitatea

L (G) = g [Ai]y

unde I = (0, 1, 2, ..., m), m = Card (Vy).
LemA 2. Dacd A EVN st we[A;], atunct existd un sir finil de
operajii 0,, 0,, ..., 6, in Q asa ca

0, 027"'76p(w)=Ai7
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unde prin 0, 0, ..., 0, (x) am notat aplicarea succesivd a operagiilor

01, 05y ..., 0, asupra cwvintului z.

N v ~ » ~ p-']
Demonstratie. Deoarece xe[A;], urmeazd c¢i existi B = [[ B, ,
- 2

unde R; este relatia binard indusd de perechea (4, w,) in w, ]=pentru

i=0,1,...,p —1, astfel ca 4;|=—; «. Prin urmare existd sirul de
cuvinte %y, %y, ..., @, astfel ca sd avem

2y = A,

xi}_‘Rji\wH-lf t=0,1,...,p—1

x, = 2.

P

Aceasta inseamns cd

@,y = 4;  a*
— ql 2
v, =a'w; &
unde z, = ve L (@), (Av L Wi ) €Pe- Prin urmare vom avea (4; ,
e §,. Fie atunci 0, operzma indus@ de perechea (4; _,w; ) inW.

Atunci

0, () = 0, (¢,) =a Ay‘pgl X2 =, .
Procedind analog cu z,_, ca si cu x,, din aproape in aproape ajungem la
egalitatea
' 0, (0, (..., (6, (®))) = 4,
sau

0,0,...0,(x) =4,

ceea ce demonstreazd lema.

LemA 3. Dacd x e L(G) si dacd em’std sirul de operalii
6,,0,, ..., 0, din Q astfel ca 6, 6, 6, () = ., atunci existd relatiile
, B, induse de catre perech@le (A 5 w; )y (A 5 w;), .. (4, 0

i My oo i
asifel ca sd avem

ip ’p

A|=no B=TIE,.
Demonstratie. Fie xe L(G) si 0,0,,..., 6, Q astfel ca
0,0, ... 6, (2) = 4,. Conform definifiei lui Q avem
=@ W gy By F o, 7, (Ajp, W) e Py,
iar operatia 'ep indusi de aceastd pereche aplicatd la x ne di
=0, (2) =2 4; @,.

Procediim analog cu y ca §i cu « §i apoi din aproape in aproape
punem in evidentsd pe1ech11e (4;, w; D (A, y W)y ey (Ajp, w; ) astfel

ca 4, t_ r @ R= H .» ceea ce demonstreazd lema 3.

Q=
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DrriNiTIA 8. Dacd we L (G) si 91, B, ..., 0, este un gir de ope-
ratii algebmce din Q astfel ca 6, 6,, ..., 0, (%) = A1 ,unde 4, VV , atunci
vom spune cé 0;, 0,, ..., 0, este o analizi a cuvintului o in mul-
timea [4;].

LeMA 4. Fie v e L (@) ¢ 2e[B], Be Vy. Daci in mulfimea
Pe existd regula (A, , B), atunct xe [4,].

Demonstratie. Deoarece v € L (G) si @ € [B], conform lemei 2
existd o analizd 0,, 0,, ..., 0, a lui # in [B].

0y, By, ..., 6, (z) = B.

Dar in @ existd perechea (4,, B). Atunci in Q existd operatia 9, indusé
de aceastd pereche, astfel ca 0,(B) = 4,. Aceasta inseamn# ci girul
0,,0,,...,0, este 0 analizé a cuvintului # in [4,]. Dupd lema 3 rezultd
cd A; | g

LemA 5. Dacd x,, v, € L(GF) si @, € [A4], %y € [B], tar A,BeVy
st dacd in (P existd perechea (A4, AB) atunci avem x = x, T, € L (G)
st @ = mwae [A;].

Demonstratie. Fie 01, 0%, ..., 0 §i 02, 03, ..., 02 analizele lui
x, §i respectiv x, in [A] respectiv in [B]. Dupé lema 3 avem

016% ... 0} () = A
0202 ... 62, (z,) = B.

Presupunem acum cd 0, este operatia indusé de perechea (4;, AB).
Atunci, evident, vom avea 0,(0} ..., 0% (@) 0 0365 ... 62 (x,)) = 4,,
unde o este operatia de semigrup. De aici urmeazs?h cd sn?ul operatiilor
0,, 01, 65, ...,0,6%, 02, ..., 62, este o analizé a cuvintului @ = 2,
in [4,] si prm urmare lema este demonstraté.

LeMaA 6. Dacd »,e L(G) g¢ x,e[B], Be Vy, si dacd in P ewisld
perechea (4A,, t,Btl,), atunm cwvintul o =t AN apartme limbajulut L (G)
st Lt e [A 1]

Demonstratie. Fie 0,, 0,, ..., 0, o analizi a cuvintului »; in B.
Congiderdm atunci cuvintul o = tloe Oy, ..., 0,(2y)0t, si operatia 0,
indusd de (4, t;, Bt,) in W. Este evident cé

0,(f,0 0.0, ... 0, () 0t,) =4

Prin urmare 9,, 0,, ..., 6, este o analizd a lui ¢ x ¢, in [4;] §i deci
t, 2 t,e L(@) §i t, 2 t, e [A;] ceea ce demonstreazd lema.

LemA 7. Dacd 2, %, L(G) st ¢, [A], v, [B], A, Be Vy st dacd.

existd perechea (A;, AiB), atunci xtw,e [A,] st wtw, e L(H).
Demonstragie. Fie 01, 6, ...,0L si 0%, 067, ..., 02, analizele lui
2z §i x, In [A] respectiv. [ B]. Oonsidemm cuvintul « = 61, 0, ...
61 () oto 0302, .. 62 , (¥) = AtB. 53 presupunem cé 9, este operatlay
induse“m de (4;, AtB) m Atuncl avem 0, (w) =4, sl prin urmare girul
operatiilor 0, 61, ..., 6,1,1, 02, 08, ..., 922 este o analizd a lui wlta:z‘
in [A4,], de unde rezultd lema.
Fie acum un limbaj formalizat L(G) generat de o CF-gramaticd G
si fie © domeniul de operatii induse de Pg in W. Vom defini in continuare:
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in limbajul L (@) un domeniu de operatii algebrice Q' astfel ca sd avem
Card (Q) = Card (Q’).
Multimea Q' se construieste in felul urmitor : dacd ¢, €@, atuneci

~ evident ¢;€ L(6) si prin urmare putem considera € drept multimea cons-

tantelor individuale din Q'. Fie acum operatia 0 e g;,j = 0, 1, , N.
Atunci 0¢ este indusd in W de o pereche de una dm formele :

(@) (A, wy), 4, Vy, w, =g

(b) (44, B), 4, BeVy

(e) (4,,4A B), A,, A, BeV,

(d) (4, 4,Bty), A, Be Vy,tt,e W(Vy), t,,t, 5k ¢
(e) (4;, AtB), A, A, Be Vy,te W(V,), 1 <.

Dacd 0] este indusd in W de o pereche de forma (a), atunci acesteia ii
va, corespunde in L (G) o operatie 0,7 definitd astfel

G;i(x){w dach ze L(G) si xe[d4,]
¢ dach xe L(G) si xa[A4,].
In felul acesta corespunzitor cazurilor (b)—(e) vom avea definiti operatia
6 dupé schemele urmétoare :
0/ () =' {m dacd ve L(G) §i ze [B]
e dacd 2 L(G) §i ze [B]
x5, dacd @, v, L(G) si v e[d], v, [B]
¢ dacd @, v, e L(G) 81 v, e[A] san x,« [ B]
0/ (2) — {tlwtz dacd ve L (@) si ze[B]
e dacd ze L(G) §i we [B]
lw, dacd xy, v, L(Q) si vye[4A], 2, [B]
e dacd x,, o L(G) i v e [A] sau x,e [B].

Oy, ) = {

67i(aty, 23) = {

Procedind analog pentru j =0, 1,..., N, obtinem domeniul de
operatii Q', cu proprietatea indicatd mai sus. Constructia de mai sus este
posibild avind in vedere lemele 2—7.

TeOREMA 4. Multimea L(G) ) {<} este o algebrd wniversald relativ
la domeniul de operatit algebrice ).

Demonstrajie. Teorema rezultd imediat din constructia multimii Q.
Vom nota in continuare cu £, algebra unlversala pusd in ev1denta prin
teorema 4, §i prin urmare avem

Ae = {L(G)U{e}, Q.
CoNsSECINTA 1. Dachd of, este algebra wuniversald a limbajului
formalizat L (G) si daci 4,e Vy, atunci [4,]U{c} este o subalgebri a
algebrei oA.

Aceastd consecintd rezultd imediat din definitia mulfimii [A4,]
Precum §i din definitia algebrei oA .
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CONSECINTA 2. Dacd Ay, Ay, ..., A, sint toate categoriile sin-
tactice din Vy care apar in partea stingd a perechilor din multimea ¢,

Pt
atunci [4,1U[4,]U .- Ul4,1U{}

este o subalgebrd a lui ofq. _ ‘ o o
Aceastd consecintd rezultd ugor din consecinta 1 si din definitia

algebrei of,. Notdm in continuare cu ofg subalgebra algebrei of; pusd in

evidentd in consecinta 2. o o
TrOREMA 5. Algebra oy este o algebrd liberd a caret mulfime de

generatori coincide cu mulfimea €. _
Demonstratie. S considerdm toate perechile grupelor
Go = {(Ao1s Wor), (Aozy Woa)y - - 5 (A opt0op)}
G, = {(4y, Wiy)) (Ayzy Wig)y -+ - 5 (Ayqy Wio)}
n acest caz A, 4,,...,A, din consecinta 2 sint chiar Ay, A, -+ 5 A
Cuvintele w,; sint de una din formele
(b) wy; = B, Be Vy
(¢) wy; = AB, A, Be Vy ‘
(d) wy; = t,Bty, Be Vy, ty,t,e W(Vy), by, 1, F ¢
(e) wy, = AtB, A, Be Vy,te W (V) 1 5 =.

Conform definitiei grupelcr &, @1’; o3 Gws categoriile sintactice
care pot interveni in descompunerea cuvintului w,, au proprietatea ca

‘ r
A, Be (U Aw) U{dq}-
j=0
Din proprietatea (e) enuntatd la definirea partitiondrii multimii Py in
grupele Gg, G, --- » Gu urmeazd ci nu existd perechi d;a forma
(4,, w,) e Py, cu w, de una din formele (b)—(c) astfel ca 4, Be (U Am.) U
j=0
U{4), unde (4,, w,) si apartind uneia din grupele &,, Gsy -9 G-
gc}eag}tgx inseamngjcé koil}; este cea mai micd subalgebra a algebrei ot dife-
rits de @ care contine multimea @. De aici urmeazd ca multimea €@ este

o multime de generatori pentru algebra off. o .
Vom arita acum ci @ este o multime de generatori liberi pentru o .

Pentru aceasta .fie B o altd algebrd similard cu oL. Vom demonstra
c¢d daedt o transformare
f:e -8B
poate fi extinsd la un homomorfism
h:cAy — B,
atunci aceastd extindere este unicd. Vom construi homomorfismul &

in felul urméator:
S h(z) = f(x) dacd we€.
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Daycégc@@ deoarece @ este o mulfime de generatori pentru algebra of},
existd elementele @, #,, ..., w, € € §i de asemenea operatiile 6!,
0f, ..., 6; definite in of} care aplicate la (=, @, ..., x,) intr-o anu-
mitd ordine si ne dea elementul x. Pentru construirea lui A in conti-
nuare vom proceda prin inductie dupd lungimea lui #, in raport cu z,,
Tyy « .y @y Astlel, dacd @ = 6] (2)), atunci h(x) = 6] (h(2)) iar dach
& = 01 (%, ®,), atunci b (z) = 0] (h(x,), h(x,)). In felul acesta este evident
¢& transformarea h:€ — B se prelungeste la homomorfismul

h: oAy —B.

S ardtdm acum ci aceastd prelungire homomorti a lui f este unicé.
Pentru aceasta sd presupunem ci existd o altéi extindere homomorfi
I alui f:@ — B diferita de h. Dar, conform definitiei acestor homo-
morfisme, avem

hi{x) = h' () = f () pentru z < €.

Dacd v« € §i xeofl, atunci existd operatia 9; si elementele «;, z,
astfel ca = O (x) sau @ = 0y (2, 4,). Atunci decarece ' este un
homomorfism, avem
b (x) = 6, (b (2)))
sau '
W (@) = O (' (), b (,),

Dacd ,, 7,€ €, se vede imediat ci h(z) = I’ (#). Daci insi «, v, @,
asupra acestora se aplicd acelasi rationament §i deoarece @ este o multime
116 generatori pentru o iar elementul « are o lungime finitd, din aproape
In aproape se ajunge la cazul x = 6}, 6}, ..., 0 (x,, @,, ..., 2,),
unde x;,, &y, ..., %, €. Atunci avem

(@) = 610 ..., OL(K (2,), B (@) ..., W (@),

Deoarece insé h §i k' coincid pe multimea @ §i sint homomorfisme, deducem
ugsor ¢a h(x) = h' (). Aceastd concluzie aratd ci multimea € este o mul-
time de generatori liberi pentru algebra £, ceea ce demonstreazi teorema.

ConsSECINTA 3. Dacé notdm cu off subalgebra algebrei of, astfel ca
]é = {[AMJU [Afz] U e U [A?'ai]u {8}7 Q;}?

unde Qje Qi este mulfimea operatiilor din Q' definite in of;, atunci
oA}, este o subalgebrd liberd a lui of;, care are drept mulfime de gene-
ratori liberi mulfimea '

AT — {e}.
Demonstragie. Consecinta 3 se demonstreazs in mod absolut analog ca

§l teorema 5.

_ TEOREMA 6. _Algebm universald A, este o algebrd liberd a cdrei mul-
time de gemeratori este oAY~' — {z}.
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Demonstrafie. Teorema rezultd imediat din teorema 5 si din conse-
cinta 3.

In Incrarea [4] au fost obtinute rezultate analoage pentru cazul
limbajelor logico-matematice de primul ordin.

Primitd la redactie la 5 aprilie 1967

Institutul de Calcul
al Academiei Republicii Socialiste Romdnia — Filiala Cluj
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