TRATAREA ALGEBRICA A LIMBAJELOR FORMALIZATE

DE

TEODOR RUS

In lucrare, pornindu-se de la definitia unui limbaj formalizat ca si o anumita
submuliime a unui semigrup liber, se face o legiturd intre tratarea obisnuiti a
acestuia gi tratarea lui ca si un anumit sistem relational. Sistemul respectiv este
indus in limbaj de gramatica acestuia. Pornindu-se de la consideratii din teoria
relatiilor, se ajunge la definirea celor doud probleme fundamentale ale unui limbaj,
§i anume problema analizei si problema ambiguititii, in limbajul sistemelor rela-
tionale. De asemenea, cu ajutorul acestor notiuni se construieste un algoritm de
analizi a unui limbaj sub forma unui algoritm normal.

§ 1. NOTIUNEA DE LIMBAJ FORMALIZAT

Fie V' o multime finitd nevidd de simboluri care admite o descom-
punere de forma V = Vy U V,, unde Vy N V, = ¢, @ fiind multimea
vidd. Elementele mulfimii ¥V, se vor numi in continuare categorii sintac-
tice, iar elementele mulfimii V,, se vor numi litere ale alfabetului limba-
jului formalizat definit peste mulfimea V.

Notédm cu litere mari latine elementele lui ¥, §i cu litere mici latine
elementele mulfimii V.

S3 considerdm semigrupul liber generat de mulfimea V, pe care
il notdm cu W(V). Elementele semigrupului liber se vor numi in continuare
cuvinte, gi se vor nota de asemenea cu litere mici latine de la sfirgitul
alfabetului insogite de indici dacd este nevoie. Notdm cu P o multime
finitd de perechi de forma (A4, w;), unde A,eVy, w,e W(V) pe care
le vom numi mulfimea productiilor. Dacd (4,;, w;) e P, atunci aceasta
se mai poate scrie i sub forma 4, — w;, ceea ceingseamni cd avem de-a face
cu o reguld de producere. Oricare ar fi regula de producere (4;, w;) e P,
ea furnizeazd o aplicatie definitd in semigrupul liber W(V) cu valori in
semigrupul liber W(V). Dacé notdm cu f aceastd aplicatie, atunci x € W(V)
apartine domeniului de definitie al Iui f dacd « are forma 2 = i4,v,
Valoarea aplicatiei f asupra lui « se va scrie sub forma af gi este tw, v,
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Faptul ei (4,w;) € P furnizeazd aplicatia f in semigrupul liber, W(V) ge
serie sub forma fi; »y. Domeniul Iui f se noteazd cu D, wy = {¢|2 =
= tAv} iar multimea valorilor lui fi4; w; Se noteazd cu

Oazwy = {y |y = twv}.

DeriNITIA 1.1. Numim gramaticd un cvadruplu ordonat de forma
(W(V), Vp, | P, {4y, 45,...,4,|A,€Vy}) si notdim gramaticele cu
litera @.

DrriNiTIA 1.2, Dacd #z, y € W(V), vom spune cid y este o derivare

a lui # eu ajutorul unei gramatici ¢ daci » = y sau dach existd sirul
de cuvinte x,, @,..., %, astfel ca s& avem:

Ty =
mif(Aj.’Wj) - wi+1 (/L _ O, 1,- e ey n -— 1)
Ty =Y,

unde fu,;, ;) este o aplicatie furnizatd de una din perechile (4;, w;) e P.

Dac# se folosegte mnotatia 4; - w; pentru .(Ai, w;)eP g dacd
@ fra; vy = @4, S scrie sub forma x,—,;., atunci nofiunea de mai sus
se poate prezenta sub forma

Ty = @
@ —® + 1 (t=0,1,...,n — 1)
by =Y

ceea ce coincide cu notatiile obignuite [1], [2], [3], [4].

Dacs y este o derivare a lui x, atunci uneori vom nota acest lueru
prin z = y. 7

DuFINITIA 1.3. O submultime LC W(V) se numegte 'limbg,j formalizat
generat de gramatica G dacd elementele lui L sint cuvinte in W(V,) si
dacd oricare ar fi w € L, existd o categorie sintacticd A; e Vy astfel ca
sd fie o derivare a lui A; cu ajutorul gramaticii G.

Mai scurt, limbajul L, generat de gramatica @, se poate defini
astfel

Ly ={z|oeW(V &3 44, Vy & A, = x)}.

§.2 RELATII BINARE IN LIMBAJELE FORMALIZATE

DerinITIA 2.1. Fie M o muliime nevidéd de elemente. Considerim
produsul cartezian M x M. O submulfime ® C M X M se va numi
relatie binard definitd pe mulfimea M.

Din teoria rvelatiilor [5], [6], [7] este bine cunoscutd urmitoarea
teoremd. .

TroREMA 2.1. Mulfimea vrelatiilor n-are (in particular mul,t.zmecut
relatiilor binare) definite peste o multime M formeazd o algebrd continutd

in algebra submulfimilor mulfimii M. )
Date fiind relatiile @, §i @, definite pe mulfimea M, avem :
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1. &, C @, in sensul teoriei multimilor.

2. Reuniunea @, |J @, = ® se definegte in felul urmitor : daci
(%, y) € ©, U D,, atunci (#, y) € O, san (x, y) € O,. Deci (, y) € D.
Dacd (2, y) € ©, atunci (@, y) € ®,sau(x, y) € ®, deci (z, y)e O, D,.

Prin urmare reuniunea a doud relatii ®,, @, se defineste ca relatia
care confine atit submulfimea produsului cartezian care defineste pe @,
cit g1 submulfimea produsului cartezian care definegte pe @,.

3. Intersectia @, | ®, = ® a doud relatii @, i O, se defineste
in mod aseminitor ca submultimea produsului cartezian care contine
elementele comune lui ®; si @,, adici :

(#, y) € ®; N @, implicd (x, y) € ©, & (2, y)e @, deci (z, y)e ©.
(@, y) € © implicd (», y)e O, &(w, y) € B,, deci (2, y)e ©, N D,.

4. Relatia complimentari @ a unei relatii @ se definegte in felul
urmaitor :

(@, y) € © daci (2, y)e M x Msi (w, y) | e D.

Date fiind relatiile ®, si ®, pe multimea M, vom defini produsul
relatiilor @, si @, astfel :

D= 00D, = {(r, 2) (2, y) € D, &(y, 2) € D,}.
Multimea relatiilor astfel definite posedd urmitoarele proprietiti :
1. @0 (Dzo(D3) = (Dloq)z)oq)s
2.(UD)ecd =) &,o
el

i il

3. @o(U @) = U Do,

ier =33
L (ND)edC N D0
iel iel

Din 2 5i 3 de mai sus avem si proprietatea: daci @, C @,
atunci @o @, C ® o D,.

Notiunea de relatie inversd a unei relatii se poate defini astfel :
datd fiind relatia ® = {(x, y)|(x, y)e M x M}, inversa ei este ® 1 =
={(y, »)| (=, y) € O} ,

Relatia inversd unei relatii astfel definitid se bucurd de urmitoarele
proprietiti :

1. (O ) 1=,
2. O, C @, implicd &7 C &;!
3. (U @)™ t= U &;!

tesI

ier
4. (NQ) =N
iel el

5. (@10 @) = B3t O

Prin 1 am notat o multime finitd de indici.
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Revenind acum la nofiunea definitd in (1.1) si anume aceea de
gramaticd, vom avea urmitoarea lemi :

LeMA 21. O gramaticd G induce in semigrupul liber W(V) care
wmird in definifia ei o muliime finitd de relatii binare.

Demonstratia acestei leme este aproape banald. Pentru realizares,
ei s& considerdm perechea (4, w;)e P, unde P este mulfimea perechilor
de productie care intrd in definiyia gramaticii ¢. Atunci este aproape
evident ci fiecare asemenea pereche furnizeazd o relatie binard definits
in semigrupul liber W(V). S& notdm cu @, relatia furnizatd de (4,, w,).

Spunem ci (o, y)e W(V) X W(V) apartine relatiei @, dacd apli-
catia fi4, v, definitd de (4,, w,) are proprietatea ci

@ fag o) =Y

sau cu alte cuvinte dacd x = t4d, v i y = tw,v.

S& notam cu @ multimea relafiilor binare furnizate de o gramaticd @
in semigrupul liber W(V) impreund cu diagonala lui W(V). Atunci dacs
D, 5i @, sint elementele mulfimii ® gi dacd (@, y)e W(V) x W(V) si
(z, y)e @; & (x, y)e D;, avem urmitoarea definitie :

DEFINITIA 2.2. Spunem c¢& @; precede pe @, pentru perechea
(, y) e W(V) x W(V), i notdm cu &; < &,, daci aun loc proprietitile :

1. (x, y) € O;, unde = = A, y = t,w;;v,, iar (4;,w,)eP si
furnizeazi relatia ©,.

2. (@, y) € ®;, unde o = t,A;v,, y = t, w; vy, iar (4;, w;)eP si
furnizeazd relatia @;.

3. t, =t 4,4, unde A, nu posedd intriri in cuvintul ¢,.

DEFINITIA 2.3. Spunem cd ®, precede pe ®; pentru perechea (z, y) e
e W(V) x W(V) i notdm cu ®@; < ®,, dacd au loc proprietitile

1. (w, y) € ®;, unde & =t 4,0, y ="t w, v, iar (4;, w,)eP si
furnizeazi relatia @;.

2. (#, y) € ®©;, unde x = t,4v,, y = t,ww,, iar (4;, w;)eP si
furnizeazi relatia ©;.

3. 1, = 1,43y, unde 4; nu posedd intrdri in cuvintul 4,.

Fie (z, y)e W(V) x W(V) i (z, y) € ®;. 84 considerim descom-
punerea cuvintului ¢ de forma

v =tAvt,A0,. .. 1, A0,,

unde subcuvintele ¢;, v;, j =1, 2,..., n, nu confin intriri ale categoriei
sintactice A,. Atunci faptul ca (x, y) € ®,, @, fiind relatia furnizati
de perechea (4,, w,), se poate considera in n moduri, adica existd »n des-
compuneri ale cuvintului  de forma

xz=tAdv cu y = twyw.

S84 considerdm prima intrare a categoriei sintatice 4, in cuvintul «
astfel ca sid avem » = t,4,v,, ¥, necontinind intrari ale altor categorii
sintactice. Atunci spunem ci (z, y) € O, ®F fiind relatia determinati
de @, astfel cd dacd (z, y)e O, atunci = = 1,49, ¥y = Lw,o, §i 4

nu mai.confine intréri ale categoriilor sintactice 4;e V. Putem acum™

defini pe ®{ in acelagi mod in felul urmitor : daci (z, y)e ®?, atunci
z = 4, 4,00,A,v,, astlel ca ¢, v, {, nu mai contin intriri ale categoriei
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sintactice 4,. In mod analog se poate construi @{”, unde n este numérul
intririlor categoriei sintactice A4; in cuvintul 2. §
Din definitia relatiilor @, ®®,..., @, avem urmatoarea pro-
prietate fati de perechea (@, y)€®;:
1 2 (n)
oL < PP < ... <O,

Convenim in continuare s% considersim relatiile @, ®®,..., O
ca §i un sistem de relatii furnizat de relatia ®,, pentru o pereche de
elemente (¢, y) e ®;, astfel ca =t 4d,0,... t,4,0,. .

DEFINITIA 2.4. Fie (z, y)e W(V) x W(V) si (a, yed;, O fiind
furnizatd de (4;, w;) € P. Atunci numérul » al relaiilor furnizate de @,
peste perechea (z, y) € @, se numeste gradul lui A, in o respectiv gradul
Iui w; in ¥ §i se noteazd cu

grady, ¢ =n si gradw, ¥y = .

Are loc urmitoarea lemi

LeMa 2.2. Dacd (@, y)e®; si (w, y)e®;, i=+7 §i dacd x, esie un
subcuvint al cuvintului © s avem grads o, =1 §i grads @ =1, alunc
are loc una din subordondrile ®, < ®; sau @; < ;.

Pentru demonstratie si considerdm («, y)e ®;, (», y)e®; sl fie
x, C », astfel ca si avem x; =t Ay, o = A0y, 4 §1 1, Ne mal con-
tinind intriri ale categoriilor sintactice A, §i respectiv 4.

Dach &, = 1.4t sau v, = viAd;v;, atunei grady; 4 >1 contrar ipo-
tezei. La fel dacd t, = tyAty sau 0, = vA,0y, atunci grads @ > 1
contrar ipotezei lemei. Prin urmare categoriile sintactice 4; § 4; au numal
cite o intrare in 2,. % notdm cu !(#) lungimea cuvintului € W( V), sau
cu alte cuvinte numirul simbolurilor conginute in cuvintul z. Atunci,
in cazul de mai sus, folosind notiunea de lungime a unui cuvint, avem
una din urméitoarele inegalitabi

Ut) < Uty)
I(ty) < Uty)
(1) = Ut,).

Daci I(t;) < I(%,) inseamnd cé @, admite descompunerea =t,1.40,
cu Ut) = Ut,) — Ut,). Atunci se vede imediat ci avem i = u d, u, $i
conform definitiei 2.2 avem @; < ®,. In mod analog se ajunge la con-
cluzia ei dacd I(ty) < U(t,), atunci @; < @,.

Daci U(t;) = I(t,), atunci vom avea x; = tAw §i & = A0, i
prin urmare t.A; v, = t,A; v,. Conform definitiei nofiunii de egalitate a
dou# cuvinte, avem ¢, = t,. In acest caz, 4; = A;, ceea ce contrazice 1po-
teza i == j. Aceasta demonstreazé complet lema 2.2.

DEFINITIA 2.5. Dat fiind semigrupul liber W(V) si o gramatica G,
vom numi inceput sintactic al unui cuvint « € W(V) relativ la gramatica a,
un subcuvint @, al cuvintului  care se bucurs de urmitoarele proprietafi :

1) ® = 2’z@”, @ $i o putind fi cuvintele vide.

(2) 3 ©;ed, astfel ci @, este furnizatdi de perechea (4,, wy),
unde w; = ;.
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(3) grads, @ = 0 si grads, o i
A J 5 Ade; " = 0 pentru orice pereche (A,, w,
condi éfi:l)e (il“l_cgledzrfﬁ‘o alti des’eonlllpunere a Guvin%)ului x c(aré’ s;véi)s?afé
DEFINITIA 2.6 %ma T=YNY S, ¥= w; avem la') < Uy).
vom numi sfirsit si.niaae?ig fal;nliimi? mlgI‘Au%)ul li%;ar W(V) si o gramatici @,
. \ cavint ze W(V) r i . ;
un Sublcuvmt &y al ’1,111 4 care are urméitoarele (prolil?ilggﬁtzi 1~2J gramatica &,
g 2; g” g zp‘l)mlgtb’) b7 t%llw’: putind fi cuvintele vide.
ande w, 2 g0 astiel ci ®; este furnizatd de perechea (4, w,),
(3) gradsa”’ =0 i gradu,z’’ .
- 8 Wlw;@"" = 0 pentru orice perech i
care s(a%n)' ?mcme ar _f} o altd descompunere a lui o Icie fgn%a(%v% 7—%)’6 Ij;
atistaco condifiile 13 o y, = wy (4w = P avem I(a") < I(y;)
. : 3. d un  cuvt ; 7 oL
Smtac% o, Gitomot Gonete ot umcz.nt xe W(V) admite un tneeput (sfirsit)
conditii?gtggfj d?]m_onstrayie fie 2eW(V) pentru care sint indeplinite
o 7, 0 este nitlel 2.'51 &y f.und. 1chputu1 sau sintactic. S& presupunem
astfell i uanﬁlrc $1 cd mai exasta incd un inceput sintactic y;, al lui «
e ek avem @ = y'yy” i @y, find indeplinite  condi-
grad A.y":g Si gld pentru acesta. Atunci, deoarece grad., &' —= 0
Sintactice. Deoare gradu; '=0, gradw, y'=0, &’ si y’ nu admit irfeeputuri
si y, nu este i ce @y 3=y, avem U(a') == Uy'). Atunei sau Ua') < I(y)
tactic. Aml?ellél c;gélstt; mtactic sau I(y’) < Ya’) si @ nu este inceput Slzl-
rezulti ¢ o, — 4., variante contrazic ipoteza de mai sus. De aici
L o
_ (W(TE/'?IAV‘?A.P Dtgfb (@, Y) e W(V) X W(V) si G este o gramaticd G —
o multimé figz,itd 7d6 I’Z”t:" A, |4V} st dacd x =y, atunci ewistd
(7, y)e®: o D, o re ?7'&)' (Dili; d@i?"“'.’ @i, din mulfimea § astfel ca
gatoﬂ%ﬂiferi,ti intre . oy AR 0y, § =12, p, nefiind obli-
definifiol 1.2, avem 5 — i etk gt Ao, oneteke ek contorm
astfel ca, Y exista girul de cuvinte x,, ..., z,,

Ty = &
@i flazuy = @44
Ty =Y
Pentru anumite aplicatii fia;,w; definite de perechile (4;, w,)e P. Daci

(DA K S S 1 ’
b J 81 exista SH‘Iﬂ 0 @€ ’ .« . &€

astfel ca sd fie indeplinite conditiile din definifia 1.2, atunci avem ’

Ty = tlAily Uy

$]_ == tlwix 7/01

81 deci (@, ;) € @, @y fiind relati izati
i i fia furnizat g . )
In mod analog pentru orice j — 0,1,..., p aaggmpelechea (i, ) < P

wi = tlquw,L

Wi = LW W,
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gi deci (w;, #;4,)€®i;, @ fiind relatia furnizati de perechea (A,
wi,) € P. Dar relatiile "®i,, @i, .., ®;, sint cuprinse toate in multimea
$. Rezultd imediat cd (@, #.)€ @i, o @y, siln general (@, ,)< @i, o Di,o...
. o ®i,. Deoarece x, = & si @, =Yy, avem (&, ¥) e®io®;,o0...0Di,
TEOREMA 2.1 Dacd L, este un limbaj formalizal definit de grame-
tico G = (W(V), Vg, Py {44, .-, A, A, eVy)), atunci oricare ar fi
cwvintul xe L, §i categoria sintacticd A, < Vy asifel ca A, = x, existd un
produs de relajiv i, Diyy. .., Qi,, Oi;ed,j=1,2,..., P astfel ca
s avem (@, y)e®io... 0Dy _ :
TEOREMA 2.1 este o consecintd directd a lemei 2.4 §i a definitiei
de limbaj formalizat.
LEMA 2.5. Dacd xeLg, Lg fiind un limbaj formalizat generat de
o gramaticd G, atunci x admite un inceput sintactic.
Deoarece ze Ly, existi o categorie sintacticd A,eVy astfel ca
A, = » sau (A;, 2) € Qi 0 Di,o. ..o Dy, unde ®;, ®;,..., ©;, este 0
submulfime a mulfimii ¢ a relatiilor furnizate de G peste semigrupul
liber W(V), V=VyU Vs, Vs N V:e=0. S& presupunem ci p = 1.
Atunci (4,, ®)e®;, si deci x =1, WV, W; fiind inceputul sintactic
al Ini #. Prin inductie, daci presupunem lema adeviratd pentru un p

oarecare, atunci rezultd usor ci ea este adeviratd si pentru p + 1, ceea

ce inseamnd ci lema este adeviratd pentru orice p. Pentru a arita acest
4 lema este adevaratd pentru orice

lucru si presupunem ci p > 1 si ¢
q < p. Atunci avem

(A,;, m)e(l),,-l ) (I)vi‘:o_ ., o (I)ip
(4, 2) €D,

(zl7 22) € q)iz

(#p-1) @) €Dsy
Deoarece (2,_;, %) € @i, inseamni ci

2p_y = 14,

@ = tw,v.

Daci teL,, atunci, deoarece (A;, 2, )€ Pi o ... ®:, ,, rezulti cd ¢
are un inceput sintactic. Dupi cum se vede ugor, acesta va fi gi inceputul
sintactic al lui ». Dacd t ]eLy §i nu are inceput sintactic, atuneci
x = tw, v iar t §i w; indeplinesc conditiile definitiei 2.5, w, fiind inceputul
sintactic al lui a. i

DEFINITIA 2.7. Dacii L, este un limbaj formalizat definit de o gra-
matich G in semigrupul liber W(V), V= Vy U Ve VeNVe=Q §i
daci x e L,, atuncl dacé  admite o descompunere de forma & = 2'2;2"
astfel ca s& avem A,=> x,, spunem ci , apartine categoriei sintac-
tice A, si notim acest lucru cu @ € [4,.].

LEMA 2.6. Dacd L este un limbaj formalizat definit de gramatica G
in semigrupul liber W(V), V. =VyUVy V() Vy= & st dacd xelL,
si contine un subcwvint y € [4,], atunci cuvintul x, objinut din ® prin inlo-
cuirea luwi y ou A, admite un inceput sintactic, dacd x,FA;, A;eVy.
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_— Deoarece x € Ly, existd un 4, Vy si relatiile @i, @,
multimea ¢ astfel ca si avem (4; x) e O, o VB bonn
ipotezei lemei avem ” K @ %o @ Conform

x = tx'yx'v
o = tx' Az,

Deoarece x; 5= A, rezultd ci itz
; A, 4 cd tw sau x” & i
gtow>#1 @a:mAtun01, deoarece (4;, .’D)#E%il ° 11 .wo 1&);—# ?x;erga 1? d>m11ten]1) O%'
p>1 m,ya;e?a x = iv,. §1 @, = 4, contrar ipoteze?i @z = A néean?c%
o ¢ "Slﬁntu];l il P yeE i)y A;eVy. Fie y, cea mai de la stjinga, int e
e y 3n ng;gl;ou{wl cu aceastd proprietate. Atunci grad., mg
3 w; 3 = 0. a Ins & ca i i ic al Iui 4
o et (f e . e lema.eamna ca y; este inceputul sintactic al lui &,
- : ; .
novidd _VIA: %7 .UFsze segngru%ul liber W(V) definit peste o multime finit
rids V=T U T T NVy=@. O multime finitd de relatii binare
o wz.)’, A7e s ujn; %V in@f )W(Tt]f)lde‘ cdtre o mullime de perecsz de forme
i W 1€ Vy, w astfel inctt dacd (x IS
(%, ¥) % ;I)I;l Oit;zgag =1 tA vy, Yy = tww,, induce tn W,( Vg/)o gz'(mz)tiéi )
saficiopomonst E(Iia lemel 2.7 este aproape banald. Pentru aceast.a. est
suficier Gb : sgfrll 4 ge;albg; lni}l];i;lm%? perechilor (A4,, w,) care definesc o grae
. , 1 . " - - -
mat (%finese v .e.r, (V), chiar multimea perechilor (4,, w;)
emele 2.1, 2.4, 2.7 i teorema 2 i
. oy w . . : 5 .1 ne A . A
definitiile notiunilor de gramaticsd si de liml?a?'rnfl;t' amﬁm % formulan}
sistemelor de relatii. ] J formalizat - termenil
DE ’ . . w
Ve BIN;G;I’A V2N8n g ur'njré ng}aiglca pestg semigrupul liber W(V),
5 Va 1=, V un sistem d ii bi
(;I;z‘;/.)..e, gndgggnilte de 'cgndﬂ;nle un’nétoa,re: daed ?v, ;ele%%f (I%;I)MI:tu(glci
, : yi numal dacd » i i 7
) T/‘VJ v unde 4. & Py e ) vg(%r%lt descompuneri de forma o = {4,V,
]Sfm Fligiiirlx; %ug(bNO astfel de gramaticd.
] ITA 2.9. Numim limbaj formalizat gener i
;nglli%lmea_ cuvintelor semigrupului liber W( VT)g astfif cd.leme g;'amatlea %
y existd un 4;€V, cu proprietatea ci eare ar i

(A,i z)e O, « O, o o ]
» %) g Tig T q)ip, (Di,-E(I); J=12,...,p.

Pri I .
studiad sistemelor do relafi i definie pos A b e e
studi ‘T;O;I-I-J:@f, el DI def ; e @p.este un semigrup liber W(7V),
I limbarle og;?ulai ~acum cele dou# probleme fundamentale referitoare
roblandee malizate -gi anume problema ambiguitdfii unui limbaj si
DEFINI?; Ilzel2 1;3111 limbaj in termenii definifiilor de mai sus 9
Vi 7 U V.T U]%f hl;]lb%] Ly éieﬁnit peste semigrupul liber W(V),
. ‘ . 2 > se . : .
w't o e gy 5 2, &y wttal’ea (4,0 Do B D et
i ]q?)izo -+. 0@, este unic. ror W produsd
roblema construirii limbaj i
) i jelor formalizate neambi ine i
fel la construirea relatiilor @, ®,,..., @, in semi;%l;ﬁllrelvi}bneimﬂa(e Tefs)t
7

14 = :
F 1, V=VyU Vs, VyN Vp= O astfel incit oricare ar fi 4. e Vy

7
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siw e W(V,)daca existd un produs de relatii dintre relatiile @,, @,,..., @,
astfel ca (A, x)e ®io... o Dy, atunci acest produs trebuie si fie unic.
Noi nu vom studia in aceastd lucrare astfel de sisteme de relafii.
DerFINITIA 2.11. Dacd Ly este un limbaj formalizat definit peste
semigrupul liber W(V), Vg, V=VyUTVs V¥ V,= s dacd
z € Lg, atunci vom numi analizd a Iui # o multime de relatii @, , Qi -
G 0, O € ¢, j=1,2,..., p, astfel ca s avem

(4;2) € @ ° D;0..00 Q; , A, e Vy.

in felul acesta apare clard legdtura dintre cele dou#t probleme fun-
damentale ale unui limbaj formalizat. Se vede acum limpede cé dacéd un
limbaj formalizat este ambiguu, atunei el nu are o analizé unicd §i invers,
dacd un limbaj formalizat nu are o analizd unicd, atunci el este ambiguu.
in cele ce urmeazd, bazail pe notiunile construite mai sus, voI

descrie un algoritm de analizd pentru un limbaj formalizat.

$ 3. ALGORITM DE ANALIZA AL LIMBAJELOR FORMALIZATE

Dupid cum se stie [2], majoritatea algoritmilor de analizd pentru
limbajele formalizate s-au nascut din necesitatea verificirii dacd un anumit
cuvint al unui limbaj formalizat este sau nu corect din punct de vedere
gintactic. Acest lucru este foarte important in problema construirii trans-
latoarelor pentru diferite magini electronice cifrice de calcul.

Pentru construirea algoritmului, in cele ce urmeazd vom grupa
multimea relatiilor @, ®,,..., @, care definesc limbajul Lg, astiel
ca s fie posibil sé construim algoritmul respectiv ca si un algoritm normal.

Fie (4,, wy), (Agy Ws),- -+ (4,, w,), perechile care furnizeazi relatiile

®,, Dy, - -y n*

DEFINITIA 3.1. Spunem cd relatia ®,ed este o relatie initiald
dacd perechea (4;, w;) care 0 definegte are proprietatea e wi, € W(Vy)-

93 considersm toate relatiile initiale ale multimii ¢ §i sd le nume-

rotam cu indicii 4g, 4 ,-- -, ip, astiel ca
®; este furnizatd de (4i,,wi,)

[

®;, este furnizatd de (Ai,,w:,)

®;, este furnizatd de (Aiy,wip).

S% notdm acum cu @ mulfimea acelor relafii din ¢ pentru care

daci @, ®a, atunci perechea (A, w,) care furnizeazd relatia @, are
proprietatea ca wy posedd intréri ale categoriei sintactice A, . Consideram
multimea ¢ — Pa ale cirei relatii le plasim intr-o multime de grupe
de relatii Goy, G1y-- -1 Gr dups urmitorul algoritm :

(1) In grupa &, plasim toate relatiile initiale @i, @i,.. s Dy
adicd acelea pentru care Wiy, Wi, .-y Tip € W(V ).

(2) Dac# grupa &; 2 fost construitd, atunci grupa €., se constru-
iegte din acele relatii  @;,, @j,,..., P, care au proprietatea cid wj,,
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Wi,y . -, Wi, 8int cuvinte in W(V') care contin, ca si intréri ale cat i

. S . . > " e

sintactice din Vy, numai pe acelea care auyintra,t in relatiile Cmgeorulor

stituie grupele &,, &,..., G, ;. ’ eon-
(3) Repetdm procesul descris de pasul (2) al algori i ping

| € pro¢ goritmului ping cf

toate é“glai,n}ﬁlve mul%mu ¢ — @, sint plasate intr-o grups. Pl eind

4 notam cu N numdrul grupelor astfel obti i 5

toares Dot grup finute. Atunci avem urms.-
LeMaA 3.1. Dacd & este multimea relatiilor bi ) )

. . nulf ) inare in  semigr
g,é;se(?;” _187V( V) care def@lqtzg,st.e. g(gamagca @, atunci in urmae aplicdri algwitgm@z%zg
descris mai sus mulfimis § — recare relafie est i dntr- 5
$i numai n une singurd. 2] ] ¢ plasatd Tutr-o grupa

Deoarece ¢ este o mulfime finits, ¢ 0] i ini

) ) ) este fime y @ — @ este o multime finity
g1 dupd un numir finit de apliciri ale pasului (2) al algoritmului deseriz
mai sus, flevcalje element al mulfimii ¢ — @, este examinat. Aceasta
inseamnd cd ﬁevcag?e dintre vaceste elemente este plasat in cel putin o
,lgrupa ?‘z Sé ardtam cd da(‘,?: O, e p— @,, atunci @, nu poate apa’rtine
.% doud grupe dlstm(}te. S4& presupunem pentru aceasta ci @, e@’ si

> €d,, k1. Atunci avem sau k <lsaul < k. Dacid k <, atunci pgré-
chea (4, w;) ca;re”furm.zeaza' ®, are proprietatea ci w, contine numai
»1niora'1j1 ale categoriilor sintactice care intri in perechile de definitie ale
relatiilor din g}'ll_pele Goy G- - oy Gp1. Dacd @,e¢g,, deoarece 1>k
»zq?.lconbline intrari ale unor categorii sintactice care intrs in definitia rela.
I,)lé OEI) (iilllngrgl*fgi)eée gf) , 6,&“ ye .,1@],0‘_1,1 contrar ipotezei care i)laseazé,

L - Decl in cazu 51 O, . ; i
P 5§ <lsi ®;eg;, O nu poate apartine
S& presupunem cd I > %k §i ®,eg,. Atunci i intriri
o . _ > k51 ®,eqg,. Atunci w; confine intrari al
-categoriilor sintactice care intrd in definirea relatiilor plasate in grupelg

o 1y -y Gy, altfel @; nu ar aparfine grupei &,. Deoarece | > %
avem ! > ksaul—1 = k. In ambele cazuri ®; nu poate aparfine grupei
G deoarece w; confine intriri ale cel putin uneia din categofiile sintac-
tice care definegte o relatie din grupa g, .

Pentru a extinde algoritmul de ordonare la i i
» > ul d multimea ¢ in intre-
gime, il vom completa cu pasii (1 ), (2'), (3") pe care ii descriem mai
Jos, 51 care au menirea de a plasa relatiile mulfimii ®, in cel putin o grupd
g’; L][)n g}-uI(JDa a& nu intrd nici un element al multimii ®, .

) _ ach ®,e®, 5i dacd, abstrachie ficind de intririle categoriei
'szntac_tlce Akvm cuvintul Wy, relaia @, se poate plasa in grup§ 2(-31
a uncl(‘go,_)pllaiza,ry p(% a,cea%sqi;a 13 grupa ¢; ca ultim element al acestei grupé’

. (3') Dacd @y = {0 Dy,,..., D atunci icd )
Tiecdreia din relatiile @, i=71, 2’,. .I.s ,}’s. ! se aplica pasul (2)

Notdm cu 2, algoritmul descris de ii
, pasii (1), (2), (3), (1), (29, (3)
care va exam ii imii ¢ i 7 'mito
pare T ina toate relatiile multimii ¢ §i vom avea urméitoarea
TEOREMA 3.1. Dacd ¢ este multimea relatii ]

. Tro 3.1 od 1 tiilor care definesc o gro-
lznatwa Glm semigrupul liber W(V) ) atunci U, plaseazd elemente{e multimig@' il
:,an grupele Go, Gy,. . ., Gy astfel incit dacd &, si G; sint oricare doud astfel
de g?”u]])ae e @ 5 j, atunci : g, Nd; =0, & find mulfimea vidd.

Demonstragia tveor‘emel se face in felul urmitor: dacsi @, = %)
atunci teorema rezultd din lema 3.1. Dacs @, == &, atunei dacd ®©, <I>A’
?
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@, nu poate fi plasat in doud grupe distincte. Aceasta rezultd din des-
crievea pasului (2') al algoritmului 2, ceea ce demonstreazd teorema.

S5 considerim acum multimea V£, V=VyU Vs, Vy N Ve=
— ¢ ca si un alfabet si si construim un algoritm normal 9 In acest
alfabet in felul wrmétor :

(1) Se considers grupa &, a relatiilor care definesc gramatica unui
limbaj formalizat L in semigrupul liber W(V) si se stabilegte urmétoarea
listd de formule de inlocuire : :

w;

Ay,
Ny

o

Wi,

Wiy -—>A@p .

fn mod analog se procedeazi pentru grupele &y, &,,. - -, €. Consi-
dersm atunci algoritmul normal in alfabetul ¥V cu formulele de inlocuire
stabilite mai sus si si-1 notam cu .

Tie relatiile ®;, @,,..., ®y furnizate de gramatica @ si ordonate
dupi algoritmul %;. Notéim cu @y, Px,,..., D, toate relatiile grupei £ y.

DeFINITIA 3.2. Limbajul formalizat L, generat de gramatica @
in semigrupul liber W(V) se numeste OF-limbaj daca perechile (Ay,, Wx,),
(Ax,, Wx)s- .-y (Ax,, Wx,) carve definesc relatiile @y, PCy,,..., Px,
au proprietatea ci Ay, Aw,,. . ., Ay, reprezintd aceeagi categorie sintac-
tied din V. S&% notim cu S categoria sintacticd respectiva.

DEFINITIA 3.3. Limbajul formalizat Ly generat de gramatica @ in
semigrupul liber W(z) se numeste CE-limbaj generalizat dacd perechile
(Ay,, Wx,) (Ay, Wu),..., (Aw, Wy, care definesc relafiile ®u,,
®y,,. .., @y, au proprietatea cd Ay,, Ay,,..., Ay, nu reprezintd toate
aceeasi categorie sintacticd din V.

S% considersm acum un OF-limbaj Lg si sd presupunem cé relatiile
furnizate de gramatica G in W(V) au fost ordonate cu ajutorul algorit-
mului %,. Considerdm toate lanturile de perechi (Aw;, wx,), (Wy;, Wx;-1),
vy (Wi rie1, Wy_r; ) astiel ca

Wyyor; = LWyloWy oo G Wty g

w, e WVy),i=1, 2,...,n
LeW(Vy),i=1,2,...,n+1
I (w;, == O &, F )

Dacd notdm cu S categoria sintacticd reprezentatd de Ax;, 7 =1, 2,. ., k,
atunci se vede imediat ci relatiile furnizate de (Aw;, wx;), (Ww;, Wy;-1 Vg e
ey (Wyergr1y Wyi—r;) adicd Dnyy Quio1,.. ®y,_», au proprietatea
cs produsul Dy;o Dyg_1o...0 Do,y 4=1,2,..., k confine acele
elemente x, y < W(V) care se obfin din derivarea Iui 8, ¥ avind forma

4 Wity Wy ... 8, Wyt ;. Adiugdm acum (ca si urmitoarele formule de
inlocuire la algoritmul normal ) toate formulele de forma.

48,8 ... 1,8t 8.
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270 TEODOR RUS se obtine chiar girul

ia si icd tine acesta, atunci
tegoria sintacticd la care apartll . ol
ou C?fgxgmé»rﬂor normale [2] al cuvintului respefthv (8,4, B, Gy, *,
e Considerim acum urmétorul _exemplu. ie 3 )\}, o sien
()7\} unde VN:{S7A7370} $1 VT:{+a*7 ) )
277 ?

furnizatd de perechile

12

S4 notam cu 9, algoritmul normal astfel obtinut. Atunci are loc urms.-
toarea teoremy :
TEOREMA 3.2. Dacd L, este un OF-limbaj si dacd we L, atuncs

A (2) =8, SeVy, 8 fiind categoria sintacticd unicd care apare in Parteg (8, 4)

stingd a perechilor (Ax,, Wx;), care formeazd grupa G . AL B)
S presupunem cd xe L,. Conform lemei 2.5, rezultd ci el admite (4, 4 +

un inceput sintactic. Fie acesta L Atunci z = o't @', t, = w,, w, e W (V). (4, B)

Aceasta inseamnd cf existd o formuld de inlocuire in schema algoritmuy-

lui U astfel ca aceastd formuld si se aplice cuvintului si s84-1 trans- (B, Bx0)

forme in cuvintul w,, unde = A, x". (€, (A))
Conform lemei 2.6, cuvintul #, va admite un inceput sintactic. Dacs, ’

acesta este cuvintul t,e W(V,), atunci din constructia algoritmului 9( (0, N).

urmeazd cd existd o formuli cu proprietatea cd se aplicd cuvintului g4
inlocuind cuvintul %, cu categoria sintacticd 4,, f,e[4,]. In felul acesta,
dupd un numir finit de pasi algoritmul % va inlocui toate intririle cuvin-
telor ;€ W(V;) din cuvintul # cu categoriile sintactice la care apartin
acestea.

Conform lemei 2.5, daci cuvintul %, astfel obtinut este diferit de
0 categorie sintacticd A;, 4, e Vy, atunci el admite un inceput sintactic
§1 prin urmare existd o formuld in schema algoritmului % care inlocuiegte
inceputul siu sintactic cu categoria sintacticd la care apartine. Se observy

. .. ate
Alooritmul de ordonare va aranja aceste perechi (sau relatiile furniz
gori

de ele) sub urmitoarea formsa :
Gy = {(07 )\)}
@1:{(37 0)7 (B7 B x O)}
g,={(4, B), (4, A + B);

¢a lungimea cuvintului  fiind finits, dupd un numir finit de pagi cuvin- G, ={(C, (4)}
tul # se transforms fie intr-o categorie sintacticd S e Vy, si atunci el este — (S, A)}
un cuvint al limbajului L, fie intr-un cuvint Ty L) < () astfel ¢ g, =15, )

Z, nu mai admite inceput sintactic printre formulele algoritmului A,

. c < o1 ari va fi
dar el admite inceput sintactic printre formulele algoritmului A, de forma Algoritmul normal A corespunzitor acestel ordona

08,8 ... t,St,,,. r—=>C
In acest caz se aplicd cuvintului z, formula pentru care s-a pus in evi- ¢ -+ B
dentd inceputul sintactic al cuvintului, inlocuindu-se #8¢,8 ... 1, 8%,
cu 8. Daci dupid un numir finit de apliciri a pagilor algoritmului A, se Bx(C—>B
obtine un cuvint z, astfel ca el si difere de 8 si nici o formuld a algo-
ritmului ¥, nu se aplics la acesta, atunci 71 € L;. Dacd , este S, atunci B —~A4
e Ly. Pentru a demonstra aceste dous variante este suficient si consi- A
derdm in ordine inversd girul relatiilor furnizate de perechile care au definit A+ B~
algoritmul normal si care s-au aplicat la cuvintul z si ping la obtinerea (4) - C
cuvintului #,. Fie acestea @, D,,..., @,. Si consideram apoi in ordine
inversd sirul relatiilor care sint furnizate de formulele algoritmului care A — 8.

au condus de la #, la x,. Fie acestea Dy @,.5,..., ®;. Atunci

este vizibil cg ui lanturile

. T
Deoarece pornind de la elementele grupei ¢, putem const;
(Syw)eq)loq)zOH-"q)s de forma
si deci xeL,.

Dacé se ajunge la cuvintul %, # 8, atunci intr-un mod aseminitor
se aratd cd nu existd o derivare a Iui § care s& conducd la z gi prin
urmare z | e L.

S& observim acum ci dacs algoritmul descris mai sus i1 modificim
in aga fel incit la fiecare pas inceputul sintactic (sau sfirsitul sintactic) al
cuvintului obtinut la etapa precedents aplicirii algoritmului 4 fie inlocuit

(1) (8, 4), (4, A + B)
(2) (8, 4), (4, B), (B, Bx0)
(3) (8, 4), (4, B), (B, 0), (0, (4)
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algoritmul normal %A, va avea schema
A=

¢ - B
BxC -~ B
B -4
44+ B4
(4) - ¢

4 -8
S48 -8
Sx8 -8
(8) - 8

Daci considersm cuvintul (2 - )% 2, atunci aplicind acestui cuving
algoritmul 9[, precizat de formulele de inlocuire de mai sus obtinem :

(1) (C + 0) x ¢ in urma, aplicirii primei formule,

(2) (B + B) x B in urma aplicdrii celei de-a dous formule.
(3) (A + 4) x B in urma aplicérii celei de-a patra formule,
(4) (8 +8) % 8 in urma aplicdrii celei de-g, §aptea formule.
(5) (8) x 8 in urma aplicirii celei de-g opta formule,

(6) S x 8§ in urma aplicirii celei de-a zeces, formule.

(7) 8 in urma aplicdrii celei de-a doug, formule.

Se vede deci ci (A + 1) x reL,.
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