ASUPRA UNEI PROPRIETATI A POLINOAMELOE .

DE

I0AN SERB
(Cluj)

Fiind date doui functii f(x) si g(x) nedescrescitoare pe [a, b], spunem ca
g(®) creste mai incet decit f(z) dacd pentru orice x;, x, € [a, b] astfel ca

a< o << h

are loc relatia

g(xe) — g(xy) < f(ay) — [(xy).
Relativ la aceastd notiune introdusi mai sus se demonstreaza teorema 1.
Teorema a doua din lucrare precizeazi care este gradul minimal al polinomului,
care si creascd mai incet decit doui polinoame date.
In incheierea lucririi se face urmitoarea generalizare :
Fiind date n polinoame f; ,..., f, care verifici ipotezele din enuntul primei teo-
reme, se giseste o conditie necesara si suficientd pentru ca s3 existe un polinom al
cérui grad se precizeazi §i care sd creasci mai incet decit cele n polinoame date.

Fie f(z) si g(@) doud functii nedescrescitoare definite pe [a, b].
DEFINITIE. Spunem cd functia g(x) creste mai incet decit functia f(z),
dacd pentru orice pereche de puncte x,, x, astfel ca

a << 2 < By b,

are loc inegalitatea :
9(@) — g () < f () —f ().

TeorEMA 1. Dacd fi(#) si fy(x) sint doud polinoame crescitoare pe
la, b], intotdeauna existd un polinom crescitor pe [a, b] astfel ca aceasta
8d creascd mai incet si decit polinomul fy(x) si decit polinomul fo ).
Demonstratie. Fie :

filz) = (2 — @) (p—a)r(a—my). . (2—a,)?, Py(a),
fi(@) = (2 — a)s(b—a)s(@—a,)" . . .(m—w,)" Pylx),
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unde P,(x) si Py(x) sint polinoame ce nu se anuleazd pe [a, b), iar
@yy byy Pry -9 D,s B2y bay Gy, - - -,y ¢, 8Inb nUmMere naturale sau unele nule, iar
@y, ..., @, sint puncte din intervalul (a,d). In plus, pentru cd fi(z) sify(a)
sint crescdtoare pe [a, b], Py1,. .., P,y Qay - - - , ¢, trebuie si-fie numere pare,
P, (») 8i P,(x) fiind polinoame pozitive pe [a, b], existd un numir pozi-
tiv, P, astfel ca pe [a, b] s& avem

0 < P < Pi(a),
0 < P << Py(m).
Tie acum :
@ = Max (ay, ay),
by, = max (b,, b,),
s, = max (p,, q,), i=1,2, ...,
Fie M un numéir pozitiv, astfel ca pe [a, b] /
M > L (@) = (@— a)o (b— @)oot (m— @)1 . .. (w— a,)r,
M > Ly(x) = (x— a)“O'“z(b—rx)”o"ﬁ(w— ) v, (),

In baza notatiilor de mai sus vom demonstra urmétoarele inegalititi
(ce au loc in intervalul [a, b]):

—5— (x— @)% (b—a)o (x—ay). . . (@ — z,)r L f{(x)

s p
- @ — afle—a). . (a— z,)r < fi (@)

Este suficient si demonstrdm prima inegalitate, intrucit, din motive de
simetrie, cea de a doua se demonstreazi analog. ‘

Avem :
£ (x — a)(b — @)Po(x— &)t . . (T—, )7 <
M 1 e r ~
) 1
< 5T (@ —a)yo(b—a)o(w—ay) . . (2—2,)" Py (2) <

< (@—a)(b—a)i(x—a)™. . (v— ) Py (2) = fi(@),

ceea ce trebuia demonstrat.

Cu aceste consideratii putem afirma acum ci existd un polinom
crescitor pe [a, b], care creste mai incet §i decit polinomul f,(#) si decit
polinomul f,(#). Acest polinom este :

VY (2) = £S¢ (x— a)% (b——av)”o(ﬂo—az:l)s1 co (@— ) da.
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{ntr- adevdr,

Y (2y) — V(2y) = % Sm (z—a)o (b—m)be (x—ay)r . .. (—,)* doe <

< S F(@) de = £, (2g)— fu (m).

Analog se demonstreazd cd ¥ () —¥ (1) < fol25) —fa (1)
Polinomul astfel gisit are gradul

g +by+8+ ... +s + 1

‘ fntotdeauna existd un polinom de grad mai mare decit a, + bp+
+ 8 +..-+8 +1, care creste mai incet i decit fi(@) §i decit f, (%).
Se verificd ugor cid polinomul
P @
(o) = (= a0 — a0 w)[

[

”““'“’"J"am
2(lal + ) ’

unde # este un numir natural, este polinomul care verifici proprietatea

de mai sus. . o )
TEOREMA 2. Nu existd nici un polinom de grad mai mic decit ay + by +

4848, + 1 care sd creascd mai incet §i decit fi(x) §i decit polinomul

f(@) (notatiile fiind cele de mai sus).
Vom presupune contrariul, cf existd un polinom R, (z) de grad

mai mic decit a, + by + 8 + ...+ 8, + 1, care cregte mai incet si decit

fi(w) si decit f, (2). .

Atunci ,

R, (#) — Ry () <f1 (®) — fi(@1)
=

x — o T — &

pentru orice x i x; din [a, bl
Deci R, (z;) < f{(»,) pentru orice 2, € [a, b], san Ri(%) < fi(%)

si analog Ri(x) < f: (). .
Dar, intrucit R} (z) > 0 pe [a, b], rezultd cd se poate scrie

R (2) = (z—a)s(b—a)(z—2)™ ... (v — )" B (@),

unde R (x) este un polinom ce nu se mai anuleazd pe @, b, 2y, ..., %, si
My, . .. ,m, sint pare. Fie m gradul lni R (). Conform ipotezei adoptate,
ag + by +my+...mtm+1<ay+by s+ ...+ 41
Atunei cel pufin una din urmétoarele inegalititi este valabild :

az < Qg

by < by,

my < 8y

m, < §,.
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In caz contrar, inegalitatea de mai sus nu ar mai avea loc. Pre-
Supunem cé este verificatd inegalitatea :

my < 8.

Construim un interval [o; —e, », + e], care 84 nu mai cuprinds
alte riadacini ale lui R; (x) decit pe ;: ,

[ I . | 4

: ~t $ T 0y ¥ T
a € x, . xtE I, . Zr b

Pe '[wl—e, o+, (m—a)"s(b——w)ba(w—wz)mz co i (@—a,)™ B(x) >R >0,

Deci B (2) > R(z —z)m — 2@ =) _ B(w—a)n
' (=)™ (p— )
8 = p1). Pe [@;—e, o+c] existd un' S > 0 astfel ca

(am presupus c

8> (#—a)2(b—a) (s —wy)7. . (2—a,) P, ().
Deci

B fitn)

Bi(x) >
WD > g o

Pentru # suficient de apropiat de #, avem
| B (2) > fi (),

ceea ce contrazice ipoteza ficuti.

In concluzie, conditia necesard §t suficientd ca sd existe un polinom
de gradul k, astfel incit s@ creascd mai incet decit polinoamele f,(x) si fy(x),
este 1 k> ay+by+s;,+. .. +s, 4 1 (notatiile fiind cele de la prima teoremi).

Generalizare : Dacd f,(x), ..., f (z) sint n polinoame pentru care :

f1(@) = (—a)2(b—a) (x—a) . .. (2—a,)r P, (),
fi (@) = (v—a)s(b—a) (w—a)n . . (2—w, )t Pyx),

¢ e & = & 4 s & & o 6 s & e o & 8 a & s

fi(®) = (z—a)™(b—x)n (g—x)u . .. (x—w,) P, (w),

condifia necesard si suficientd ca s¢ existe un polinom de gradul k astfel
incit sd creascd mai incet decit cele n polinoame este

k> max(ay, ..., a)+max (b,...,b,)+ ¥, max(p,q, ..., L)+1.
Ge=1

Primita Ia redactie la 28 noiembrie 1967
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SUR UNE PROPRIETE DES POLYNOMES

. (RESUME)

Etant donné deux fonctions f(x) et g(z) non décroissantes sur [a, b], nous disons que
g(x) croit plus lentement que f(x) si pour tous les x;, x, € [a, b]\, tels que a =, =, = b,
on a la relation g(xy)—g (x1) < f(xy)—f(xy). On démontre le théoréme : )
Si fy(x) et fo(x) sont deux polyndmes croissanis sur [a, b, il existe loujours un polynéme
croissant sur {a, b], tel que celui-ci croisse plus lentement que fi(x) et fy(x).

On précise le degré du polynoéme de degré minimal, qui croit plus lentement que les
polynomes ‘donnés. Ce résultat se généralise pour le cas ot a la place des polyndmes .fI. et
f, on considére n polynémes fy, fy, ..., fa, croissants sur [a, b}, en présentant u.ne co?dltmn
nécessaire et suffisante pour I’existence d’un polyndéme croissant sur [a, b], qui croit plus
lentement que fy, ..., fr.



