APLICATII ALE TEORIEI RELA'I,?IILOR
' IN LOGICA MATEMATICA

DE

STEFAN N. BERTI
(Cluj)

-Operatiile logice binare pun in corespondentd la doud propozitii o a treia propozi-
tie, corespondenta fiind un invariant pentru valorile logice 0 si 1.
In lucrare vom interpreta operatiile logice ca relatii binare si vom studia proprie-

tatile. acestor relatii.

§1. OPERATH LOGILE

Fie P si'A doud multimi nevide i 2 o aplicatie A: P — 4.
Doud sisteme finite de elemente din P :

1 7
Ay ..y 8oar, ..., a,

se numesc A, n-echivalente daci o v »
X (a,) = (a) (G=1,2 ..., n)
Dacd a;, ..., a, §i a1, ..., a, sint 2, n-echivalente, vom nota ,
(B -y @) (ay, .oy ).
Vom spune ci o corespondenti
w: P> P
este o operatie prelogicd in sistemul (P, 4, 2, n) dacd pentru
(@, ooy @) 50 (al, ..., a))
avem .
)

M (A ey @) = A(u(al, .., af
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‘ Sistemul (P, 4, A, n) se numegte sistem logic, elementele lui P
se numesc propozifii, iar elementele lui A valori logice.
Vom nota cu R (P, 4, A, n) mulfimea corespondentelor prelogice

fn sistemul (P, 4, A, n). Doud corespondente
w, Wy € B(P, 4, 7 )

sint echivalente dacd pentru orice a;, ..., a,&€ P" avem

Ap (@, ooey @) =2 (' (@, «ovy @)
in care caz notdm p ~ . ‘ ' '

Clagele de echivalentd corespunzitoare sint operafic logice din

(P, 4, % n). . .
TroREMA 1. Dacd mulfimea A are a elemente, atunci ewvistd in total

P
a
operatii logice in (P, A, )\ n).

Demonstratie. Numirul claselor de echivalentd determinate de echi-
valenta A" este a". Pentru fiecare asemenea clasi putem pune in co-
respondentd unul din elementele lui A, deci existd a operatii logice
in (P, 4, », n). ‘

in continuare ne vom ocupa de operatfiile logice binare in care 4
are doud elemente : 0 (valoarea logicd fals) §i 1 (valoarea logicd ade-
vir), iar n = 1 saun = 2. Pentrun = 1 avem logica unitard, iar pentru

n = 2 avem logica binari.
. . o % P 1 s .
Din teorema de mai sus rezultd ci existd 2* = 4 operatii logice

unitare §i 22> — 16 operatii logice binare.
Vom studia cele 16 operatii logice binare, pe care le vom nota prin

L, (k=0,1, ...,15).
PDaecd numérul & seris in baza 2 este
s (k, 3) 2% + s (k, 2) 22 4+ s (k, 1)2 + s (k, 0),

atuneci operatia I, se va defini prin tabelul

AP } A l ApLy o
0 ) sk, 3)
0 1 s (k, 2)
1 v sk, 1)
1 1 s (k, 0)

Se verifici ugor ci operatiile logice uzuale A, V; ®, =, siat Ly,
Ly, L;v Lys.

I
:
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TEOREMA 2. Dacd k este un numdr real nenegativ, atunct avem repre-
zentarea

2",

k
kznj-l = —21)[% .

Demonstrafie. Orice numir real k se poate reprezenta sub forma

k= i s (k, n) 2"

== — 0

unde s (k, n)e {0, 1}; aceastd reprezentare fiind unicd, deoarece nu
avem un gir de forma

s(k, —1), sk, —t —1), s(k, —t —2), .
(t > 0) format numai din termenii 1. Dacd am avea un astfel de gir
atunci ’

i —1

Y sk 2=y 2"=2"1

B .- Ne= —~

Ifc fiind un numir real, el este superior mérginit §i avem o reprezentare de
orma '

de unde obtinem

s (k, n):k—— M—i,
2')’&
unde
M=¥ s(kj) 21
R farl
este un numir intreg si
_ & 3(kJ)
t= j};w gn—j-1

este un numir subunitar.

Deci s (k, n) este de aceeagi paritate ca si[k]. Astfel

2"
]1 dacs [—]9
i

s(k, n) =

este un numir impar,

[k
l() dacd lé;] este un numir par,
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. deci

S(k, /n) :}_:_(__2__]_'.)____‘

Din aceastd teoremi obtinem imediat
TeEOREMA 3. Dacd k este un numdi inireg nenegativ, atunci

RN k-1 B
S AU,

n=0

§2. OPERATIILE LOGICE BINARE INTERPRETATE CA RELATII BINARE

Operatia logicé binard L, se poate mterpreta, ca o relatie binarid
definitd in {0, 1} x {0, 1}. Astfel ~ :

L, = {(a, b): AaLb) = 1}.
TrOREMA 4. Peniru complementard avem formula
S — Do
Demonstrafie. Avem v
O, = {(a,b) : 7 (aL,b) = 0} = {(@ B) : M(aLws_) = 1} = Lus-s.

TEOREMA 5. Peniru inlerseclie avem formula

Lg ﬂ FLI :: Lu b
unde o
158 [k
w=-— -+ tHl— 2n-2
LB D)

3 dacd a, b sint impare
— 1 dacd nu sint ambele smpare.

u%mz{

s

deci
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Demonstrajie. Avem

£ I
u::is(hnysa,m. “2(1* — ["%(1—(-DLJ)W

B0 n=0

-+ zt([ f} [;D .

TEOREMA 6. Pmtm reuniune avem formula

UL—L

B

Dewmonstratie. Folosind relafia lui de Morgan avem

unde

L,,UL;=C(C(L,UL:))=C(CL.O0L,)=15—(L15-mﬂL15_:)=

"‘15‘—-%§——»f%t([15é:'k].[152:'l]) gt —

g e

Ezemplu. Avem

Ls ﬂ L12 = L4-

Intr-adevir,
u="+ a2+ t,(2,6>% L)+ =

_15_ 1
2SS 43-2=4
T4 4 +

Pede altd parte,
I’5 = {(Oy1>7 (1’1)}’ L‘lz = {(070)7 (071)}7

Ls = Iy, = {(0,1)} = L,




Tabelul 1
UJ©o t 2 3 45 6 7 8 910 1112151415
00 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1|1 1 3 3 5 5 7 7 9 9 11 11 13 13 15 15
2|2 3 2 3 6 7 6 7 10 11 10 11 14 15 14 15
313 3 3 3 7 7 7 7 11 11 11 11 15 15 15 15
4 | 4 5 6 7 4 5 6 7 12 .13 14 15 12 13 14 15
5|5 5 7 7 5 5 7 7 13 13 15 15 13 13 15 15
6 | 6 7 6 7 6 7 6 7 14 15 14 15 14 15 14 15
7|7 7 7 7 7 7 7 715 15 15 15 15 15 15 15
8 | 8 9 10 11 12 13 14 15 9 10 11 12 13 14 15
9 | 9 9 11 11 13 13 15 15 9 11 11 13 13 15 15
10 |10 11 10 11 14 15 14 15 10 11 10 11 14 15 14 15
11 |11 11 11 11 15 15 15 15 11 11 11 11 15 15 15 15
12 [12 13 14 15 12 13 14 15 12 13 14 15 12 13 14 15
13 |13 13 15 15 13 13 15 15 13 13 15 15 13 13 15 15
14 |14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 14 15 14 15
15 |15 15 15 1515 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
Tabelul 2
n|012345678‘9101112131415
o/l 0o 0o 0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
101 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
20 0 2 2 0 06 2 2 0 0 2 2 0 0 2 2
3,0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
40 0 0 0 4 4 4 4 0 0 0 0 4 4 4 4
50 1 0 1 4 5 4 5 0 1 0 1 4 5 4 5
6/l 0 0 2 2 4 4 6 6 0 0 2 2 4 4 6 6
70 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7
8/ 0 0 0 0 0 0 0 0 8 8 8 8 8 8 8 8
9 /o 1 0 1 o 1 0 1 8 9 8 9 8 9 8 9
10 | 0 0 2 2 0 0 2 2 8 8 10 10 8 8 10 10
11 | 0 1 2 3 0 1 2 3 8 9 10 11 8 9 10 11
12 ] 0 0 0 0 4 4 4 4 8 8 8 8§ 12 12 12 12
3]0 1 0 1 4 5 4 5 8 9 12 13 12 13
14 | 0 0 2 2 4 4 6 6 8 8 10 10 12 12 14 14
15| 0 1 2 8 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

.
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Pentru reuniunea §i intersectia relatiilor logice binare avem tabelele

1 5i 2 in eare, pentru simplificare, am notat cu k relatia Lk.. o
Vom trece la studiul produsului de relatii logice bmar‘e.. §e stie ¢
B, B, C M? fiind doud relatii binare in M, avem prin definitie

BB, = {(a, b)|Jc¢:aBc \ ¢B, bl.
TeorEMA 7. Produsul relatiilor se definegte prin formula
L L =1, ‘

unde
8 (5(/', .7) =

' TN E i ini—z[3])>
1 dacds(k, 2{%—]—}-1)3(%3-&2——2 [—2—]) —}—s(k,Z[ 2])skl,j 2 [2]) >0
B ] y ] iMoo} =
0daci s(k, 2[-’5]+1)s(l, j42—2 [—H) +s(k,2[—2—])s(l, j—2 [5]) —0.
Demonstrajie. Vom nota
I =(s (k, 3) s(k, 2) s(k, 1) s(k, 0)_)
*“l©0 0y 1O &1
unde (i,oj) = 0, (i,l §) = (4, ) in acest caz, folosind definitia produsului
de relatii, avem : :

1 dacé,is(k, 3)s(l, 3) +s(k, 2)s(, 1) >0

s @ 3)={0 daci s (k, 3)s(l, 3) +s(k, 2)s(, 1) =0
o _ [1 dach & (k 3)s (1, 2) 8 (k Ds(ly 0) >0
(@ )“{0 dacd s (k, 3)s (1, 2) + s (k, 2)s(l, 0) =0
4y _ [L dack s (B D81, 8) + sk 0)s(1, 1) >0
# (# )"{0 dacd s (k, 1)s(l, 3) +s(k 0)s(t, 1) =0

oy 1 daci s (k& Vs, 2) + s (k, 0)s(l, 0) >0
s (@ )—{0 daci s (k, 1) s (l, 2) + s (k, 0)s(l, 0)=0.

Aceste formule se pot scrie sub forma unitd din enunt gi astiel teo-

rema 7 este demonstrati. o o
in tabelul 3 avem produsele relatiilor binare cu aceleagi simplificdri

ca §i in celelalte tabele (L, notat cu k).
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Tabelul 3
A0 1 2 3 4 5 6 7 8 910 1112 13 14 15
"0 106 0 0 0 0 0 0 0 0.0 0 0 0 0 0 0o
1 0 1 2 3 ¢ 1 2 3 0 1 2 3 o0 1 9 3
210 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3
3]0 1 2 3 1 1 3 3 2 3 2 3 3 3 3 3
4 | 0 4 8 12 0 4 8 12 0 4 8 12 0 4 8 12
5 0 5 10 15 0 5 10 15 0 5 10 15 0 5 10 15
6 | 0 4 8 12 1 5 9 13 2 6 10 14 3 7 11 15
7 0 510 15 1 5 11 15 2 7 10 15 3 7 11 15
8 {0 0 0 0 4 4 4 8 8 8 8 12 12 12 12
9 0 1 2 ‘? 5 6 8 9 10 11 12 13 14 15
10 0 0 0 0 5 5 5 10 10 10" 10 15 15 15 15
11 0 1 2 3 5 5 10 11 10 11 15 15 15 15
12 0 4 8 12 4 4 12 12 8 12 8§ 12 12 12 12 12
13 0 5 1015 4 5-14 15 8 13 10 15 12 13 14 15
14 0 4 8 12 5 5 13 13 10 14 14 10 15 15 15 15
15 0 5 10 15 5 5 15 15 100 15 10 15 15 15 15 15
TEOREMA 8. Are loc egalitatea
LoLz:LstzLu
deci relafia logicd binard Ly, adicd echivalenta, are rolul unitdgii.
Demonstrafie. Avem :

$(9,3) s (I, j) pentru j = 3, 2

ool Te1Vfos A

8(9,2[2]+ l)s(l,] +2— 2[5}) — <
. o 9’2 l', - .

8(9,2[1.])3(1,3'_2[1]) _ /8( )s(,j —2) pentru j =3, 2
2 9 N

5(9,3) =8(9,0) =1, 5(9,2) =s(91) =0,

j : . ’ s(l, 1) ) -

8(9’2[22_]+1)8(l’j Ta-2 [i]) =/ B pentru j = 3,2
; } 5 7

0.5(5,j +1) = 0 pentruj = 1,0

oo 3 J{bi—2[3]) - ¢ G =2) =0 penira j =32

s(h, ) . pentruj =1,0

8(91)s(l, j + 2) pentru j =1, 0

$(9,0) s (I, j) pentru j — 1, 0
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deci N

J o o[l INefz.5— o[ 1)) =
8(9’2[2]+1)3(l’] 2 2[2])“(9’2[2})8(1’3 2[2})
s(l,j)+0;s(l,j) pentru j = 3,2

~
N

0+s(,3) =s 7 pentru j = 1,0
adicd
. s(z, j) =5, J)

si astfel s-a stabilit egalitatea LoL,=L,. Aseminitor se aratd cd L, Ly=1L,.

De asemenea se aratid ugor ci are loc -

TEOREMA 9. Are loc egalitatea

LeL, = Ly, (mod 15).

Observatie. Caleulul produsului se simplified folosind tabelul de
mai jos
20

|

1 2 4 8
12 00
0 0 1 2
4 8 0 0
4

I R

0 0 8

si tabelul 1 al reuniunii precum gi legea de distributivitate a reuniunii fata
de inmulfire {1].
Primita la redactie la 28 februarie 1967

Academia Republicii Socialiste Romdnia — Filiala Cluj
Institatul de calcul

APPLICATIONS DE LA THEORIE DES RELATIONS DANS LA
LOGIQUE MATHEMATIQUE

RESUME

Les opérations logiques binaires mettent en correspondance & deux propositions une
troisitme proposition, cette correspondance étant un invariant pour les valeurs logiques 0 et 1.
On interprétera les opérations logiques comme relations binaires et on étudiera les

propriétés de ces relations.
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