ASUPRA REPREZENTARII FUNCTIILOR NOMOGRAFICE

DE

L. BAL si M. MIFHOGC

In lucrare se stabileste corespondenta dintre tipurile (I)—(VII) de funciii de trei
variabile date de M. Warmus si nomogramele cu puncte aliniate cunoscute,
analoagi cu corespondenta dintre cele sapte forme canonice ale ecuafiilor stabilite
de R. Soreau pentru ecuatiile cu trei variabile si nomogramele cu puncte aliniate.

1. R. Soreau a studiat nomogramele cu puncte aliniate dupi ordinul
nomografic al ecuatiilor, care este numérul cel mai mic de functii de cite
o variabild liniar independente, care intrd in ecuatia datd.

M. Warmus, in lucrarea Nomographic functions, reia problema fun-
damentald a nomografiei, dindu-i o solufie practicd, bazatd pe studiul
functiilor nomogratfice de trei variabile.

Fie F:E—-R, E=E xE, xE;, E,CR (r = 1,2,3)

Se gtie c¢d pentru a reprezenta ecuatia :

1) f#,9,2) =0

printr-o nomogrami cu puncte aliniate este necesar si suficient sd existe
o ecuajie echivalentd cu (1) de forma :

X, X, X
(2) F(wy Y, ) = Yl yz Ya = 0,
Zl Zy Zs

unde X, =X, (), Y, =Y, (y), Z,=Z,(2) (1« = 1,2,3).
Analog ordinului nomografic introdus de R. Soreau, M. Warmus
definegte astfel rangul unei functii :
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a) Functia reald de variabili reald @ (u,v) definiti pe produsul
cartezian D = D, XDy, D, C R, D, C K este de rangul » (7}) >g), dacs
§i numai dacéd existd functiile Uy, Uy, ..., U,; Vy, V,, .. ., V, astfel cd :
G. = UV, + U_z?z + .- + UnYm unde U, = U, (u), V, = V, (v) sint de-
finite pe multimile 1_)1' $i Dy ¢i nu existd functiile U,, U, .-y Unp_yy
Vi, Vi ...V, definite pe aceleagi multimi, astfel ca G = U, V, +
+ Uz Vz + e + Un—-l Vn—l'

b) Functia F(x, y,2) este de rangul » in ra iabi ]

) ) 4 4 h port cu variabila x, da
§ls tnu‘lina.l da,cal, coletsldera.ga, ca 1o functie de doui varia,bilerw gi (y,,z), gg
este de rangul n. In mod analog se defin iei 1
PR et g efinegte rangul functiei in raport

¢) Functia F(x, y,2) se numeste nomografics, daci existi ii

: > existd functiile
X, Y, Z, (i=1,2,3), astfel ci F(x,y,2) si se poa’,cé pune sub format(l).

5 M. Warmus demonstreazd o teoremd fundamentald din care rezults
cd orice functie nomograficd cu trei variabile se incadreazi intr-unul
din cele gapte tipuri de funectii prezentate.

2. In aceastd lucrare vom studia formel

e e VC e Massau corespunzit
acestor functii nomogra,f}ceA in toate cele gapte cazuri men%«l)nzteoaég
t&eorema, fundamentald cdutindu-le corespondenta cu tipurile cunoscute
a,lein(iaa?&:@u cu trei variabile reprezentabile prin nomograme cu puncte

Se constatd c¢i ecuatiile obtinute din tipuri ii

constat: { purile de funectii (I) — (III

se reprezintd prin nomograme cu puncte aliniate de genul ;;emg ;) celé dixi
formele (AI_V).— (V) se reprezintd prin nomograme cu puncte aliniate de
genul intii; iar cele rezultate din formele (VI) gi (VII) prin nomograme
cu puncte aliniate de genul al doilea respectiv al treilea.

S4 prezentdm mai indeaproape aceste cazuri, unde i i
. reze 0. 1 pentru simpli-
f_l_(_3a’1re2 n?(’))tam X=X (20, Y, =Y, (y),Z, =2, (z’)y G, =06 (y, 2), (7“P=
= Sy 4 *

Functia F(z, y, 2) este de rangul doi { i i
variabiloe o y,z:’ , gul doi in raport cu fiecare dintre

(T) F(x,y,2) = X,G, + X G,,
unde functiile &,(y, 2) sint ambele de rangul in r iz
i) =‘Y ;Z2. gul unu In raport cu ¥ §i 2:
In acest caz existsi doi determinanti Massau diferiti

1.1 X, X, 0 X, X, 1
A, +pX, AT +pX,
0 Yl Y2 £ Yl — 0’
wY; + vY,
X,
Z, 0 Z. —_z 0
! A, + vZ,; 1

unde 2, p, v=£0.
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Ecuatia F(x,y,2) = 0 se reprezintd printr-o nomogramé cu puncte

aliniate cu trei sciri rectilinii situate pe laturile unui triunghi. Pentru

valorile particulare A = 0, p. = 1, v =1, obtinem ecuatia lui Soreau

x, x, o] |[& 1 1
X,
O Yl Y2 == O "'—:Y‘l—“— 1 =0
Lt Y,
Z, 0 Z Z, 0 1
Zy

din care rezultd ci ecuatia F(#,y,2) = 0 se reprezintd cu O nomogramé
cu puncte aliniate cu doud sciri paralele gi una secantd. Se observa ca
aceste doud tipuri de nomograme nu sint distincte din punct de vedere

proiectiv. .
Al doilea determinant conduce la :
2.1X, X, 0 L =E 1
A X, +pX, A X+ pdX,
A\Y, +vY,
Z
0o —Z, —Z, —
w2y + vZ, |
Ecuatia F (#,9,2) = 0 si in acest caz se reprezintd printr-o nomo-

grami cu trei scdri situate pe laturile unui triunghi sau cu dou# sciri

paralele si una secantd (dacd A =0, p =1, v= 1). .
Functia F (2,9,2) este de rangul doi in raport cu fiecare dintre varia-

bilele z,y,2, adicd
(I1) F(x, y,2) = X;64 + X.G,,
unde functia G4(y,2) este de rangul doi, iar @.(y,2) este de rangul intii:
G =YZ, + Y.Z,, G, = YsZs,
Aici , ‘
Yy = myY, + mgY,, Zy = nyZy + NgaZs.
a) Dacl MgMay + Maghigy 5= 0, %gp F=0, Mgy =% 0 avem doi deter-
minanti Massau diferiti :

0 y, 2oy +7,
2T =
Z z, —1Z, Z,—2ug
Mggligy Ly + MaaMgeliy 2 1 2
Mgy
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0 X 1
X,
’)’ﬂal Yl _}_ Y2
= | Me
Y, 0 1{=0.
m
m31 Z2 _ Z1
38 . m32’ﬂ31Z1 -+ m32n32Z2
Z, 7 1
2

I .
. punlcltzczu,(el§t .c:z ecua’gla'. F(fv,c »2) =0 se reprezintd printr-o nomograms
o ! liniate cu scdrile situate pe laturile unui triunghi (dacd g =£0)
cu doua scdri paralele si 0 a treia secantd (dacd ng = 0) ’

2. X, X, 0
MyNge Yy ~+ Mgyng, ¥,y -, Y, — eSS Y,
Ny =
O - Zl - EZ}_ —_ Z2
N30
X;
X, 0 1
Mg
S m31’”’32Y1 + m32'n32Y2 %32 YZ Yl
7, Y, =0
n
31 Z1 + Z2
0 R 1
7y

B ia 7 — N .
aliniateméama‘ }’(100,31,?) = 0 se reprezintd printr-o nomogram$ cu puncte
o mate u scarlle situate pe laturile unui triungbi (dacs mg == 0), sau
b)lng)gmfn& cu doud scéiri paralele §i a treia secantd (dacd my = 0).
ACA Mg Nyg + MagNgy 5= 0, Ngy = 0 : I
- 2 =0, m 0 v
Massan sint - y Maa , Mgy 5= 0, determinantii

. e aceiasl d. WS p 4
{‘- > LN .

2. Xl ' X2 O
My Ny ¥y + ’m32%31Y2 - ¥, — Y, =
0 Z, -7,
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X
0 - 1
Xy
_ Y, Mgy ¥y Mgy ¥y 11=0
Y, Y,
Z
Y 0 1
Zy

Ecuatia F(2,y,2) = 0 se reprezintd printr-o nomogramé cu punete
aliniate cu scirile situate pe laturile unui triunghi
¢) Dacd myng + Maghge = 0, M3y #* 0,

X, X, 0
m
O Yl 3 Y]. + Y2
Mgy =
m
MggNigiZy ~+ MggNgaZiy —Zy Z — m31 Z,
32
0 X 1
X,
May, 1Y,
— | M3z —
T 0 1 0
Mn g 7
Mg39 _ Mgy + MygNgeZp 1
Z, Z,

In acest caz ecuatia F(x,y,2) se reprezintd printr-o nomogramé cu
puncte aliniate cu scérile rectilinii concurente.

Se constatd ci pentru funclia nomograficd (II) existd doud nomo-
grame cu puncte aliniate distincte proiectiv.

Functia F(z,v,%) este de rangul doi in raport cu fiecare din varia-
bilele »,y,2: ’

(IIT) F(x,y,?) = X6 + X6,
functiile @,(i = 1,2) sint de rangul doi in raport cu variabilele ¥ si 2:

G, = Y1Zy + Yoy G, = Y375 + Y,Z,

unde
Y, = mguY; + mpY,, Zy = nyZ, + NgeZia,

Y, =myu¥, + mpY,, Z, = ngZy + Ny
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Notd . s .
m In acest caz ecuatia F(,y,2) = 0 se reprezinté printr-o nomograma
eu scirile situate pe laturile unui trinnghi.

T3 == MgNgy + MyN —
41 732 == maznal + M4t
427 b) Daci
acd

Ta = Mgy Ngy + MyNy, VYo ==
12 = MggMge —+ MyaN .
st (Tay — 742)% + 403ty 5F 0, 75, =0 81 7y (rg — 742) F 0,

&) Dacd (ry; — 74)% + 475574 == 0, 75, == 0 iar ? (1 =1,2) sint so-

lutiile ec“a'ti‘?i P2 — (rgs + 74) P + (rapfae — 735ty) = 0. 1 X X 0
Determinantii Massau sint urmétorii : .
7Yy + 1Yo - Y, 731Xy _
1. X, X, 0 1
ot . Z, 1 —Z,
7‘31Y1 + 732Y2 —_— Y] 1 42 -Yl + :Yz 7"31
EY = .
'y 0 Xy 475X, 1
plzz —Z2 wz2 — Zl X2
32 i
_ W _ | _rat; ¥y + (s — 75) Y, —
X; + pX, 0 1 T, B Y, =0
. P1— g Y
—_— Y
| _(rs —21) ¥y 4 7,7, T 1+ ¥a v 31 Zy 0 1
Y, , T, li=o0 | Zy
Py —7 ~ Ecuatia F(2,y,2) = 0 se reprezintd printr-o nomogramé cu scérile
-7, -7 situate pe laturile unui triunghi (dacd 7, =~ 0) sau cu dou# sciri paralele
0 — T P 1 gi una secantd (dacd 7y = 0)
2
| 2| x, X, 0
2. X] 2 0
_— i .
TnYy + 75 Y, - Y, -—?—2———4—2—Y1 + Y, ran Y, -%Y L Y, +Y|=
39 = i Taa — ¥
Doy —z, BT'my g4 r
1 YA —Z -8 Z,—Z
e Qg w ’ Tae — Ta1 ’ !
X, + 9, X »‘
__1_}___2__2 0 1 < 0 Xy + rp X, 1
2 X,
Dy — 7y '
—“= 2V, 4+Y
| s —py) ¥y + 75,7, a2 i 1 7_7_‘:&_}7# Tt Ts
¥, Y, =0. =|— -2 3:1Y1 Vg — a1 11=0
Py — 7y
0 732 i - 2=t
— 1 E T —Tm
Z ¥ 0 1
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Ecuati = | inté i
i araltla cF(w,y,_z) =0 se Teprezinta printr-o nomogramé cu dous
P ele sau printr-o nomogrami cu scirile situate pe laturile unui

tI‘lUIthi ca (o] i p i 2 a p]”li! 0 ‘ “)'

¢) Dacéd
(/"31 - 7’42)2 —]l— 4 V3olyy = 0 §1 o # 0
X, . 0
T ¥y +75,Y, - Y, Ta1 — Tyo Y, +Y
2735 : =
1"31 + 7442 —
—0=Z, —Z, a1 T T,
2 ' ) 230 2~ %
0 X, 1
X,
o T Y,+Y
27 2
= % Y, — M 1) =10
1
MZ2 —Z
- 1
2732 ) Tt -+ Tys
Zy 2 1

d) Dach (ryy — 79)2 + 475975 = 0, 75 = 0 5i T 0,

D. &) X, 0
m41Y1 -+ ’m42Y2 — Y2 Tsly1
z, Lz g
’ 2
31
0 e 1
X,
= — y-SIZE . T Y, +71,Y,
1|/ =0
Y, Y, :
731é —7
Z 31 1
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Tn cazurile ¢) si d) avem cite un singur determinant Massau si ecua-
tia F(x,y,2) = 0 se reprezintd printr-o nomograméd cu scirile concurente.

In rezumat, functia nomograficd (III) se reprezintd de asemenea
cu doudi nomograme cu puncte aliniate distincte proiectiv.

Functia F (z,y,2) este de rangul doi in raport cu fiecare din varia-
bilele @ si ¥, dar de rangul trei in raport cu variabila z :
(Iv) F = X1G1 + Xsz
functia G,(y,2) este de rangul doi, iar G,(y,2) este de rangul unu :

Gl - Y].Zl + Y2Z2, Gz - Y3Z3’ 1111(10 Y3 - m3l:Y1 + 7)}32Y2

Dacid Mg, 5= 0 avem urmitorul determinant Massau :

x, X, 0 0 H oy
X,
" i E
0 Y, Ny Y, =] M 1l=0
M3y ! : _ Y, 0
m msl Z2 . Zl Z
MagZy — Zy  Zy — m_31 Z, | Z”_-‘i_z___r__. —_ gy —2- 1
32 2 2

in acest caz ecuatia F(x,y,2) = 0 se reprezintd printr-o nomograms
de genul intii cu doud scéri rectilinii situate pe axele de coordonate $i a
treia scard situatd pe o curbid oarecare.

Functia F(z,y,2) este de rangul doi in raport cu variabilele x si ¥,
dar de rangul trei in raport cu variabila z ‘

V) o F=X@ + X6,
tunctiile G(y,2), + = 1,2, fiind de rangul doi :
G, = Y Z, + Y, Z,, G, =Y, 7, + Y, Z,
unde :
Y, = myu Y, + my Yy, Ty = Ny Dy + NgpZiy 4 NayZy,

Mgy Ngg = Myy

Nag
Mgy Ngq —+ My

Y, = muY; + MYy gy =
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Eecuatia F(z,y,2) =0 se r
celei mentionate in cazul (IV),
care, sau paralele cu axele de
sau scérile rectilinii paralele (m,

Dacd mgy nyy + my, 5= 0 avem :

X, X,
Mgy Mgy Y, +mggng, ¥, — Y,
(Mg + my) Z, — Zy

0

Y, + Mgy Ny + My,
Mgy Ngq + My

Y,
Mg Mg + My, 7
Mg gy + My '

2

..__Z2

Z,

Functia F(w,y,2) este de rangul

rangul trei in raport cu variabilel

(VI)

eprezintd printr-o nomo
cu scdrile

0

Mgy . m,
Y, 4 Ma2 s + My \
Mg Ngg + My =

Mgy Ngy + M,
32 ""34 4221 . Z2
Mgy Ngq + My
g N3a ¥y + Mg, Ny ¥y 1l=0
Y, -
- (Mg ngy + Myy) Z, 1
Z,

tunctiile @,(y,2),7 = 1,2, sint de rangul doi

G = YZ, + Y, Z,,

unde Y, = myuY, + my,Y, + m,Y,

>

Mgy Yy

MyZy

G, = YZ; + Y.z,
Zy = ngZy + N9y + NgyZy

m
Ry = — m42 Tgg (myy 5= 0) Ngq = — Myg
41
X, 0 0 S
X,
m Y, + Taz Y, “'n:zz”}‘g'i
- yz yl + 42,y2 v | sm— My 2 1 = {}.
My Y,
Myg
Z, —Z,
—Z Pz Zy — Z, —Ta ‘“‘7”41—2i 1
My Zy Z,

intr- grami de tipul
rectilinii formind un unghi oare-
coordonate (dacd my = 0 san Ngy = 0)
s Mg + My = 0).
doi in raport cu variabila §i de
ey iz .

F=X161+X2 2
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Ecuatia F(x,y,2) = 0 se reprezintd printr-o nomogramé cu puncte
aliniate cu o scard rectilinie §i doud scdri situate pe doud curbe oare-
care. In anumite cazuri particulare cele doud curbe pot s# fie situate pe
un cerc sall pe 0 conicid.

Functia F(x,y,2) este de rangul trei in raport cu fiecare dintre
variabile

(VII) F = X,G, + X,G, + X Gy

unde functiile G; (¥,2), (¢ = 1,2,3), sint de rangul doi.
Gy = Y7, + Y2y, Gy = Y373+ Yy Zy, Gy = Y575 + Y Z,
Y, =my Yy + my Xy + my Y,y 4 = 4,5,6,
Z, =y Zy + Mg Zy + Mg 4y i = 3,5,6,

Myq

g = — Mgy (Myy F 0) 5 Nag = — My,
My
P32 N5a . — T3z M5a
n51 = —————msg (m(;z :7& 0)7 %52 - Mmsl’
Mgy Mgy My Meg
Nige M5 ] UEPAET!
Ng = — ————— Myp; Ngg= ——— Mgy
My My Mgy M
Ms3
Ngy = — MN5g
Mgy
Notam

7 = (Myy Mgy — Myp Mg;) Mgy — (MyyMgy — Myp Mgy) Msg.

Dacd myme 5+ 0, avem urméitorul determinant Massau :

n 'n/4 X2+(m1m63— ’n4r
X, (g Mgy —mzamegy) — 325 X, 8 2 : X3
Mgy M3 M54 M4 Me3
— Mgy Mgy) ————— X3
My Mgy
m —
42 =
n32Y3 —— Yz Yl + YZ
My}
Mya
myZ, —Z, Zy— Zy
My
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Mgy Mgz X, Myy Mgz X,
My ———B1 4 My ————= 4
Ngg T X Mgy T Xy
+ (536, — MisaMg1) Nagtisy X g + (mgymey — MisaMey) Ty X g 1
2 517763 T M5allgr) Mged g
Ngy 7 X4 Nga T Xy
= =0
Mgy Mg Vg _ My ¥y 1
my Xy + myy, ¥, Mgy Y1 + Myy Yy
2
mg Z, Myy 2y 1
——
My Zy — My Zy Mgy Zy — My Zy

Ecuatia F(z,y,2) = 0 se reprezintd printr-o nomograms cu scérile
situate pe trei curbe oarecare. In anumite cazuri Darticulare, cele trei
curbe pot si coincidid cu o cubicy,

Din cele prezentate in acest articol rezultd corespondenta dintre
cele sapte tipuri de funetii nomografice stabilite de M. Warmus pentru
functiile de trei variabile gi nomogramele cu puncte aliniate, analogi
cu corespondenta dintre cele sapte forme canonice ale ecuatiilor de or-
dinele 3— 6 nomografice stabilite de Soreau pentru ecuatiile cu trei
variabile §i nomogramele cu puncte aliniate.

Primiti la redactie la 9 decembrie 1969.

Institutul de calcul
al Filialei din Cluj
a Academiei Republicii Socialiste Romdnia
Str. Republicii nr. 37, Cluj

SUR LA REPRESENTATION DES FONCTIONS NOMOGRAPHIQUES

(RESUME)

Dans ce travail on présente une étude de sept types de fonctions nomographiques
établis par M. Warmus [2], pour les fonctions de trois variables en vue de leur représentation
par des nomogrammes 2 points alignés.

On établit la correspondance entre les types (D)—(VII) de fonctions de trois variables
et les nomogrammes 2 points alignés connues qui est analogue a la correspondance entre les
sept formes canoniques des équations des ordres 3—6 nomographiques établies par R. So-
reau pour les ¢quations a trois variables et les homogrammes 2 points alignés.

On constate que les équations obtenues des types de fonctions (I)—(I1I) sont repré-
sentées par des nomogrammes a points alignés du genre zéro et que celles obtenues des types
(IV)—(V) sont représentées par des nomogrammes a points alignés du genre un; celles qui
résultent des types (VI) et (VII) peuvent étre représentées par des nomogrammes A points
alignés du genre deux, respectivement trois.
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