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Finally if f(x) % g(x) € m;} for any g(x) ‘JR:E, then if we suppose that

flx) & O, it results that f(x) has a slowly decrease and then f—(l—) is a
X
temperated distribution and it is easy to see that the product f(x) %%
x
can not be defined as a distribution of ‘m@ .
Lastly we can prove the following :

Theorem 6. The Fourier transform and its inverse change the multi-
plicative product in convolution and conversely, i.e. z'f

1) f(x) €M, and a(x)€Q,, then Fflx)e Mg, § alx)€ O and
§ (x(x) f(x)) = Fo(x) ¥ Fflx); ,
2) fx )EQI? and g(x) € O, then § f(x) e M, T

* f(x) = § a(x) %é:f( x). :
Proof Indeed for 1) we have & («(x) f(x)) = [§(o (x)fu(x)) = [Fo(x) *
[ (fn(x) % &n(x))] = [ /0 (%)

* §fa(*)] and § a(x) € O, (see [2]).
To prove 2) we have F(f(x) ¥ g(x)) =

= SN POIFG, J@1= 3 P0)FC, )

kgm kgm

B, (x)] nd [, (1= [ 33 G|
ie. [Fgu(x)] is a slowly increasing function alike as all its derivatives.

(x) € Q,, and § (g(x) %

k<m
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ASUPRA TRANSFORMATE! FOURIER A DISTRIBUTIILOR (II)
(Rezumat)

In aceasti continuare a lucririi [6], se studiazd proprietdtile distributiilor tempe—
rate si ale transformatei Fourier referitoare la produsul multxphcatxv si produsul de convo-
lutie. In acest scop se defmesc, in sensul lui Mikusinski [1], distributiile rapld descres-

citoare Qc si spatiile QRLp corespunzitoare spatiilor QLP din [2], dintre care ‘IRU intervine
in demonstratia teoremei 6 (vezil[2]).
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REMARQUES SUR LA DISTANCE ENTRE LES ENSEMBLES 1)

PAR
GH. TOADER

1. Considérons un espace métrique (X, d) muni d’une topologie com-
patible avec la métrique d et soient deux ensembles A, B C X. Définisons
la distance entre les ensembles A et B, comme d’habitude, par le nombre:
d(A, B) = inf {d(a,b); a€ A, beB}.

Remarque 1. La distance entre deux ensembles fermés, disjointes d’un
espace métrique quelconque peut étre zéro.

En effet, considerons I’exemple suivant: soit espace métrique (X, d),
ot X=[—1,0) (0 1], et d(a,b) = |a — b|. En considérant comme sous-
espace de l’espace R, il en résulte que les ensembles 4 =[—1,0) et B =
= (0, 1] sont fermés, disjointes et toutefois la distance d(A4, B) = 0.

Des [1] on peut déduire que si I'un des deux ensembles A et B est
compact, la distance d(4, B) > 0. Evidemment, cette condition est suffisante,
mais, compte tenu de la remarque I, on pose naturelement le probleme de
trouver des conditions nécessaires ainsi que la distance considerée ci dessus
soit strictement positive.

2. Nous allons chercher a repondre a cette question, dont I’énonce
general est le suivant:

Quelles conditions doivent é&tre imposées
pour qu’il ait la propriété :

() quels que soient les ensembles A, B C X, disjointes et fermés dans
Pespace (X, d), la distance d(A, B) > 0?

Considérons un espace métrique (X, d) qui n’est pas complet. Alors
il a une suite fondamentale (x,) qui ne converge pas. Alors I’ensemble
{x;n=1,2,..} est infini et donc si nous éliminons de (x,) les termes qui
ont déja parus nous obtenons encore une suite (y,). On voit que les en-

a P’espace métrique (X, d)

1) Présentée lors de la session scientifique de I’Institut Polytechnique de Jassy, le 2—4
juillet 1970.
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sembles A = {y,, ;7= 1,2,..} et B={y,;n=1,2,..} sont disjoiniss,
fermés (ils n’ont pas des pointes d’accumulation dans I’espace (X, d)) et
toutefois d(4, B) =0. Donc Iespace n’a pas la propriété (Z), ce qui dé-
montre le

Théoreme 1. Si Pespace mérrique (X,d) a la propriété (Z) il est
complet.

Remarque 2. La compléritude de Pespace (X, d) n’ést pas suffisante
pour qutl ait la propriété (Z), comme le démontre I’exemple suivant: dans
Pespace R les ensembles 4 =m;n=1,2,.} et B = {n— Inyn=1,2,..
sont fermés, disjointes, mais d(A4, B) = 0.

Soit maintenant un espace (X, d) qui a la propriété:

- quel qu’il soit xo€ X, M >0 er §>0, ils existent x', x" € X, x'=£x",
(S) ainsi que d(xo, x')> M et d(xy, x") > M, mais d(x', x") < 3.

Nottons avec S(xo, M, 3, %', x") la proposition ,,4 x, € X, M >0 et
3> 0 ils correspondent par (S) x'x" € X, x’=~x" ainsi que d(x,, x') > M
et d(xo, x") > M mais d(x', x") < 8. -

Soit ’élément a ¢ X. Alors nous avons successivement S(a, 1, 1 2, ay, by),
Slay,2,1/3, as, b)), S(as, d(a,,a,) + 1,1/4, as,bs). Supposons trouvés les
éléments a,, b, et nottons A, = {a,, a,, ..., a.}, dn= d(A,) = sup {d(a, b);
a,bed,, My, =d,+ 1 et §,,,=1/n+ 2 Nous avons alors S(a,, M1,
Outts @nyts buyq).

nt lieu les propriétés:

(a) d((ln,,H, al’) > 1>
(b) @1y b) >
(c) d(buiq, b))> %, pour 7=1,2,...,n.

En effet, si nous supposons d(a..;, a;) <1 il résulte d(@ni1, an) <
< dauy,a)+dai,a) < 14+d,=M, +1 qui contredit le mode de construction
de @,,,. Du méme, si nous supposons qu’il n’a pas lieu (b), on déduit:
d(@ny 1, ai) < d(@uiy, b)) + d(biy a)) < 1/2+1/2=1 qui contredit (a). Et, en-
fin, si (c) est faux, il résulte que: d(buy1s @n) < d(buyq, b5) + d(bi, ai)) +
+d(ai, @) <1/2+1/2 + d,=M,,, qui contredit la maniére de construction

€ On+1.

Nottons: 4 ={a;;i1=1,2,..} et B={b;i=1,2..}. De (a) et (c)
nous deéduisons que les ensembles 4 et B sont fermés, et de (b) il résulte
quils sont disjointes. D’autre part, d(d4,B) = 0. Il en résulte que (X, d)
n’a pas la propriété (Z), ce qui établie le

Théoreme 2. Silespace mérrique (X, d) a la propriété (2), 1l sarisfair
la condition: () il existent xo€ X, M >0 et 8 >0, ainsi que pour tous x', x" €
€ X, x's£x" pour lesquels d(x,, x') >M et d(xg, x") >M, en ait d(x’, x") > 3%,
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Corollaire. Pour que Iespace (X, d) ait la propriéte (Z), il est néces-
saire que ensemble de ses points d’accumulation ait diameétce fini.

Remarque 3, Pour que Pespace (X, d) ait la propriéré (2), 1l west
pas nécessaire que la sphére fermée -

S5ilro) = (3 d(x, %) < My

(qui résulte du théoréme 2) soir séparable. '

En effet, soit PPespace (X, d) ot X est un ensemble quelconque indé-
nombrable et d(a, b) =1 pour a = b et d(a, b) =0 pour a =b. Cet espace
a la propriét¢ (Z) mais la sphére S(x) = X n’est pas séparable car le seul
ensemble dense en Iui est X et il n’est pas dénombrable.

Recue le 16 septembre 1970 Institut Polytechnique, Jassy,

Chaire de Mathématiques I
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OBSERVATII CU PRIVIRE LA DISTANTA DINTRE MULTIMI
(Rezumat)

Se observd ci distanta dintre dous multimi inchise si disjuncte ale unui spatiu metric

oarecare poate sd fie zero si se dau citeva conditii necesare pentru ca distanta dintre orice
doui multimi inchise i disjuncte ale unui spatiu metric si fie strict EOzitiv4,




