ARBORESCENTE INDEXATE

DE

C. JALOBEANU

Se stabileste cd orice arborescentd (X, I') este izomorfa cu o N-multime canonic#,
abstractie ficind de o permutare. Se introduce suma a doud arborescenfe gi se
da o teoremd de descompunere a unei arborescente in arborescente simple, ba-
zati pe observatia ci o arborescentd este determinatid pind la o permutare de
perechile strict terminale.

INTRODUCERE -

n lucrare se intreprinde un studiu al arborescentelor, util in cerce-
drile privind generarea cuvintelor intr-un limbaj formal. 8. Ginsburg
1] asociazd un arbore de generare fiecdrui cuvint dintr-un limbaj acon-
extual generat conform unei gramatici date. Vom folosi in cele ce urmeazéa
otatia din [1].

Se di o noud definitie arborescentei, notiune utilizatd de C. Pair
2]. Rezultatele centrale ale Tuerdrii sint : teorema de reprezentare 3.2 §i
corema de descompunere 3.4. Pentru a ajunge cit mai firesc la aceste
eoreme am studiat in paragraful 1 N-multimile, struecturi algebrice despre
are am demonstrat cd sint arborescente. Rezultatul este continut in
eorema 3.2. Aplicatia de indexare, utilizatd si de T. Rus in [3], permite
btinerea unor metode efective de caleul a sumei a doué arborescente §i
o determinare a componentelor simple ale unei arborescente.

Spre deosebire de operatiile booleene tratate de ¥. Harary §i G. W.

Wilcox in [4], operatia introdusé este internd in multimea arborescentelor.

§ 1. N-MULTIMI

Considersm alfabetul N al numerelor naturale si operatia de juxta-
unere a simbolurilor din ¥, notatd cu «. Multimea cuvintelor formate cu
lementele alfabetului N, prin operatia de juxtapunere este un semigrup
iber in raport cu aceastd operatie. Aceastd multime va fi notatd cu N*.
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DErFINITIA 1.1. Dacd s,te N* sint )
INITIA 1.1. it cuvinte pesie a ‘
s Ct dacd exwistd qe N* astjfel ca t = §xq. peste alfabetul N, “uner
Srdonarea naturajle“f in N induce o ordonare in N* prin
h: N* — N care atagazd fiecdrui cuvint din N* lungimea sa

”umag)gﬁglalfpl).i gqg)ﬁ;tele plh ,(pg)e N;; sint in relagia py o« py dacg o
: 1 2) sau h(p,) = h(p,) $t ewxistd m g
eventual vide, asifel = ; —=m % L i s
S ; astfel ca p; = m*iy*qy, py = m *y*g,, c“'hﬂzENz@iil

la a, dacd (a;, a;,y) €T, oricare ar fi 4=1,2,...,n —1. Notam
tunci a, € I'"1(ay). ‘
Observatie. Pentru orice » € X existd un divm de lungime ! () unic,

e la 0 la o
Un pumir » din N se zice nivelul elementului zeX, dacd

—1 (). lfiind o aplicatie din X in N, vom nota cu I"Yn) multimea
lementelor de pe nivelul n.
DEFINITIA 2.2. O arborescenid (X, T') se numeste simpld dacd oricare
¢ fi un numdr natural n ewistd cel mult un element y in X astfelcal(y)=
=n ¢ I'(y) 9. :
TrorEMA 2.1. Arborescenta (X, T) este simpld dacd §i numai dacd

ricare ar fi ne N ewistd yeX astfel tncit T74n) = T (y).
Demonstratie. Fie (X,T) o arborescenta simpla si fie neN. Dach
~1(p) = @, atunci orice element terminal cu proprietatea T (y) =9, |
erificd conditia. ' :
Dacd 1-1(n) == @, tie z €l (n), atunci prin definitie existd cel mult un
€ X pe niveluln — 1, astfel ca I'(y) =@ i deci z eI (y). Dar, 71 (n)C
C I (y) implicd 171 (n) = T (y). ,
nvers, fie (X, I') o arborescenti astfel ca pentru orice n €N si existe
eX ca I"'(n) =T (y). Evident I (n) 9 implicd 1(y) =n—1
i T (y) % ©. Daci presupunem cd z € X este un alt element de pe nivelul
n — 1 pentru care I' (2) 59, atunci I'(z) ©171(n) 5i deci T'(2)C T (y).
Dar, zeI' (2) si # € T (y) pe baza conditiei (2) din definitia 2.1 conduce
2 Y =z o
TEOREMA 2.2. Orice N-mulfime este o arborescentd.
Demonstratie. Aleg T = {(p,q)| p,qeP, ¢ =D xi, 1e€N}, unde
am notat cu P, N-mulfimea consideratd. Pentru T astfel ales se verifich
conditiile din definitia arborescentei :
1. Dacd (p,q)eT, atunci prin constructie p C ¢ §i deeci p =< ¢. |
2. Fie p, ¢ 5i r din P astfel ca (p, 7)€ I'5i (g, ) e I. Atunci r =p*t \

aplicatis,

%

<

Relatia « introdusd este y 4
: fiar 0 ordonare totald in N* gi i 5
treazd aceastd ordonare. A% 51 operatia pie.

DEFINITIA 1.3. O submultime P din N*
I 3. 1 in N* - ;
are urmdioarele proprietdti ; e mumegte N-mulfime, dacg

i) PNN = {1}.
ii) Dacd me P, ¢ Cm atunci ge P; daci m = qxi, t €N, {>1
atuneci ¢ (¢ — 1)e P. ,

. PD]..JJFINIC,[‘IA 1.4. N-multimea P se zice canonicd dacd oricare ar fi
q §i pyy, Po€N are loc proprietatea urmdtoare : .

— dacd g#p, €P §l qxp,€ P, qxpys1€P i qupysl ¢ P,
atunei p, <p;.

TEOREMA 1.1. Dacd P §i Q sint N- imi ) ;
sint N s ’ $t Q sint N-mulfimi, atunci PN Q si P U Q

Demonstratie. Cum singurul cuvint din P ca si di

jre. O ' a §i din i

unu este I, rezultd axioma i) pentru P N Q. Fie m = q *p in % r;l %l?elzgllllllgg
atu]r;c;r élx)r]llqdla:o qge It’ §i q_EIQ, ila;r dacd peN sip >1 atunci ,q x(p —
— I) trebuie s& aparting §i lui P i lui @ din m C i
A A S A ﬂQQ . oment ce acestea sint N-
Cu totul analog se aratd cd in P U @ sint verificate conditiile i) si ii).

si 7 =q*j cu 1, jeN, r,p, ¢, fiind cuvinte in N*, rezultd p = ¢ §i¢ =J.

3. Aritim ci I este singurul element ce verifica conditia I'71 (1) =
. S& presupunem c# existéh pe -1 (1). Atunci IeT (p) si deel
1=p=*i cu i€ N ceea ce nu se poate. S3 presupunem acum ci existd
m=~1 astfel ca I'™*(m) =0, deci ci m € X —T(X). Dar m=~£1 inseamni
h(m)>1 si deci m =r*jeure N*gi je N, adicd m eI (r), contradictie
ce completeazii demonstratia teoremei.

§ 2. ARBORESCENTE

Fie X o multime finitd, X == @ i ' C X x X, o relatie binard in

5 t S atie binard in X.
Notim cu T'(z) = {yeX| (z,y)eT}, I (a) = fyec X| (y,a)el} si
cu |Y| cardinalul submultimii ¥ C X. 7

DErINITIA 2.1. Numim arborescentd
cerificing sondiide’ orescentd o pereche (X,T) cu I'e X XX,
(1) (a,a) ¢ I, oricare ar fi ae X,
((?f)z)) dacd a, b, ce X §i (a,¢)el, (b,c)eT, atunci a = b,
ewistd un singur element 0€ X cu propri -1
. iy proprietatea T71(0) = G-
Observagie. Conditia (3), care se mai poate épcrie X —UJ % )(m) =

§ 3. APLICATII DE ARBORESCENTE

DeriNiTIA 3.1. f: X — Y se numeste aplicaie a arboresceniei (X, )
in arborescenta (¥,1') dacd pentru orice x€ X, f(T(x)) I (f (@)
Dacd aplicatia f: X — Y este bijectivd o vom numi izomorfism de arbores-

—_ . 3 mEX
{0} (unde {0} este multimea cu singuiul element 0), ne asigurs ci graful cente.

(X, T) este conex.
Un element a € X se zice terminal, dacd I'( i
_ § y a) = Q. Un gir de ele-
mente din X, a,, a,, ..., a, se numeste drum de lungime n —1 dela

BEvident, dacd f: (X, T) - (¥, I') este izomoifism de arborescente,
atunci f(0) = 0" si f(I' () = I" (f («)) pentiu orice z€ X (unde 0 =
X -T(X)si 00 =Y —I"(XY)).
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Qe verificd imediat cé f(X) este o N-multime canonicsi. Intr-adevir, cum
L b [ ()0, oricare ar fi @ == 0, rezultd e pentru orice m e f(X), avem
arborescentes (X, I'), dacd X’ C X §i IV este restrictia lui T lorescen’?d (m)>1, deci f(X) NN = {1}. Apoi, dacs m e f(X), atunei existd velX
X Pdlgﬁ (X', ") este o subarborescentd a lui (X, T') astfel fin?it ?;Ll’t;m"a astfel ci f(w) = m; pentru h(m) >1, fie ye I'"* (@), atunci m = f(y)*J
X2, b R G i i B b S A et = vt i) — 01 B gvins
§ td plind ; = , f(®,) = g
TrorEMA 3.1. Arborescenta (X', I) este subar};)orescgml:gl (iz-( ’VP)- ef(X),qxj*1le f(Q%,), rezzulté’. I'(2y) == 01, T (@,) == O §i @ < @, 5 Prin urmare
.a;rb(;rescentel (X, I') dacd §i numai dacd existd ze X astfel i’ncitl? }grflfaJ s (@) <f((€2)’ adicd f(X) estg N-multgimfa ganonicé,. . ind
= U (#), unde m = max 1 (X). Notind acum N-multimea canonicd f(X) cu P si folosind teorema
n=0 9.3 obtinem c# f: X — P este aplicatie surjectivd si izotond de arbores-
cente (orice N-multime este o arborescentd parfial ordonaté — in sensul
definitiei 3.2 — prin ordonarea din N*). Pentru a arita cd f este izomor-
0 subarborescentd si I (2) = p. Atunci fistn, este suficient deci si ardtdm cé oricarear fi o,y din X, z 5 ¥ implicd
X_x L ™ p—1 m f(») = f(y). Sint de deosebit doud cazuri: 1) i(x) == Uy) si atuneci prin
— A= 0) = U @) = YT (0) U YT (I (0) — (a)). constructie h(f(z)) 5 h(f(y)) i cu atit mai mult f(m) + f(y);
Rezultd c¢d (X — X', I'') es b $ 2200 o o 2) x) = I(y) si atunci sau 4 < y sau y < #, de unde prin construc-
borescenti (pliné. 1) este SUbarbores.cenga, si deci (X', I") este subar. tie flz) < f(y) Sgu §f(?/) < f(w) si deci f(x) 5 f(y). Ordonarea introdusi
Invers, dacﬁi (X', I") este o subarhorescents pling, I' — T - ?(;(111 zgrt;)ﬁeli(ileéhtraé (X, T') face ca izomorfismul f & sg compung eventual
X X')s5i X' = ng% I (0"), unde 0’ este elementul definit in 2.1 (3 In cele ce urmeazi, pentru orice arborescentd (X, I') vom nota cu
- ) ) f aplicatia de indexare definitd in demonstrajia teoremei precedente.
DEFINITIA 3.6. In arborescenta (X, T') perechea (u, f(u)) cu u element
terminal pentru care f(u) = f(D™1(u))* [T (D71 (u))| se numegte pereche
strict terminald.
COROLAR 3.2.1. O arborescentd (X, I') este determinatd de pe-
rechile strict terminale. Arborescenta (X, I') admite o singurd pereche
strict terminald dacd si numai dacd este arborescentd simpla.
Demonstratie. Fie, mai intli, arborescenta (X, I') cu unica pereche
strict terminald (u, m) (u € X §i m e N*). Atunci 17 ({(w)) = I(I'"}(u)) sieu
atit maimult 1™t (l(u) — 1) = I'(I'7%w)), sau punind {(u) = », 17! (n—1)=
I' (T~2(u)) si pas cu pas It (n—i)=T (I'"*"Yu)) cui=2, 3,...,n—1,
ping Ia 17! (1) = I'(I'"™"(w)) = TI' (0). Teorema 2.2 ne asigurd c (X, ]
este in acest caz simpld. Evident h(m) = n.
Fie acum (u, m) si (v, p) doud perechi strict terminale in (X, I')
§i » = min (k (m), h(p)); fie spre exemplu n = h(m). Dacd (X, I') este
simpld, atunci existd e X astfel ca 17! (n) = I(2). Dar I'-"®~"(v) apar-
tine lui I™! (n) si deci lui I'(x). Tar (u, m) fiind pereche strict terminald
m=f(x) » |T'(»)| (cdei @=T""(u)). Deoarece y=I'""2="(v) € I'(»), rezultd
(y) = f(@) x j eu 1<j<|T(®)], desif(m)*j*1ef(X)sif(®)x|T(@)|=1e
¢ f(X) (odats ce p e f(X) si u-terminal). Ultimele doud relatii contrazie fap-
tul ci f(X) este N-multime canonici. Prin urmare ipoteza c¢d o arbores-
centd simpld ar putea contine mai mult decit o pereche strict terminald
este falsd.
Prima afirmatie a covolarului 3.2.1 rezultd din teorema 3.2 si din
definitia N-multimii eanonice.
TrorREMA 3.3. Dacd (X', I) st (X', T'') sint doud arborescente,
atunci existd o arborescenid (X, I') = (X', I")@® (X', I''), cea mai micd
arborescentd ce conjine arborescentele date ca subarborescente.

DEFINITIA 8.2, O arborescenid (X', I') se numeste subar

=

Demonstragie. Fie xe X, verificind conditiile teoremei, Lm)P” () est
e
N=0

Cum, 0'eX 3 ()T (0 O (0 i
s s rezultanL:‘})I‘ (0°) C\UT"(0). Are loc chiar egalitaten

n=0
deoarece dac# am presupune ci y € LZI"‘ (0 — C) I"™ (0") ar rezulta pe
. . n=0 n=0
de o parte ci ye X — X' si pe de alta ci yeIV(0'), in contradictie cu
faptul cd (X — X', I'"") este subarborescents. Deci C) (o’ = L“J (o)
n=0 n=0 :

DEFINITIA 3.3. Tripletul (X, T ¥
; 1 .3. y 1'y<) se numeste arborescentd 1
-;).m%onata daga (X, I‘) este o arborescentd, iar (X,<) este o mul%gmga;t;:-l
,,jgnaﬁfdgna(t% asz;fel tneit pentru orice xe X,I' (x) este o multime total or
. ad in <) st wmplicd z’ ! ; ¢ J ; oo
Vel 5 $ <Yy wmplicd ' <y’, pentru orice ' e ['(x) si orice
DEFINITIA 3.4. Dacd (X, T,<) si IV )
[NIT . , I, st (X', I, o) sint doud a -
ng;tf g;;w’tmll‘orgongte, olb)plwa,tia f: (X, I —>,(X': I‘)’) se numeg‘e ag‘zbc)%:fd
&4 esie apucajre de arborescente si pentru orice x, ye X "y implicd
S(@) of (9). gEH o<y g
DEFINITIA 3.5. Dacd (X, T',<) si 0
. TIA 3.5. ) st (X, I, a) sint doud i
partiale ale aceleiasi arborescente, ;m izomor}z‘sm,, iz)oton I Z);a f‘rdg?oﬁ
— (X, I, «) se numeste permutare. Y
Aplicatia identicd i: (X, T) — (X, T') es i
<) i y I') = (X, T) este o permutare a lui (X,
TEOREMA 3.2. Orice arborescentd (X I ; i
. EM - Or 4 1 este izomortd cu N-mul-
“Tvme canonicd, abstractie fdcind de o perm{nare a lui (X, T). ’

Demonstratie. Fie (X, T',<) o ordonare in arbor -
fel incﬂg dacd @, y e I'(2) si I'(#)=£0, iar T (y) = @, eastegﬁg? gﬁé CE) o
at Elepf: X — N* o aplicatie definitd de f(0) = 1 si dacd f(x) = m,
ﬂ tunci f{( (vx))_:u(m*l, m*2, ..., m* |[(x)]), astfel ca pentru z,, 2, € I'(x)
#$1 @ < @, 88 aibd loe f(#;) < f(#,). Vom numi indexare aceasts aplicatie.

—

c. 1679
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Demonsiragie. In baza teoremei 1.1 reuniunea N-mulfimilor Ccanonjg,
J(X') 81 f(X"') este tot o N-multime, dar nu neapirat canonics. Fie fix o
UX") N-mulfimea canonici ce se obfine prin aplicarea teoreme;j 3.9 1
arborescenta f(X’) Uf(X"), si fie (X' U X", I') arborescents izomorgs, cu
aceasta. Prin construcfie rezultd imediat ci (X', IV) si (X, IV sing
subarborescente ale arborescentei obtinute, iar conditia de minimg};.
tate rezultd din faptul cd X =X'UX" §i X’, X" sint multimi finite,

TrEOREMA 3.4. Orice arborescentd (X, I') admite o descompunere n
arborescenfe simple.

(X, I = Etj (X,;, T)), n fiind numdrul perechilor strict terminale
e .

P
Demonstragie. Corolarul 3.2.1 ne asigurd cd fiecare pereche Striet
terminald determind o arborescentd simpli, evident subarborescents g Tui

(X, T'). Apoi, ordonarea din f(X) fiind totald, perechile strict termingle
se pot aranja intr-un gir §i nu rimine decit s aplicim teorema 3.3.

Primita la redactie la 19 iulie 1971

. Institutul de calcul
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INDEXED ROOTED TREES
(ABSTRACT)

The paper states that any rooted tree (X, I') is isomorphic with a canonical N:set
disregarding a permutation.
The sum of two rooted trees is introduced and a theorem  is given of the decomposi-
tion of an rooted tree into simple rooted tree based on the remark that any rooted tree
is determined up to a permutation, by the strictly terminal pairs. '
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