JIFERENTA DIVIZATA A UNEI FUNCTII DE TREI VARIABILE PE 0O

RETEA DE NODURI M,;,. (x,9;, 2.)i,],k, = 0,1...7n SI REPRE-
ZENTAREA EI PRINTR-0 INTEGRALA TRIPLA

DE

D. V. IONESCU
(Cluj)

Formula de integrare prin par{i pentru o integrald dubld introdusid de
acad. M. Nicolescu [1], in 1952, poate fi extinsa la integrale multiple. In
prezenta lucrare, facem extensiunea la integrale triple $i apoi printr-o pro-

blema la limite, legati de formula de integrare prin péarti generalizata,
pentru integrale triple, vom defini diferenta divizati a unei functii de trei

variabile pe o retea de noduri M, ; (x; 952, 1,j,k=0,1,...,n si vom face
reprezentarea ei printr-o integrald tripla [2],

| 1. Daca f 5i ¢ sint functii de trei variabile z, v, 2, continue pe para-
elipipedul A definit de inegalititile
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impreunid cu derivatele partiale
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atunci avem formula de integrare prin pdrji pentru integralele triple de

L, 2 2 3
S Sr g © oy dz dy d=.
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_ Daci functiile f §i ¢ de trei variabile z, ¥, 2z sint continue pe para-
elipipedul A, impreund cu derivatele partiale (1), si cele in care f si o
inlocuiesc cu
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pentru p = 2, 3, ..., n, atunci avem formula de integrare prin pdrfi gens
ralizatd pentru integralele (¥
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pe care o scriem sub forma
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Aceastd formuld este fundamentald pentru lucrarea noastra.
2. Sid consideram paralelipipedul D, definit de inegalitatile.

D: Ty K T < Ty Yo S Y < Yny Ry S 7 X %

si reteana de noduri M,;,, i, j, k = 0,1, ..., n de coordonate x;, ¥;, %
unde

(6) mﬂ'(ml'(-:-{mn,yﬂ{yl{t--<yn,£ﬂ<ﬂl{|--<ﬂn.

Si consideriam paralelipipedul D, ;. definit de inegalitatile.

Dyt < TS Ty U SYSYivy B S? S %4

£, 5 B =01, «0oy® —1.

La paralelipipedul D, s& asociem o functie f continud pe D, impreun
cu derivatele ei partiale (1) si cele care se obtin din (1), Gind funetia
este inlocuitd cu derivatele partiale (3) pentru p =2,3,...,n. De ASe
menea la fiecare paralelipiped D, ;, s&4 asociem o funcigle q:i ;¢ continn
pe D,;, impreund cu derivatele partiale (1) si cele care se obtin din (1
cind functia o,;, este inlocuitd cu derivatele partfiale (3) pentru p =
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— 2,3, ... n. Atunci se poate aplica la fiecare paralelipiped Dy;, §ila
unctiile f, ¢, ,, formula generalizatd de integrare prin pari pentru inte-
ralele triple (5). Adunind toate aceste formule membru cu me mbru vom
wvea formula.
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unde £[f] este o functionald de f, care rezultd din calcul gi pe care o
seriem sub forma. | |
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T demonstreazi ci in membrul al doilea al formulei (8) se iau in consi-

erare toate nodurile M,,,, 1,j.k, =0, 1, ..., n fie ci sint interioare
ralelipipedului D, fie ci sint situate pe fetele lui, sau pe muchiile lui,

au in virfurile lui, finind seama de urmatoarea

 Convenie (A) Funcfia ¢, va fi consideraid nuld, cind cel pujin

wul din indicii i, J, k este egal cu —1saweun. ..




3. Belati# la formula (7) vom trata urmétoarea - - .
Problemd la limite. 8d se determine functiile ¢, solujit ale ecua-
jiilor cu derivate parjiale %

(9) 0% ®vin’ 0
dx" dy" 92" v

in paralelipipedul D,;, pentru i, j, k = 0,1, ...,% — 1, astfel ca 2
sd nu depindd decit de valorile lui f pe nodursle M,,, pentru i, j, k = 0,1,
iy T |

Pentru aceasta trebuie introduse urmitoarele

Condifii la limate :
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....................

pentru ¢,j,k=0,1,... 7 gir=0,1,...,8 —1.
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ij,k=0,1,...,mngir=01,...,2 —1.
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pentru 4,j,k = 0,1, ..., 7 sir=01,...,8—1, |

Cind se scriu conditiile (10), (11), (12) pentru nodurile de pe fron
tiera lui D se {ine seama de convenjia (A). '
| Problema la limite pentru determinarea functiei ¢, Va fi desem
natd ca (Py;.z)- - sl 9b | N

fn general solutia problemei (Py,,) depinde de solutiile problemelc
(Pi_1s-12)s (Pij=14)s (Piorgah (Pegae)s (Pyoyg-1-1) (Prjira-1)y (Peopgp-1)
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Se determind sistematic @g.g.05 P1.0.09 Po..09 Po.ox PENIrU i3, k=1,2,..., n—1.

Apoi se determindl, @0 Po.xs Pruox PENIU 1, J, k=1,2,...,n —1. In
fine se determind ¢;, pentru i, g, Be=l, 3 ooy — 1. Constantele
0, pentru i, j, k =0,1,...,7n 8@ determini astfel ca problema la li-
mite sd fie posibild. Ele se determini prin conditiile la limite precedente,

afars de un factor, care se determind printr-o noud condijie.

(13) 2[f] = 1, pentru f(z,y,2) = 2" y" 2"
4. Se demonstreazd cé
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| Se demonstreazsi ci coeficientii C;,, pentrui,j, k=0,1,...,7 verifica
‘urmitoarele sisteme de ecuaftii
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Scriind c# conditia (13) este satisficut#, constanta H este determinatd
si notind .-‘

V(ﬂu, L | m‘_l, mi,'_l, L | mﬂ)
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Ve = (
pentru ¢,4,k =0,1, ...,n, avem

(21) 2[f] = i A g e f (@6 Yy 22)-

1.4.k=0

Astfel problema la limite este complet rezolvata. ]
5. DEFINITIE. Ezpresia lui £(f), datd de problema la limite, pris
formula (21) se numegte diferenja divizatd de ordinul n a funcfiei f pe rejea-

ua de noduri M, ;, (3,5, k = 0,1, ....n), $1 s¢ noteazd.

mm. Ly « + o9 Ty
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by
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(23)
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TeorREMA 1. In condifiile precizate in aliniatul 2, avem reprezeniarea
integrald a diferenteir divizate (22)

Loy gy « vy Ty %1,
(24) Yos Y1y -« 3 Yns f " SSS;; ? o™ 3_1;' Dam do dy dz.
“hne WS

unde funcjia o este solujia problemei la limite trataid in aliniatele 3,
6. Flunctia o, ,, este datd de teorema urmatoare
TEOREMA 2. Avem

(25) Pusk (2, Y, 2)=
s L1p | e MRS (2 — @) (¥ — 90"
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- 7. Daca se considersi functiile u e C" [@y, @w ]y V€ O* (Yo Yl
o € O™[2,, 2,] §i diferenfele divizate cu reprezentérile lor integrale

(o @1y s 23 81 = |- U@) 4" (@) da

Wos Y1- + -+ Yn)s v] = 3 0(y) »™(y) dy.

[Zes. B1s < ¢ =3 En 0] == S: x (2) w™’ (2) dz.

r

unde ¢, 0, y sint ,,funcjiile spline”

. (2 — @)% (z — @)t
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ormula (25) se scrie
3) Qisk (25 Y, z) = 4, (@) 0; () 11(2)-

fi Rezultd
, TeorEMA 3. In formula (24) avem

(29) o,y 2) = V(@) 0(y) 1(2)-

1 fn sfirgit avem

TROREMA 4. Funcjia ¢ din reprezeniarcd integrald (24) a diferenfer
vizate (22) este pozilivd pe paralelipipedul D g este nuld pe frontiera lui.
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