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§1

1. — Considérons un polynome f (n) de degré x ayant
tous sés zéros réels et soient

(1 g X E=Xp ==Xy

ces zéros.
On sait que la dérivée f (x) a aussi tous ses zéros réels.
Désignons par

(2) ViSH<'=Zy,_q

les zéros de F' (x).
Entre les zéros (1) et (2) nous avons d'abord 1'égalité
fondamentale

1 -
RRIRT
i=1

1 n—1
= Y
n—1 izt
exprimant '¢galité de leurs moyennes arithmétiques respec-
tives. Cette égalilé est d’ailleurs vraie sans la restriction de la
réalité des zéros.

Il y a aussi entre les zéros (1) et (2) des relations d’iné-
galité importantes. Nous avons d'abord

XSy =% i=12,...,n—1,

qui sont des conséquences immédiates du théoréme de ROLLE.
1l est & remarquer que, par suite des notations employées, le
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signe = est valable dans les deux formules (4) si et seulement
six; = Xi+1 . ' ‘
LAGUERRE a précisé les inégalités (4) en démontrant que

&) (n—1)x +xf+1§yi Sff'*‘(_”:l_x!i?

n

mais, comme I'a montré M. J v.SZ. NAGY !), nous avons aussi
les. inégalilés plus précises

g (=X x,-—l—ix,-i_,
©) n—i+i d i+ 1

2. — Nous avons déduit la propriété (6) d'une propriété
générale des zéros y; en fonction des zéros x; _2). Nous allons
rappeler cette propriété. Les zéros x; peuvent varier n'im-
porte comment sur l'axe réel, mais en respectant toujours la
convention (1) On peut se faire une idée de cette variation
en imaginant que les zéros x; soient des points matériels impé-
nétrables (ce qui n'exclut pas la possibilité, que deux vu plu-
sieurs de ces points soient dans le méme point géométrique
de l'axe réel). Alors les zéros y; sont des fonctions continues
des x;. On peut encore raisonner de la maniére suivante. Soit
X le point de coordonnées xy,x;,...,x, dans un espace ordi-
naire- 4 n dimensions. Les x; étant soumis a la restriction (1),
le point X décrit une certaine région de cet espace. Soit aussi
Y le point de coordonnées y;,¥a,...,¥, 1 dans un espace or-
dinaire & n — 1 dimensions. Alors le point ¥ este une function
continue du point X.

Complétons encore les observations précédentes par une
remarque bien simple. La suite (2) des y; peut s’appeler la
suite dérivée de la suite (1) des x;. Alors si les k& premiers
resp. les £ derniers points x; tendent vers — O resp. vers
< co, les k premiers resp. les k derniers points y; tendent aussi
vers — oo resp. vers 00, De plus, les points ¥p,,5 YaigrsVn g

A

i

1) JuLius v. Sz. NAGY ,Uber algebraische Gleichungen mit laufer reellen
Wurzeln® Jahresb. d. D, Math. Ver., 27, 37—43, (1918). Voir aussi: R, GODEAU
oSur les équations algébriques dont foules les racines sont réelles” Mathesis, 45,
245-252, (1931).

2) TIBERIU POPOVICIU. ,Sur les équations algébriques ayant toutes leurs
racines réelles”, Mathematica 9, 129-145, (1945).
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resp. ¥i,¥2,++5,¥q_%_4 tendent vers les points de la suite de-
rivée de xp, X2, 0,000, Xy TOSP. X, Xy, ee, Xy g

Revenons maintenant & la propriété signalée plus haut,
C'est la suivante :

LEMME 1. — Les zéros y; sont des fonctions non-décrois-
santes des zéros Xi . .

Pour éire complet et aussi pour préciser 1’énoncé du
lemme nous allons donner la démonstration. Il suffit évidem-
ment d’examiner les variations des y; lorsque un des points
x; varie trés peu. Prenons le zéro y; et supposons que xg
prenne un pelit accroissement positif h. Ceci exige x;, < KN
(%7, =1+ 00). Six; = x;,, etk=i+1,y; nevarie évidlemment
pas. Si x;=x;_ et k=i-1, y; devient plus grand d'aprés la
remarque faite plus haut sur les inégalités (4). Soit maintenant
x;<x;,, et posons

f)=(x—x;) (x —x5)... (x—x,)==(x —x;) 9 (x),
g(x)=(x—xz — h)o(x)

h étant toujours un nombre positif assez petit. Pour montrer
que y;, est devenu plus grand il suffit de démontrer que g’ (x)
a un zéro dans l'intervalle ouvert (y; , %;,,). Dans le voisinage
gauche de x;,, nous avons?®)
@) sg g’ (x) = (=) "=,

Nous avons ensuite

g =9 (v;) +i—x, — h) ¢ (3;).

Mais
P+ 0r—xp) 9 =0, f(y)=0i—x) (v
donc
) hf (y;)
EI = Gi=mp
d’oti

3) Nous posons, comme d’habitude

1, si z >0,
sgz = 0,81 2= 0,
— 1, si z<CO0.
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3 il Sl e R nous avons évidemment le signe == dans (12) et dass (13)
(8) §g8 () =8gF () =(=1 puisqt‘alors

Les égalités (7) et (8) &émoqtréqi la ptopriété.

Finalement donc &1 un ou plusieurs zésos ¥; commencent Vi Vinjt T T Viajog TXT Xy =T Xy
A crot - iro y; is entre deux x; différénts cori- e AR e T S prd e C
SR UMY e e e - Si 31 <1y 1 1 16galle dans (12) 08 31 < sy, 1/ <

: : . S e - I’égalité dans (13) sont impossibles potr tin polynome f(x) de

e t diatemeént de délimiter la 7 . n o S
‘3_' Le lemme 1 permet immediatem | degré effectif n. Si i=1, x<x,, 1'égalité dans (12) n’a lieu
somme ' que pour le polynomé (10) et sf ifj==n, x, ;<x, I'égalité
Fro A SRy o ] K Y, ’ cu

o gy daiky . 1 Z i ] Epe | dans (13) n’a lieu que pour le polynome (11).
ONEE T e i e : \ Pour /==1 nous retrouvons les inégalités (6). Pour i=1,
de j tertes cohséeutifs de la suite dérivée. da el enad el isRalitEReneduizent 4 Legalite (o)

Pout obtehir uné limitatioh inférieufe il suliit de faife En particulier, pouf #==1 et pour /=n —i, nous obtenons
décioitre indéfinimeént les z6res x, %s;. .1, %, et de faire té- '@ propricte suivante: h _ !
croitre jusqu'a %y oj les Z8Yos %, ;.4 Xijiaie: o % De meéte o THE'OAREME 2,'__’;“__”,'03'_?""‘-’ arltsmet:gue ffes ] premiers
pour obtenit une limitation supérieure il suffit de faire €roftre zeros .(2) est aul plus égale d la toyenne arilhmétique des j -+ 1
indéliniment les z6ros X;.j,qs Xiijiq.--+»Xn et de faire croitre pr emiers zéros (1),

les zéros Xy, %y,...,%; , jusqu'a x;. Les limitations cherchées
sont donc données par les polynoimes

vttty xtotoo+x,
) =< .

J = jt1
ali e S T T I ; )
(10) (x—=2x;) Ge—xy, ) oo (X =7 ) (x—2p ) La moyenne arithmétique des j derniers (2) est au moins
. , égale a la moyenne arithmétique de j =1 dernters zéros (1),
(11) (x—x; ) (x—X,-H) (x—Xp48) 5 o (‘x—'xi+i)
) , T T L o B T T T e
et pour les obtenir il suffit d'écrire 1'égalité (3) pour ces po- 7 > e )
lynomes. .
Nous obtenons ainsi.la propriété suivante exprimée par le . Si nous remarquons que par une transformation linéaire
THEOREME 1. — Entie les zéros (1) et (2) nous avons les ' X¥=oax'4- [ la suite dérivée se transforme dans la suite dérivée
négalités suivantes de la transformée de la suite primitive, nous voyons que les
: ! : _ limitations inférieures des sommes (9) peuvent se déduire de
(D) g e >("";i) o=ty (0t A i) 7%y leurs limitations stipérieures et vice versa.
Vi Vi Yigj—1= n—i-+1 4. — En combinant entre elles les inégalités (12) et (13)

(parmi lesquelles se trouve aussi ’égalité (3)), on peut en dé-
duire d’autres limitations intéressantes pour les sommes (9)

gl (g X )
(13) yi-l—y,-+1+-"—|—y,.+]._1§_' itq 2 i+]

i+j Eetivons -
. e Rt o n—i{ i-} n—g
Yl A2 et @ il Vit Vit Y =2 By, — 2,
r=1 r=1 r=i4j

La démonstration du lemme 1 nous indique aussi les cas

ot dans (12) et (13) nous avons I'égalité. D’abord si x;=x;,; et tenons compte des inégalités (12);, (13) et de [I'égalité (3).
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En faisant les calculs nous trouvons la propriété suivante:
THEOREME 3. — Entre les zéros (1) et (2) nous avons les
inégalités suivantes
i+7—1

(n *I)Ex +itn—1) 3 x,+il+j—Dxy,
=5 r=i11
éyi+yi+1+'”+yi+j_1é
i+7—=1
(n——t—1+1)(n—l)x An—i—j+1)(n—1) 2 x, +(1+7—1)2 X
r=i+1 W F=i+]
(15) = n{n—i—j+1)

A= P s Lo e 4
L'égalité dans (14) n'est possible que pour le polynome

(x-—I—E x ) (xr—x;, (r—x,.+2),.,(x X 1) (x— It+])"—l —/+1
r=1 Iy

et dans (15) n’est possible que pour le polynome

(r—x‘.)i (x—%,) (x—iim)-.-; (1’;;1’1';];1) (r _—_l_—;+1 2 )”*'—Jﬂ 2

r=1+j

On voit facilement que dans ces cas I'égalité a effective-
ment lieu. Les cas d'égalité résultent facilement de ce que

nous avons dit au No. précédent.
Les deux limitations (12) et (14) de la somme (9) sont
distinctes, sauf si i=1 lorsqu’elles  sont identiques. Il suffit

de faire sticcessivement

1'1':—1,_1’3:’:3'—"':ri+1’_'0-
X=Xy R=" =g — [0}, Ii+]'=1'

pout voir que ces deux limitations ne résultent pas l'une de
Vautre.
On voit de la méme maniére que les limitations supé-
rieures (13) et (15) sont indépendantes dans le méme 'sens..
sauf si i=n—7j lorsqu'elles sont identiques.

Pour j=1 les inégalités (14) et (15) deviennent

SUR LES ZEROS D'UN POLYNOME T
i i y
(n—1i) 3 x,41%x,, (n—%x,+1 5 x;
£ <y < Lot
ni 7= nn—i

i=1,2,...,n—1,

qui sont aussi dues & M. J. v. Sz. NaGy¥).

Nous n’avons pas l'intention d’étudier plus completement
!es'consequences des inégalités (12) et (13). Dans la suite nous
indiquerons un autre procédé pour obtenir des inégalités entre
les zéros (1) et (2).

§ 2.

5.—Nous allons d'abord compléter le lemme 1 par une
autre propriété générale des zéros (1) et (2). Supposons que
| 'on remplace les zéros Xp 11 Xhygr s <1 X, Dar leur moyenne

arthmétique
e R S R
E— g
- n—Fk
On a alors x;,  <E<x, et les égalités sont 1mposs1bles
S Xy <,
Posons

f(X.') =(x — xk+1) (x— Xk+g) ten (x_xn) @ (x),
glx)=(x—§" "9 ().

La dérivée g'(x) a un seul zéro dans chacun des inter-
valles (xy, x3), (x2,%3) , ... (x2_;, %), (x, §). Nous allons démon-
trer que le zéro de g (x) dans l'intervalle (x,, x,,) (i <F) est
plus grand que y; st 1, < Ty i

En effet, dans le voisinage droit de r; nous avons
(16) sgg’ () = (—1)"",

En remarquant que £>y,, ou trouve d'abord

sg 8 (v,)=(—=1)"*sg[n—P ¢ (v,) + (3, —E ¢ )]
Mais

4) Loc. cit. 1),
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SEP () =(—1),
donc

5 (91) o n—k:
o8 ) = (o et [120)_nk
i e E—yi.]'
Nous avons
s D P, b !
q)(yi) ':rkﬂ"ﬁ.‘yt‘ ; g/e+2.‘_’:—’:"yi+“' X, =Y

donc, puisque T —¥: >0,

2,( yi ) n—F >0
? (¥) E—y;
par saite de I'inégalité classique entre 1| i 5
A i ¥ S : 2 13 moyenne arit 23
tique et la moyeune harmpnique, oyenne arithmé.
Il en résulte que

(17) sg g ()= (=1)""

et .legRrelations (16) et (17) démontrent Ja propriéts.

; e'marquons que la propriété reste vraie aussi pour y,
meme sl y, =1, ., a condition, bien entendu, que I'on ait
Fhpy < Xy

Nous avons donc le
LEMM — Si 3 : -

5 ;3 2. — Si. les ze-ros Akaso Xk ygass 09X, SO0 tous rem-
places par leur moyenne arithmétique et si T <X, le zéro y,
ef t.t?.w les zéros y, , Yar::) Yy qui ne coingident pas avec un x;
deviennent plus grands. iy

Par la transformation d

., rar exen—x jl ré -~
sl ¢ il résulte aussi la pro
; LEMME 3.fSi les zéros x »%25...,%; sont remplacés par
eur moyenne artthmetzc.]ue et x, <1y, Jezéro v, et tous les zéros
Yes11Vhigree 01 Yoy qui ne coincident pas ayec un x; deviennent
plus petits, |

lg‘omm-_e. application en peut retrouver le théoréme 3 en
apphquant simultanément les lemmes 1, 2 et 3.

Sl 6..—Avant' d’aller plus loin nous allons établir quelques

limitations relatives au polynome v
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(18) f(x)=(r—a)s(x —bfs (x—c)h , a = b =e

Dans ce cas yne ipégalité lin¢aire et homogene entre les
zéros (1) et (2) est de la forme

p1a-+p.b+psct+qie+ g8 =0,

ou « f sont respectivement les 2éros compris entre a ef b et
entre b et ¢ de f (x) (les zéros ), et M )-

On doit nécessairement avoir p;-+=p, +p3+ g1 + =0,
comme il est facile de le voir. Par suite de 1’égalité (3) et de
1'homogénéité de la formule on peut prendre édal & 0 l'un
quelcongiie des coefficignts et égal & 1 I'un quelconque des
coefficients positifs ou &8 — 1 l'un quelconque des coefficients
négatifs ®). Nous pouvons donc prendre ¢,=0 et g;=-+1 ou—1
suivant qu'alors g2 >0 ou <0,

Ceci étant,nous avons d'abord le

THEOREME 4. — Si les nombres p, .ps ,p3 vérifient les con=
ditions

pitpt+ps=—1,p =0, ps (A1 43) + 4, =0,
on a l'inégalité
(19) p1a+ps b+ psc+ =0,
pour tout polynome (18).

En effet, d’apres 1'inégalité (4) naus avons
lobtdyc

=
Ay 45

et nous pouvons écrire
l3b+l|(3

e
124_,13){— p3’+12+13)(€ b)—p, (b—a)

Py a+tpyb-tpscth= (ﬂ—

et le théoréme 4 en résulte.
On voit d'ailleurs que dans (19), l'égalité n’a lieu que

dans l'un des cas suivanis
' a=hb=c,
b=g¢ n =0.

5) Le cas trivial p,=p, = ps =¢, = q, = 0 ne présente évidemment pas

d'interét,
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Nous avons aussi le
TH - [ A% ’ 7 tfe “
EOREME 5.— S les nombres Pi: P2, p3 vérifient les conditions

Pitpatps=—1 , 2py (4 + 2, + 45 <0,
Ps3 (21—}—12—]—13)—]—11—[—1250,

on a encore linégalité (19) pour tout poly
/ polynome (18).
Ee effet, d'aprés le lemme 3, on a Lot

p= 205k ety (a4 b)
2('11 _l_ 2‘2‘,")“3)

et nous pouvons écrire

PIG‘I‘Dzb‘,—PsC"{'ﬂ:[ﬂ—MﬂM -+
i 24y 44y - 25)
“l‘(ps‘l‘ - & —b—(- i
s i (R +2(Al+lzm](b—a)
ce qui démontre le théoréme 5.

(

a=bh=c,
a=b, p;(4, A+ A5) -2, + 2, =0,

Enfin démontrons aussi le

THEOREME 6. — Poyuy que l'inégalité
(20) Pra+pb+tpsc—p=0 :
soit vérifiée quel soi & '
PNl quel que soit le polynome (18), il fauf of il suffit

Py +p; +p3=1 » P10, paidy + 2, _I"l3)‘—('%1 ‘!“12)2_0:
On vqlt d’'abord que les conditions sont nécessaires en

faisant b=¢ (alors b=c=p) et a=b (et alors ,@:M@]
i ey
our voir que les conditions sont aussi suffi
jue | ( 1santes, re-
marquons que, d’'aprés 'inégalité (6), nous avons FX :
ﬁ§23 b‘|‘('¢1j“12) (4
Ait-Ao4-4s

Nous pouvons écrire

201 . SUR LES ZEROS D'UN POLYNOME 11

 [Agb A4 ¢ A+, )
pla+p2b+p3c—,3—( ] T i SRy (o=b)i=

—pi(b—a)

d’ott il résulte que les conditions sont aussi suffisantes.

7. — Le lecteur a certainement remarqué la dilférence
essentielle entre les théorémes 4, 5 d'une part et le théoréme 6
d'autre part. Tandis que les deux premiers expriment seule-
ment des conditions suffisantes, le troisi¢me donne des condi-
tions & la fois nécessaires et suffisantes. _

Revenons donc & linégalité (19). On trouve, comme pour
I'inégalité (20), les conditions nécessaires

21) p =<0, P3(11+’12+13)+'11+Z'220-

Pour résoudre complétement le probléme remarquons
que nous pouvons prendre

a=—1, b=0, ¢c=h=0.
Désignons par E(h) le premier membre de (19) multiplié
Aid-4.42 f .
par le nombre positif -2~£—'——-_|_‘_}_—3’) Si nous remarquons que
A 4,
@ est la racine non-négative de 1'équation
(A 2) 22 — [(by - dg) h—y — K] £ —hy h =0

et si nous faisons les calculs nous trouvons

E(h)=V(h+AP+B—Ch—D

ou
A i) (R d) =22 45 B:_zv/f, Ay dy (4 F-24-14)
(22) (A +4,\% (21 4-44)*
__ 2pa(A Ay tdy) _2pi(A Ay +h5) | AptAg
iy e B e e e

Il faut trouver les conditions nécessaires et suffisantes
pour que l'on ait

(23) E(h) =0,
quel que soit h=0.
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A & notat
Avee ls notations (22) Ies gonditions nécessaires (21)

deviennent

VA*+RB —=D=0, 1=C

et expriment que Pinésalils
Iment gue l'inégalilé (23) est bien yérifig
et pour A infiniment grand, §i§) 1L Blen s oriilne (pale (im0

; A
e
C=yrrm
nous sommes dans les conditi 5
‘ conditions du théare
Il reste & examiner le eas s

(24) 1_2_02—-% ( A ; |
= 2 OU'_%2 ——‘-2{ —|-A
VA% + B g = xl-f-zz-ﬁza)‘

Nous avons :
$FER)_ B
VAT AT 0

ce qui nous moatre i s T (R) ,

i f; que la derlveg dh est toujours croissante.
dE()_ __h+A

= & VEFA TR

il résulte que cette dérivge ne devient nylle que pour

CoVi=1¢e

Par suite des inégalités (2
Sl ¢galités (24), hi est bien un nombre

Pour que 1'inégalité (23) soi 2
que E(f) =0, Nous avgl(ls ) soit satitaite il faut et il sulft
E(h)=AC+BVI=C=D

dong la condition cherchée est

AC+BYI=C=p =0,

Il est facile de voi
= . ‘oir que le rés i :
C=1,-lorsque h; n'existe pas. ultat subsiste aussi pour

Fir ' 5
Tl%aé;?;;t ;ous pouvons énoncer la propriété suivante
. 1. — Pour que l'inégalité (19) qit tiey popr toq;

C
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polynome (18) il faut et il suffit que l'on ait p1 -+ p2 +ps=—1
et, oy bien
p =0, p3 (4 "l‘lg)‘*’izzo.

oy bien
(25) AC+BV1—'CZ—D;2_~0.p3(12+133+lz<0,
3 (g Ay = 43) 4= 4 + 4 =0,

A, B, C, D étant définis par les formules (22).
Dans le szcond cas I'égalité n’a lieu que si

ACHBYI=Ci= D=0, VI=C (c—b) = (b—a)(CB—AVI=C),

8. —On voit que les théoremes 4 et 5 ne nous donnent
pas des propriétés plus cowmpletes que celles exprimées par
les théorémes 1 et 3. Le théoreme 6 précise un peu la pro-
priété correspondante exprimée par le théoreme 1.

En ce qui concerne la valenr du théoréme 7, elle est
toute autre. Ce théoreme nous donne effectivement des inéga-
lités qui ne sont pas toujours comprises dans les théorémes
1 et 3. Soit,en effet, 'inégalité (19) ou pi ,py vérilient les con=
ditions (25). Par suite de 'inégalite

2’2
p3+ g <0u

PR
l'inégalité (19) considérée nest pas une conséquence du théo-
reme 1. Pour voir que notre inégalité peut ne pas étre une
conséquence du théoréme 3, il suffit de montrer que les iné-
galités (25) sont compatibles avec Vinégalité
___&3___
2 (Ay + Ao + 43) ‘

Pour celail faut et il suffit de montrer qlie les inégalités

p: +

Ay
Z/z +'l3

sont compatibles. Cette condition de compatibilité est

Ay iy LI
ln+lz>VA A —lﬁ”lz

< 3 3 1___ Z, 1—2 e e B
< AC+BVi-C, 1 C>V:4,4—_2+B?

et elle est bien vériliée
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9. —Nous n’ i
ravons pas Iintention d'étid

(26) 1 érv ’:
lv=1 +r 3 IV-—-s(yl—l—yz—l—'-'—l—yj_l)—'s'ngo.

V-s+t
ol

@) o S R e

En V . L
erfu du lemme 2, si l'inégalité (26) est vérifise lors-

b}
quon remplace r,

tique, elle sera vérifis
ue, el ; rifiée pour tout polynom
qu'il %dflt de demo%ltrer I'inégalité (26) gour f f
ans ce dernier cas ele s'écrit ; il

=I. =]
Yrg s =X

1 +1 § —1 _ U
7 2 ‘[V l (” 112 !] S(y 32 }] ) S.) 20
. Z

Mais, I'égalits (3) nous donne

et notre inégaljtg devient
7

(28) [nr, —s(n—1]> *.+In(n
vy

En verty d
: lemme 3, si [4nésativg 7
s )i u e 3, si lnégsalit e
f'sQuP:, de plus, on remplace 1, < € (28) est vérifige
arithmétique, elle ; »-+1 4y bar leur moyenne
: sera toujours vérifige, 11 suffit donc d
e

démontrer I'inégalits
i négalité (28) si ;

29 nry - S (n— l ‘.,\ ‘+" nin-— Fo—S8 X +l1 ey Vv 20
( ) [ I ( /]] 7 [ ( l') 2 I’J J+1 ( ’) ‘f
L = V.

ler toutes Jeg

A0 Wy B8 SR 4
S » Par leur moyenne arithmé-
(). Il en résulte

s

A=l tn(s—g) ¥,=0.
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Mais, nous avos maintenant,
1= (n =7 x+7%,
¥j T L
et I'inégalité (29) devient
[n(n—7)ra—7s'1 (%, ,— ) =0.
Nous en déduisons donc le
 THEOREME 8. — Pour que linégalité (26), sous les conditions
(27), ait lieu pour tout polynome f(x), @ zéros fous réels, il faut
et il suffit que lon ait
n(n—jr—js' =0.
Dans le cas j=1, il faut prendre s=0 dans les for-
mules (26) et (27) et s’ > 0. Sous les conditions données, I'éga-

lit¢ dans (26) n'a lieu que pour z ==» =" =X, %, =

]l
=X, ==X, lorsque n(n—j)r, —is'=0 et seulement si
X =xy =" =1x, lorsque n(n—7)r,—js' >0.

10. — Nous allons étudier maintenant des inégalités un

peu plus générales, Considérons l'inégalité

j—t d
(30) 1y Dxy +rx;+trs X xy —s(ytyte 4y 48Ty +57y=0,

V=1 V=j+1
ou
Bl G—Dn+trnth—Hr=js—s—s", s=s">s=0,
1<itn—1.
Comme plus haut, nous voyons que, en vertu du lemme 2,
il suffit de démontrer V'inégalité six; =1, ,='+==z,. L'inéga-
lité devient alors

i
o i . 1 y "
(rl—sn— )Erv + (rg—sn—nl)"fr [(””)”—sﬂxi“ﬂy"_ﬁs s
V=1

De méme, en vertu du lemme 3, il suflit de démontrer
cette inégalité si, de plus, on a x; =i, =""=x; (. Dans ce
. dernier cas l’égalité (3) nous donne encore

O s i n—1 ]
V=" By T G G Y

" et notre inégalité devient
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(32)
plx/'...1+p2 37t '
& ,+ﬂ37f,+1+y;%0;

| Sl
SR S e e ‘
It [n (/—l)rl—(n—l)(i—l)s T(n—j+1)¢]

(33) e L
| P = =l (n—1) (s — )]

Jast i e
Pa W;ﬂ[ﬂ(ﬂ~i)rs+i(s"—8”‘

L'inégalite (32)
t
polynome (18) o est de la forme (19) correspondant ay
Ai=j=1, =i =
) 2 1, }3‘:}1-_;]', a=x_, b=y, e
T!P?;c]);[;];t;t 9nous déduisons donc Je A
(31 I 2 "f Pour que l'inégalff’ 20 s '
et r‘?” s(::;fgfeu pour lout polynome {(x) a 2{30)’ i le‘? conditions
it que l'on ail, ou bien eros tous réels, 1l faut
(34) o
p :OI = 7- 1 g i 2 P
ou bien ; =7+ 1)p+1=0.
(35)- AC+ BYI—C—
| —C2—D—
s 4 D_m’OPﬁ+Dp—1 s s
Il g ™ 0, npz+j =0

[ 4 =G=D - n (F=T)(n—)
J A=TED0) 2 VaG=D—p

(36) ‘ ] 7
— _2nb3+1 o
& *-f—- D:i@d_;?:Lﬂ

p ) 3 A
1 Pé lfff)r::l ta’t;nn.es par les formules (33)
(30), tnais il EStal?f;IjtlE:ncti’io -b‘%e? b o5 Sonditions dégallis d
" aussi i gl nsister fci sur ce point A sas
que le théoréme 5 nous montre que lt:a?hct. Rd?tl'narqub“s
onditions
n; Tn—j=<0, nps+j=0,

sont suffisantes pour P'inégalité (30).
§ 3.
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37) By g 0t g8 Wby
(38) Wiy, B

dite (38) est utie suife moyenite (én
i on peut trouver m® nom-

Nous dirons que la s
m tels que l'on ait

anglais ,averdge®) de la suite (37) s

bres non-négatifs p;; 1,7 = il e At
= ho=1, d=3 ﬁi,jdj,i:i,Z,,,”m,

7=1 1 j=

Cette condition ne dépend pas de I'ordre des termes des

suites (37),(38). Nous potivons donc supposér que

Nk
3

w g L S

MM. G. H, HARDY, J. E. LirfLEWOOD et G. POLYA ont
démontré®) la propriété suivante exprimée par le

LEMME 4.— Pour que la suite (38) soil une suile moyenne
de la suite (37), il faut et il suffit que lon ait :

u’l-l—&'z_}-'-’---i—be'm*—'ﬁal{—az-\—-;-+am

(39)

(40)

1) o+ ooty =t et =125 s0ym—1,

en supposani que les deux suifes sont orjdonnées de la manicre (39).
On voit facilement que si, au lieu de (39), on avait

(39') “12“22"'2“m .“'12"2"22“':2_:“%
on aurait, au lieu de (41), les inégalités

41 @k dyop o dy St b b ey =12, 0 mel

12 — Reprenons la suite (1) et sa suite dérivee (2). Dé-
finissons les suites (37), (38), en prenant m=n (n—1), de la

maniére suivante
Cin—n—i+o=— Oin—n—i+3=" se= Qin=¥ = Xj» = 1,2 SRCLE ,1;

'”=a‘j‘n=y] y j=1,2,..-,n——1.

(3 P 4 et
R
Cambridge

6) G.H. HARDY, J. E. LITTLEWOOD, G.POLYA » Inequalities”
Univ. Press, 1934, Chap. 1L



18 TIBERIU POPOVICIU 208

L’égalité (40) est alors bien vérifiée et revient a (3). Nous
avons (39) et les inégalités (41) s'écrivent 7)

n(yi+y,+-- TV Ty, = (n—1) (x,4xp+ ta M (rj—1) x>
r=12,...,n—j , =12,...,n—1,

(42)

n(y +y,+ Tty )= (1) (b xp o X ) +(r+j—n) X

r=n—j+1,n—j+2,..., n J=12,...,n—1,
(sauf r=n, j=n —1),
Considérons, en particulier, les inégalités

(43 nlpityet 4y, ) =ln—1) (b a4 - ) x,,

J=1,2,...,n—2.

Toutes les autres inégalités (42) sont des conséquences:
de ces dernitres et des inégalités (4).

Mais, les inégalités (43) ne sont autres que les inégalités
(12) pour i=1, Nous pouvons donc énoncer la proprété sui-
vante :

THEOREME 10. — La sujfe dérivée (2), o chaque terme est
répété n fois, est une suite moyenne de la suite primitive (1) dans
laquelle chaque terme est répélé n—1 fois.

' De cette propriété il résulte qu'on peut trouver n (n—1)
nombres non-négatifs Irss» r=1,2..,n—1, s=1.2,.., ,n de
maniére que l'on ait

n n h— n—1
y[':zqr,]'xr’ Eqr,/':l) Eqi,sZQ'.
=i =1 $ =1 o

i=12,...,n =02, .., n—1.

Dans un travail antérieur®) nous avons établi cette pro~
priété en remarquant que

7) Lorsque j=1 les sommes telles que xy+x, ... - xl._1, M+t
+...4 ¥;_ sont remplacées par zéro,

81 TIBERIU POPOVICIU, ,,Nofes sur les fonclions convexes d'ordre supé..
rieur'* (11/)%, Mathematica, 16, 74~ 86 (1940),
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(Vi — %o

r=1
et en démontrant que
1

S =

(il e )
En 1 71

2
C'est de cette manitre que nous avons d’abord obtenu

. ’ [ 43 g ! : = ’
L mf?%agecslo(nsi)d(;rons encore la suite (1) et sa suite dérivée

(2). Posons maintenant

, xphxgte i A T O e A
£= n—1
b ' }’1"‘3’2“""+yjf—1+yf+1+.“+——yn*l’ i=12,...,n—1,
yi— n—2

i >2.
supposant, bien entendu, n \
£ SE cette’ facon nous obtenons les suites

!
X == =X,

(45)
(46) y'l_zy'gz"'zy,,_l
et 1'égalite
n—1
22 1 :
Ly By ? Y
(7 iy =1

Le théoréme 2 nous montre que
(48) Vizxy , X =Yg
: Définissons maintenant les suites (37), (38) de la maniere

—n(n—1
suivante, en prenant encore m n(n ),

9) Voir loc. cit. 8).
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ajn_”ﬂ=“i"—”+2=';‘=afn:y} ’ ]'=1,2,....n—.1,

O sy = C gy == @ i=x, i=12,...,n
et cherchons si les conditions de lemme 4 sont vérifides.
L'égalité (40) est satisfaite par suite de (47).
Cette fois nous avons (39') et nous devons donc examiner

les inégalités (41"). Ces inégalités deviennent '9).

(n (1 +y+ Y)Y = (= 1) (2 2y )+ (rH—1)x;
r=12,...,n—f, j=12,...,n—1, .

(49) \ :
RO Y Y)Y = (n— 1) () e 2t — ),

r=n—j+l, n—j+2,...,n, J=12,...,n—1
(sauf r=n, j=n_1),
De ces inégalités choisissons les suivantes

(50) n (¥ 1+yt: Y)Y = (n— 1) (X 4 x X))+
Ji=23,...,n—2,

(51) n(y'1+y’2+"'+y,]'_1)+(n‘—'j)y'jg(n_l)(xr[+.x,2+.'..+x,j)
i=2,3,., .'n_z,

(52) n(y’ﬁr;v'er'''+y’i—r1)+(n—i+1);}’,-2(n—1)(x’ﬁrx;%“"+3C',-)+x',f+l
J =28, o

(53) n (1ot 4y, = (n—1) (', + %y 4+ X )+
i=23,...,n—2,

Toutes les autres inégalités (49) sont des conséquences

de ces inégalités, des inégalités (45), (46), (48) et de I'égalité

(47). Remarquons, en passant, que pour n=3 les inégalités

(49) sent démontrées. 11 reste & démontrer les inégalités (50),

(51}, (52), et (53) pour n> 3. Tout d’abord nous allons expri-

mer ces inégalités a4 l'aide des zéros (1) et (2), en tenant
compte de (44). Faisant les calculs nous trouvons

10) Pour j=1 les mémes coaventions que plus haut. Voir 7),
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. ' CRUAS . ———2 'x.——
'[n(j~1)+1]2x,-+n(n——1)(n——2)(r1+xg+ +2;_)+n(n—2) %
i=1
i —\ﬁz(n—1)(y1+y2+"'+y,-)+n(n—1)2y,-20
j=2’3v---nh'—2)
iny; =0
: cox))— 2y Fyet Ry Y =
2 % —2) (2 + gt E) — E W
(55) 1_2r,+n(n |
i ! J=2,3, 02,
s : ] v, )+
(1) (=) 1] S 410 — D=2 +x2+ 0 %y
L i=1 | I
(n—1)(n Tyt '+3’j)+n (n—1) (j—2) iy
2 (n—1) 9, =0,
j=3,4,...,n'—1,

(56) +n(n—2)x,—n’

(—1) nEx,~+ (n—1)(n—2)(x;+x2+ " +x) +

67 i1
+(—1+1) (n—2) x;,—n(n—

l.=3,4.---,n—‘1.

es ‘calc'uls dans (52) et (53) nous avons

1) (1 +ya+ +y;)+n (n—1)y,= 0,

Avant de faire ]

Shaneey) S Sy or los inégalités (54), (55, (56) &7.
1114n0ui)1;:?1:2:nci(-ar[::ﬁ:nstrfil:abord de Vinégalité (55), qui est

i plul,s’i;l:;g}ii'é (55) est de la forme (26), f’ﬁ nous alvons

i, s=n?, s=n({—)j
n=jt+nn—2),n=j],s=n , §

et leé conditions (27) sont bien vérifiées.
Nous avons
nin—jra—js=0

et on péut donc appliquer le théoréme 8.

o ssalite (55) est donc démontreée. g
Iil;nigil;ts? i(négalités (54), (56), (57) sont de la forme ¢

I. L'inégalité (54). Nous avons
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== (=04 (n—1) (1=2) | ry=n (1) +1+n1 (1—2) j=(n—1) (nj—1),

rs=n(j—1)+1 , s=n%(n=1) , s'=0 ) s"=n (n—1)2,
Les conditions (31} sont bien vérifiées.
Pour les nombres (33) nous avons .

=00 ) ) gy

TS O ey
D — > —(2n—1)j-}-n (n—l)_
: 'n(n—l)z

Nous avons

(n—7-1) py -1 =1 [n,r'2~—(n2—|—2n—1)i—l—2n (n—1)]

n(n—1)?

et il est facile de vérifjer que pour 2 <j<n-—1 ce nombre
est négatif. l.a seconde condition (34) n’est done pas vérifiée,

Nous avons
n(i—1)(n—j—1)
(n—1)

et il nous reste & examiner Ia premiére inégalité (35).
Compte tenant de (36), nous trouvons

nps—+j= >0,2<j<n-2

AC— D= —4nG=1)(n—)) (n—j—1)
(n_1)2]-1

L}

—C S )
Vi-C= 1-2 ~1ps(npy+)) = —

(n—1);
et la premiére inégalité (35) devient, aprés. simplilications,

Vnj*—(@2n—1)j+n (n—1) = V(n—) (n——1)

Vn(G—1) (n—j—1D[nf>—(2n—1)j+n (n—1)]

ou
(n—1)j2=0,
qui est évidemment vérifige.
On peut donc appliquer le théoréme 9 ot 'inégalité (54)
est démontrée.

II. L’inégalité (56). Nous procédons- exactement comme
pour (54). Nous avons

23
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r=G—1) (n—1)+1+n (n—1) {n—2),r=~j—1) (n—1)+1+n(n—2,):(r12—1)(r11+1—2),
l ‘r —(j—l)(n——l).+1 , s=n%(n—1), s'=n(n—1) (j—2),s"=n (n—1).
=
Nous déduisons

Ll i
n—j+2

n—j
— — » P
=T = n—+2)'" |
I e=D=D_ o, 32j=n—1
(Bl L= S )

et la seconde inégalite (34) n’est pas vériliée.
Nous avons aussi
=P (== (=2 3 i py,
s G D +2)
4n (n——2)(i——1)(n—-i),
AC— D= D w2

: Vrtn—) it~ -1 j— (n—2)]
(n—1) (n—j+2)j

et la premiére inégalité (35) devient, aprés simplifications,

VicCi=

Vo2 (1) j— n—2)] = (n—2) Vj—1

5 (n—1)j*=0.

\En vertu du théoréme 9, I'inégalité (56) est donc démontrée,
III. L’inégalité (57). Nous avons

r=({—1)+n—1)0n—-2) , ry=(—1)+(—1) (n—2) = (n—1) G—1)

ra=/s—1,s=nm—-1),s5=0, s"=n(n—1)

et nous déduisons

. i 2—2j+n
(7—1)(’1—__-2 .P2=—n_—]'p3:_7;(:_T)'
PP=" p(n—1) 1) :
G=DG=2n—=) ¢ 3=<j<n—1.

(n—i+Dpstl=— e

ité srifiée.
La seconde inégalité (34) n’est donc pas ver
Nous avons aussi
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=1 (—y ‘
npa+1—\"j)>0 y3=Zj=<n—1,

n—1

AC—D=— _4G=1 @ —jp
: (n—yp

R RT3 2 (GG— (1 —N(7 3
Vi—C = (—n—:—ﬁ; Vi—1Dn —NG?—2j+n)

et la premitre inégalité (35) devient

Va(F—=2j+n) = n—;
ou

(n—1)/2=0,

qui est évidemment vérifige.

L'inégalité (57) est donc aussi démontrée,

16- i V V
- »

analo%;; a pel!e exprimée par le théoréme 10.
OREME 11.— La suite (45) ou chaque terme est répété

n—1 fois est une suife
x . moyenne de la suit ;
chaque fterme est répété n fois (n > 2). i (46)* ol

ol veesy,8=1.2,...,n—1, de maniére que
xr __nz-l ’ ’ it i
i qi,ryrl Eq,i,r=1 ) Eq’s/’:“ %
r={ =1 $={1- 5 n—1

=

P2saion » J=102, e, n—1.,

§ 4.

17. — MM. G. H. Harpy, J. L. LITTLEWOOD et G. Porya

)

———— "

“ 11) G. H. HarDY, J, E.
lities satisfied by conwex functio
12) Voir loc. cit, 8).

LIITLP.WOOD_, G, POLYA ,Some simple inequa-
ns® Messenger of Math., 58, 145152 (1928)
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LEMME 5. — Pour que l'inégalité

(38) SA9G)=3Biobi) , rs=3),
i—1 i=1
ot

A" > 0, B,' > 0 ,'Al'—‘;Ag"l‘ 2 qF —]—Ar =B1+Bg+' £ "l'Bs =1.
1< X<l K Xy 9 < ¥o <o+ ys , soit vérifiée pour toute fonction
@ (x) non-concave (d’ordre 1) dans un intervalle contenant les
points x,, y;, il faut et il suffit que l'on puisse frouver rs nom-

bres non-négatifs p;, de maniére que l'on ait

291,v=1- 2B, pv,j:Aj’ i — zpi,vxv 1

V=1 v={ v—1
=2 dran S ] =tk 2 d il i

St ¢ (x) est-convexe, dans (58) le signe > est valable.

De cette propriété nous déduisons le

THEOREME 12, — Si @ (x) esi une fonction non-concave
dans un intervatle confenant les (1) et si (2) est la suite dérivée
de (1), on a l'inégalité :

n n={

LS o> So0).

n; “n—1;
=i j=1

Si la fonction @ (x) est convexe, l'égalité n’'a lieu que si
X == =l -

Cette propriété est due & M. K. TODA %),

Nous avons signalé, il y a déja quelque temps, cette
inégalité, et elle a été effectivement démontrée par M. H. E
BRAY 1), pour ¢ (x)=x», p entier positif. Pour p quelconque
'inégalité a été étudiée par M. S. KAKEYA '), :

18. — Le lemme 5 peut aussi étre .appliqué aux suites
(45) et (46). De cette facon nous obtenois une nouvelle pro-
priété qui est donnée par le

13) K1YOosHI TODA ,On certains functional inequalities” Journal of the
Hiroshima Univ., (A), 4, 271—40 (1934).

14) HUBERT E. BRAY »On the zeros of a polynomial and of ifs derivative®
Amer. Journal of Math, 53, 864872 (1931).

15) SoicHI KAKEYA. On an inequality between the roots of an equation and
its derivative’ Rroc. Phys. - Math, Soc. Japan, (3}, 15, 149—154 (1933).
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- f'I:IéIEOREME 13. — Si les suites (45) ef (46) s’obtiennent de
et (2) par les formules (44) et si ¢ (x) est une fonction non-

concave dans un intervalle contena ;
nt le
a linésalité $ points (45) et (46), on

1 2| n .
(59 AT ZPONZIIeE), (>,
I=1 i1

-

Si la fonction est convere Pégalité n'a liey que si x| =x,=—
=2 ":x” A »
En effe't, dﬁe l'étL}de du lemme 5 il résulte que 1égalité
T peut z:wolr lieu, si @(x) est convexe, que sj Vi=y,=
LS A i exige x; =x,=' =y | :
En particulier, nous avons l'inégalité

o ' p bield ’ ’ ’
G0) IV H Ayl e F et
st p > 1, I'dgalite ayant lieu seulement sj O=x,=,,.—x
o n

leq supposant, bien entendu, que tous les zéros (1), donc aussi'
es nlombres §45), (46) soient non-négatifs. Ceci résulte du fait
q;e’ a fonction ¥* est convexe s P>1,x=0. La fonction
ia] e;]antdconcave st 0<p<1,x=0, I'inégalité contraire est
1" a e lans ce cas. On voit aussi, de 1a méme maniére, que
lmeg:athte((?O)dsubswte aussi lorsque p <0, 3 condition, que
es zeros (1), dong i ) i

7S onc aussi les nombres (45), (46), soient tous

19. — Faisons encore une dernié icati

Gy - erniere application de 1’ing-
gdlhte (59). .La fonction logx est concave pour x >0. 1l en ré-
su. te que si les zéros (1) sont positifs nous avons. I'inégalité

O Ve s TSR s )

C')ette.‘ inég'alité est valable aussi lorsque (1) sont seulement

gon-negatlfs. L'hypothése ', = ¢ exige x; = xy=,., =y, =0
— — ST S

f)nc Vi =y, = ... Yn_e=0 et par suite ¥n =0, IIl en

Soit f(x) un 3
O‘I by r 7
% ] polynome ’de degré n >2 a zéros tous réels
ot Xagaie Xy, les zéros de la s -éme dérivée £0)(x)
esigno ! :
gnons par x'; XsgreeenXs, o les moyennes arithmétj-
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ques des zéros x;, pris n—s—1 a n—s—1. L’inégalité (61)
nous donne la suite d'inégalités

no 7

] 7 ’ 0 ’
Vlon oz e e Xom S V& 11 X1y 000 X1 g =

= Vx’2)1 xl2:2 s x’z,n—2 == Vx’n—-z;] xrnazlz

en supposant, bien entendu, que les zéros de #(x) soient tous
non négatifs.

Il est facile de voir que pour toutes ces inégalités les
conditions d’¢galité sont les mémes que pour (61).

20. — Enfin, changeons encore un peu les notations. Dé-
signons par @;,a,,...,a,les zéros de f(x). On voit facile-
ment que x'p_, x;_,,sont les zéros de f™2 (x). Mais, le
produit de ces zéros est égal a la moyenne arithmétique des
produits deux & deux des nombres a; . Nous obtenons donc
la propriété suivante.

THEOREME 14. — Si a; , @5,...,a,(n > 2) sont des nom-
bres non-négatifsetsi A, , Ay ,..., A, sont les moyennes arithmé-
tiques de ces nombres pris n—1 a n—1, nous avons l'inégalité

(62) 'if'AlAiz...Angl/g;@.
“n

I'égalité ayant lieu si° ef seulement si ou bien tfous les nombres
a; sont égaux, ou bien n—1 de ces nombres sont nuls.
Notre inégalité, pour n==3 et pour n =4, peut s'écrire

3 2 Gl
V(a-+b)(b-c)(cta) = V3 Vab+bct-ca

V3

4
V(a+b-+c)(b+c+d)(c-+d+a) (d+a+b) = V> Vab+-ac -+ad+ be-F-bd+cd

a, b, ¢, d étant des nombres non-unégatifs.

L’interét de V'inégalité (62) consiste dans le fait que le
premier membre est une superposition de movennes arithmé-
tigues et d'une moyenne géométrique. Si A, G sont les mo-
yennes arithmétique et géométrique des nombresa;, as,..,a,,
on a

A= VA AR =G
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D’autre part on a aussi

Sa;a,

AR
(3)

et on voit que (62) est une élégante précision de la premiére

de ces inégalités. \

A=

Iasi, le 6 Octobre 1943,



