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Lucrare prezentatd la Prima Sesiune Stiinfificd a S.S.F.M

O IDENTITATE IMPORTANTA $I DESCOMPUNERE :
A UNEI FORME BILINEARE INTR-O SUMA DE PRODUSE
D. V. IONESCU prof. univ. Cluj

1. Definim in aceastd lucrare functia @ (x,,..., x,; y;,... y,) omogend
de gradul p in x,,... x, si de gradul ¢ in y,, ..., y, dacd ea verifici ecuatia

Dy, g VIS8, VL) — PO (et G e oy 1)

oricare ar fi ¢ si ¢’ (pg =~ 0).
De exemplu, functia

@:mfy‘{z;(ﬂ,...,ﬁ”l;ﬂ?-,...,ﬁ), @)
Ty Ly h
unde 2} (&;,...,&,, 7,,... ) este o functie arbitrard, este o functie omogeni
de gradul p in z,,..., z, si de gradul ¢ in y,,... y,.
- In particular forma bilineara
n
OF— 2 Qi Ti Ype (3) 3
i) k=1 :
este omogend de gradul 1 in x,,... x, si de gradul 1 in SRR
-S4 presupunem cid functia ® are derivate partiale de ordinul intii

2
A si @ precum si derivate parfiale de ordinul al doilea, de forma s

3'51:.5 3yk : ax; 3yk
O astfel de functie se obtine din formula (2) alegind functia 2} astfel ca ea
5 : S 0P s g2l
sd aibd derivatele partiale — . —, :
2 08; Ong  O0E; Omy
Derivind ambii membri ai ecuatiei (1) in raport cu ¢ si apoi in raport cu
¥, si facind apoi t = 1, ¢’ = 1 obtinem identititile

00 oo o0

Ty—+ 2 — + ... + x,— = pd, @
0z, 0, (Gt
0 o0 D

Ut sl e iR e L ®)
9y, Ys 9Yn :

‘analoage cu formulele bine cunoscute ale lui Euler.
Derivind ambii membri ai formulei (4) in raport cu y; si ai formulei (5)
in raport cu 2;, obtinem identititile :

0 - 0*D *D o
) + , +oootx, — —p—> (6)

0,0y 0,0y, 02, 0y, Y.

*D %0 0*® oo
5 drneno Feleror 7
. 0x; 0y, 2 0x; 0y, s 0x; 0y, ; 0%; @

Din formulele (4) si (7) sau (5) si (6) se deduce ci :

3 D :
pq® = T Yy - ' 8)

T2 O Oy
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Sprijinindu-ne pe identitédtile (4), (5), (6), (7), vom demonstra identj-
tatea J, care face obiectul acestei lucréri si care este verificatd de orice functie
® definitd mai sus. In cazul particular cind functia @ este forma bilineary
(3), identitatea J se reduce la descompunerea unei forme bilineare intr-o sumg
de produse, care, atunci cind &, =y, ,..., T, = y,, di descompunerea lui Jacoh;
a unei forme patratice intr-o suma de patrate (1).

2. S& presupunem ca in domeniul D definit de inegalititile

G<H<Y G <Y by

derivatele partiale

G, k=1,2,...,n)

>0
ox; 0y,

(B, vty

sint continue, iar determinantul
2D 02®
x,0y; 02,0y,

AZyseves Tus Prounos Yn) = | -
20 2D
02,0y,  0%,0yn

nu este identic nul. :

in acest caz, intr-un anumit punct M al domeniului D, de coordonate
) s aassdn soUl e 2 gl dvent A S0 ST deoarece AN o . o s, Bas Uy <2 il) eSTals
functie continud de z;,...%,; Y;,...Y, in domeniul D, se poate delimita in
jurul punctului M un domeniu D'CD in care si avem

(A EOWAS T ) SR TN ) )]

Putem presupune atunci cid notatia a fost astfel aleasi ca toti determi-
nantii

02® %0
0z, 0y, 0x;0y;
AN 5 A e b s . (10)
@ 00
ox;0y, 0x;0y;
sd fie diferiti de zero.
S& demonstrdm cd avem identitatea
1780 *® 00
0x,0Y, O GURE Oy
i L LT (11)
An | om0y, T baady, 01, |
oD
42 0
0y, Y
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Pentru aceasta si utilizim formulele (5) si (7) si sd scriem urmétorul

. gistem de ecuatii lineare in ¥y, Yp,. .. Un

20 02D 2®
; 9 4.+ Un =l
0x,0Y, 02,0y 07y
32(.1; 02® 0D
U1 U ==l
0x,0Y, 02,0y, 0xy,
(o) 0
‘ fiar e A Yn = q®
o 0Yn

Eliminind intre aceste ecuatii pe ¥y, Ys,...» U $i tinind seama ca in

\" ~ domeniul D', avem A, =0, rezultd imediat formula (11).

S4 notdm
2
Ak = &2 G R, 28 )
0x;0Yp
si
0® ;
RS R
0x; 0 Y
Formula (11) se va scrie
7\11 7\12 7\13 SR 7‘1n ?q
Mor Aoz A23 ... Mgy Oy
O L l%er 2e2 Msze--lan Qs 1)
An ................................. %
7\n1 )\nz )\n3 7\nn (Pn
¢ by Py oo, O
Deoarece

Ay A ASEl
putem transforma determinantul din membrul al doilea astfel ca sd obtinem
formula de forma
7\11 0 ; 0 00 0 01

apon 0% G L0RY Bl
® = — _l_ 0 0 7\(323). 30 (pgxz)' ; (12)
Bl 0 et
oW W o

aplicind o metodi analoagd algoritmului lui Gauss [2] pentru rezolvarea
unui sistem de ecuatii lineare.

Intr-adevir, si ne purtim atentia asupra liniei ai”* din determinantul
din formula (11), si inmulfim elementele liniilor a1% a27°,..., a (i — 8%
cu gy Ogyee oy Ki—1 e z
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S$a adundm la elementele liniei i™ si si alegem pe o;, oy, ..., o ,
. .. 3 . - . . - - — - . . x oy
astfel ca primii i — 1 termeni ai liniei @ i~ ® s fie nuli. Termenul al j-lea ai

e 5 P : i S G 2 {8
liniei ¢ i~ devine A", iar termenul ultim al liniei a i ~® devine ol

1
& ). Vom avea
ecuatiile -

A%y Ao oo N1 ®ig F A =0

13
Myi—10g + 2210+ o0 Ay jq0 g+ A i—1 =0 o
care determind pe «;,..., e,y precum si ecuatiile:
Tl gy o et s s g e K ) (14)
P10ty + Paoy + o+ @ity + g = oY (15)
Eliminind pe o4,... ¢;— Intre ecuatiile (13) si (14) avem:
Ay iz s Myimr Ry
A= 1 Ay Agg s o Ny
I e v, O TR R T R e (16)
Ay Ao e o I ey PR
Ai 1 Nt 2R S e B
si
My - M, i P1
G L B L
SN A DR el o
Ai1 - A, i Pi
Formula (11) devine astfel
A Mg Mg - Mg 1
0 ad o L d) el
1
B e s G 0 (2)_“ (2) (2)
A e ey (e
0 0 R e
b TG R

S4 ne purtim acum, atentia asupra coloanei ¥™* a determinantului din
formula (18); si inmulfim elementele coloanei a17% 27*... a (k—1)* cu
Bys Bas -+ Br—a 8i s3 adundm la elementele coloanei ak™®. Vom determina
B1s B2 - - . Br—1 astfel ca primele k — 1 elemente ale coloanei ak™® si fie nule
si vom nota eu 9{"" ceea ce devine ultimul element al coloanei ak~ % Vom
avea ecuatiile

AaBy+MeBa+ oo F Mkt Broa M =0
B+ o M B+ =0 (19)

T b s
Mk Bi—t + A =0
care determind pe 8,, B,,... By precum si ecuatia

biBy + 9aBe+ -+ Yroa Prot + Gr = P (20)
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Eliminind pe 8, 8,.. ., 851 intre ecuatiile (19) si (20) vom obtine
Ay Ay Mg - Mkt M, k
3
e : S
s e e e (h—z)(k—z)
% 0 0 (fen s Ag—1, k—1 Ak,
1 e N L = Uk
Din formulele (16) avem ] '
A A i Aj—
R R
A, A, A
Astfel cd formula precedentd se mai scrie
A Ao b EDRTARS Tod 90, M
1
VAR - S Y PR P
! 1
o et ) 0 WS e A3, 1)
Bl Sk RS o e e
T e s S e
Gy $o Ps el dr $re -

Tinind seama de modul cum s-a ajuns de la primele k—1 linii ale determinan-
tului din formula (11) la primele k—1 linii ale determinantului din formulele
(18) se deduce ci formula (21) se mai serie sub forma:

)\11 )\12 o 7\1](
A A ShissNoT
i 1 21 29
¢§(" L) i B o R M S R S R e (22)
Art Ae—1,1 Ap—1,2 -+« M1, &
4}1 ‘l’z ONCE0 q)k
(t—1)

Formula (12) este astfel demonstrati, unde o; este dat de formula (17),
¢§,"”" de formula (22) si avem

: A: .
P\ B e 23
; i ; (23)

3. Dezvoltind determinantul din formula (22) dupa elementele ultimei
coloane avem:

)42 (n—1) @) (n—1)

A g

@ = BB o gy p ST gD
; A, AT

P e (e

n—1, n—1 S sod
- < o=
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intr-adevir, vom arita ci in acest caz avem identitatea:

‘ sau tinind seami de formulele (23), aceasta se mai scrie
20 Pr20) oD

| 1 A
| e A‘l Py Py + A“I oG+ e _A”\“l o(n—1) (n—1)
2 n n S
| Bl e o=t o A 0,0y, 0x,0y, 0z
5 (Pil— §1 k_ din formulele 17 Si 22 < e s0 e deseer s es ts ee ss s s sa s anes s an L
: D5 ), vom avea: e _1__ 20 20 P (25)
O =g+ ——| % h | ozoy, ' oxdy, - on,
| o il Do | dn 4y ) e
‘ in 1 )\11 ....... M’n_l 1 M <o Ay oy, ) 2y,
| Do g Ay | Pntt e Koy g Pn—1 el s o _ Pentru aceasta sa. utilizim formulele (5) si (7) si s& scriem sistemul de
E) n—1, n
| g WO N On O 1O s ecuatii lineare in y;, Us,..., U,
;i:stzeivﬁlcl?édrila vechile notatii, vom avea identitates (J) care face obiectul L y+ ...+ i Yy = (I@ SR *‘az—q)‘yf
; 0,0y, 0,0y, 0x; ;=41 0,0y,
G oL L 2000 B o) a@q; - L et s s e (26)
i R e Tyt o T %oy, 9,0y, 0x,0Y; 0z, 0y, or, ! 534 0x,0y; :
081 0% 0y, AN, 220 oD 20 e o i
T3 e G =q® — it
axzayl 9, 9y, 0y, Yy & Y, T ; igl ayi yl
2
£ 40 70 0P (7880 22D Eliminind intre aceste ecuatii pe y;, ¥s,..., y, deoarece A,=~0, obfinem
JImon 0moga ey 0z,0y, " om0y e :
; ; PRI e 22d LI N 1) 220 2D 20
5 SRy 20 90 20 20 e
n—1ly | o ot e L W i R 01,0y, oz, 0y, 0z, 0,0y, 0x,0y, 0x,0y;
n 1 n—1 Oln—1 0%, 4 83:’1__1@!}1 9$n~13yn i
gl GA0 0 D ) 90 e 0 0D 00 eI . O S
{ 0,0y, 0Tndyn—1 O, T 55 i 0,0y, QX0 < O, ISR dn o, ox,0y, 0x,0Y;
? in care A; sint determinantii dati ; : G o0 @ A 0P 00
| bild in domeniul D, ¢ formulele (10). Identitatea (J) este vala- By Do TR e
f 4. Daci in domeniul by ; %
matricej niul D se poate delimita un domeniu D” astfel ca rangul” Tinind seama de identitatea (6), putem scrie
*0 L) 92d %0 ikl gL 020 20 20
0;:0y, Omdy, ' omay, 0x,0y, 0x,0y, 0x,0y; 0x,0y, 0x,0y, 0x,0y;
feian ) 20 20 o 20 |_ L3 20 2o 20 |,
i) e — | = — ... 1
J 3x2(9y28:c26y2 0,0y, (29) 0x,0y, 0x,0y, 0x,0y; P =1 9x,0y, ox,0y, 0Y;
20 20 20 oo u 0D oo >0 i L B 7
ay, 0y, oy; 01,0y, 0z, 0, 0x,0y;

Determinantii din membrul al doilea sint nuli, fie ¢i au dou linii identice
({r), fie cd rangul matricei este r. Revenind la formula (27) se deduce ci
membrul intii este nul, de unde rezulti identitatea (25). :

‘ 0z, 0y, 02,0y = oz, Ay,

| s i
sd fie r, pentru orice i ]
: punct din domeniul D”, atunci i
, i
formulei (J) se reduce numai la primii r terméni et o

2 —c. 831




j :
Aplicind identitsii i
la identitates ( JI:)I atii (25) aceleasi transformari cq 15 numerele 3 sj 4 ajung
> s em
LX) 20
B A 00 2@
1
(I)c @ <k A\?E)EL@ o 1 92,0y, 0y 02,0y, ox ay.
0y 9z, dy, AAy | 20 o | 20 31 ; T
L mdasis 30 (0}
% c'?xzayl ox, oy, dy,
2

— Bk R e &0 220

i oot SRR 00y, ozom

s .........‘........... L SO by s 3 7
e o e

x,;{ayl 3x,_1(')y,_1 0%y_4 0%y ay. £ 0
0*® 20 7o) P10} : S
e R o L o
0l Z,0y,_, ox, dy, 2]
Y

care esgev \ffa]abilé In tot domenjy] D"
- D2 lacem o icati i itxtii
forms bilineary 3) e g 4

n

O — hird :
Z ik Ly Yp .
6))

Matri -
ricea (24) este in acest caz:

a1 Wiz i i dy,

dafidaoi s e as;,
(28)
5 anq Gy v (17599
e r rangu] €i, si notim ca maj sys:
(15 it A ay;
/A g L A
; (i:l, 2’”'1,
Avem: ] ) .
Deasemenea notim: A 2 e
Q13 ay;
T Al G a :
Py {01 o @Gy ; : e o2,
= Vv e o
i? aq} ....... (30)
; 9y 9y; et ot =
unde ; — 1552557 o

xiap do
i(2) si z'?'(’ i
/2 $1 Q;(y) sint forme lineare Observ. n P
- Observim ¢j P; ( i
i(2) nu depinde de

c Yie1. Avem

Z: s X ISl e .111'_.1 1ar !_.)l g] nu de .“lde de !} i
1 2 2 2 ( ) p yl ’
2

op; 9Q;
2 %,

= A,

astfel ca

). Sa consideram pentry aceasty

811

DS sy A NG ) G
DA ol il 0 (e o gt s #1

ceea ce dovedeste cd formele lineare P,, P,, ..

independente.
Aplicind formula (J;) obtinem formula de descompunere a formei bili-

neare (3) intr-o sumi de r produse de forma

o> Pr;Qq, ... @ sint’ linear

B, PO, @) | Pi@) 0 @)E  (2) Qr ()
i,kZ='1 Ao TARAVY : Ay A, e Ay A 2

unde P; () si Q; (y) sint date de formulele (30), iar coeficientii de formulele (29),
Daca forma bilineara (3) este simetrica, adicd a;; — ar; este usor de vizut

din formulele (30) c¢i avem
Pi(x) = Qi (x)
astfel cd formula (J,) se reduce in acest caz la

i G@A® |, &@0 1Y Qr (2) 0 () ’
e Ti Uk = + +oo F T ().
iR e A, A, B 2

i, k=1
Dacd xx = yx, unde k= 1,2,..., n forma bilinears (3) se reduce la
forma patratica ‘

n
Aix T; Xp,
iy k=1
unde a;; = ay;. Formula (Js) este atunci descompunerea lui Jacobi, a formei
_patratice intr-o sumi de patrate '

n G |, G@ 05 ()
i i Lp = —— (I
%akx T e L T - + PR I

unde Q; () sint date de formulele (30). ; : :
6. Sa presupunem ci forma bilineard (3) este cu coeficienti complexi si

cu variabile complexe, pe care o presupunem scrisi sub forma
n A S 4L
4 (x, )= > aul;y,. (31)
i, k=1
Forma bilinears este hermiticd daca
Qi = Qi - . (32
In acest caz avem

4 (x 9 =% (y, 2).
Din formulele (30) se arati tinind seami de relatiile (32) ca

P;(z) = Q; (2)
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astfel cd formula de descompunere (2,) ne di in acest caz

i.aik?ﬁi!];= Q: (x) 0, () i %&_@_{_ it _*_Q;(LQ’(‘U) (H)

Lle=i AO Al Al Ag Ar'—-l A,

unde determinantii A; dati de formulele (29) sint reali.

fn cazul cind Ty =Yz, unde k =1, 2, ..., n forma bilinearid hermitici
(31) se reduce la o forma patratici hermitics, si formula de descompunere
(H) devine

S = 0(@0@ 0= 0, (x) 0 (2) Or (%) '
M‘Z__vi aik x" xk ST IAO Ai + 2 Al A2 + L —I" A-_r_..l A'_"r (Hl)
sau_
S AT L le@rp
- Qi T Ty = S + AR e ————Ar—-l " (Hi)

adicd se obtine descompunerea intr-o sumi de patrate reale a formei patrate
hermitice )

n 8
E i Ty X,
Lk
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O PASJIOMEHWY BUJIVHENHON ®OPMYJILI B CYMMY MPOU3BEOEHNI

Peswome

Hoxazamo wro QyHnnuE, OXHOPOTHEIE W CTEmeHN p OTHOCUTeIBHO Iy,...,%, U
CTCICHY P OTHOCUTENBHO Yy,...,Y, YHOBIETBOPAIOT HEKOTOpOMY TommecTBy (J). B
9aCTHOM cirydyae rorma @ apismercA CumimHeitHol (opMOIL. (J) cBommTcA K pasmomeHHI0
QopmMEI Ha CyMMy mpomsBemeHmA KOTOpOe B CIy4ae KBaIpAaTHYHON (OPMBI CBOZUTCA K
pasinoenuio fxo0H ‘KBaJpaTHIHOH (GOPME Ha Cymmy KBaJIpaTos .

UNE IDENTITE IMPORTANTE ET LA DECOMPOSITION D’UNE FORME
BILINEAIRE EN UNE SOMME DE PRODUITS

Résumé
3. On montre que pour les fonctions @ (%15 -0 Ty3 Yys-. ., Up) homogenes, de grade
p en xy,xy,... £, et de grade g en y;, Y,, ... y, existe une identité (J), qui dans le cas

particulier quand @ est une forme bilinéaire, fournit la décomposition de la forme bilinéaire
€Il une somme de produits et qui, dans le cas de la forme quadratique, se réduit & la dé-
composition de Jacobi dans une somme de carrées. 3




