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GENERALIZAREA FORMULEI LUI TAYLOR
D. V. IONESCU, prof. univ. Cluj '

1. Teoria ecuatiei diferentiale liniare adjuncte unei ecuatii diferentiale
liniare de ordinul n [1] permite s stabilim o formuli care generalizeazd formula

clasicd a lui Taylor

Y@=y + * Y@+
(11-—-.% )n——1 5 i (x__s)n—1 o
e i
Fie
F(y) = y® + ay(@)y™D +:..+ az (x)y = 0 )

o ecuatie diferentiald liniard si omogend de ordinul n, coeficientii a; (x), i=1,
2,...n fiind functii continue in intervalul [a, Q]
Fie deasemenea :

Gy e (— ¥ — @y 4o+ (C D] =0 ®)

ecuatia adjunctd ecuatiei (2).
Se stie ca avem identitatea

\

F(y) — y6@) = ;; 2 (U, 2) )

unde

2y, ) = 2g % 5 ()

+ [(ay2) — Z]y*®

+ [(a32) — (a4 e =3
] Hais n—1 _(n—1)
£ [no12) — an-28) = 7 )5 2 Ty

S& integrim ambii membri ai formulei (4) intre z, si x, unde si & §i %,
sint. puncte apartinind intervalului [a, b]. Vom obtine

(" COF )] =y 06 0 ds = . —j; ALy, 2)]ds. ()

Ty Lo
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Fie
; 2(s) = o (x, 3) 7y
0 integrald a ecuatiei adjuncte G (2) = 0 care depinde de parametrul x si satis-
face conditiile initiale: '
z(s) |, = ¢:(x, 1) = 0, 2’ (s) o = @) 20,10, 45
el — o0 (z, 7) = 0, 00— Gi— " (z,2) = 1. (8)

Inlocuind in formula- (6) pe z (s) cu cp (z, s), obtinem ecuatia

[ o9 Py e1as =2 e, 00 [ ©

Zo

Observim ci 2} (y, z) este o functie liniara si omogend in z,z2,..., SA=0)
coeficientul Iui z™™ fiind (—1)*! y. Pentru s=z, datorita relatiilor (8),
2 (y, 2) se reduce la (—1)"_1y (). Pe de alta parte, 2 (Y, z) este o functie
liniard si omogend in y, y,. . ., Y@= ai carei coeficienti sint pusi in evidentd
in formula (5) si care depind de z si s, deoarece z — ¢ (z,s). Pentru s =z,
coeficientii lui y (z,), y, (®o)s- - ., YD (x,) devin functii de z, pe care-i
notdm cu c

(GDER@, (DR @), ),
Formula (9) devine
z

J. 09) F IB0Ms=(= 1) y@) + (1" [y @) +3u(ehs” g +
oo (@) gD ()],

Rezolvind in raport cu y (z), obtinem formula
¥(@) =2 (@) ¥ (@) + X (@) ¥’ (z) +... +

0 @) 50 @) + (=0 62,5 F [y (5)] .

Zo

(10)

Sa ddm semnificatia functiilor 2; (z). Inlocuind in formula (10) pe y ()
cu integrala y;(z) a ecuatiei diferentiale F(y) = 0 care satisface conditiile
initiale

5 (20) =0, ..., gD (z)) =0, yi-b (zy) = 1,
g — 0y, DG

obtinem

E==1;2,5 -7, B =iy

Y; (I) =i Ai (x)'

Astfel, in formula (10), 2, (@), 2 (2),..., Ay (%) sint integralele ecuatiei
diferentiale F (y) = 0, pentru care conditiile initiale sint cele aritate in tabloul:
(@) S O ()

)Rk | HOSTSESH()
: Ys (2) a2

)< 00

linia a i-a continind conditiile initiale pentru y; (z).
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ie ci, 1 formeazé un sistem fun-
tie cd, in acest caz, y; (), Y, (:t:),_. s () :
d mesrft:l lde integrale ale ecuatiei diferentiale F (y) = 0. Formula (10) devine
a

1
e AR R

+ 00 @ ¥ @)+ (1 0 (o) Fly ()l (15

fn cazul particular cind ’
W= 1%

vem p 5
: G(2) = (—1)" 2™

Integrala ecuatiei diferentiale G (z) = 0 care satisface la conditiile initiale

(8) este o
n-—1 (.’,E—S) :
(n—1)!
iar integralele ecuatiei diferentiale y®™=0 care sa}tisfac conditiile initiale
scrise pentru fiecare din ele in liniile tabloului (12) sint
L1 (x) =1,
T—2,

Yo (x) :1—!’.

¢ (x,8) = (=1)

x—xo)"_l :

o
Un(®) = (n—1)!

i la lui Taylor (1).
Formula (13) se reduce in acest caz la formu S 25 &
Deaceia f(orIZmla (13), asupra cireia voim s atragem atentia in aceasis

ste o generalizare a formulei lui Taylor (1): j ,
luCra2re’1\/'13etoda garétaté mai sus permite sd se exprime integralele fundamen—

iale 7, (z), U5 () y (x) ale ecuatiei diferentiale F (y) = 0 care 'satisfac
A S 0 Al . .o - .
conditiile initiale scrise pentru fiecare din ele in liniile tabloului (12) cu ajutorul

{functiei Sy i <7 5
3 ~,Tntripafievz'l)r, tinind seama de expresia () alui 2} (¥, z), vom deduce ci

0p—2 (z, s)
1@ =0 @ o @ - L20@I .
w18 o,
Gyl el
..................... Gl g a9
...... : 0ay () 9 (x,5) | P9 (x,5)
1@ = 0w @ e - allefns 2o L

1 B
i, @) = <—1>”‘1[a1 ©) ¢ (25— J";SLSJ -

9, @ =(=1""" [e@5)],_,, -
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Din aceste formule, si retinem in special ultima. Ea arata ca, s fiind un
punct oarecare al intervalului [a, b], integrala K (z, s) a ecuatiei F(y) =o0,
care depinde de parametrul s si care satisface la conditiile initiale

K@, s) |0 =0 i s =0 s
; K(n—-l) (x’ S) lz:s — 1 %

K" (x, )|, _, =0, (15)

este

(=)o (x9).
Putem deci scrie ¢d avem
K (z,8) =(—=D"" g (z,9). (16)
O consecintd a acestei identitdti este ci formula fundamentals (13) se
mai poate scrie sub forma
Y@ =5 @y @)+ 4@ ' @)+ .. +y, @y (@) + (13

o Sz K (2,5) F [y ()] ds.

i . g

SEANDIle At

1° Sa considerdm ecuatia diferentiald neomogeni
F(y) =/().

Integrala ei care satisface conditiile initiale
J(@e) =0, ¥ (2)=0,...,50 (Tg) =0

este datd de formula (13’), unde in membrul al doilea vom inlocui pe F [y(s)]
cu [ (s). Vom obtine astfel:

Zo

Ty Sz K (z, )} (s) ds. a7

Regésim astfel formula lui Cauchy, bine cunoscuta.
2° Sa presupunem ci
=
Vom avea
C@) =445
si integrala ecuatiei diferentiale
i ZUE R ()
care satisface conditiile
2 ()|, o, =0, 2 is) Lo, =1
este :
z=¢(x,5) = — sin (x — ).
Formulele (14) ne dau
By (1) = cos (z — ),
y2 (.'L') = sin (x e xO)’ %
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: la (13) devine ;
jar formu e (naos (@) L y’ (x,) sin (x—xq) +

. S sin (z—5)[y" ()49 ()] ds

0

in mod analog, se demonstreaza formu_la
g @)=y (&) ch@—2) T (50 sh@—z9+ { sh (=) ") —y@)Nds. (19

3° Sa presupunem cé .
F@y)=yV +5y"+4y.
Vom avea :
G (z) =2 -5 2% 4z
Integrala ecuatiei diferentiale
R A PR SR )
care satisface conditiile 7 1
z2(8)|,_, =0 Z' (s) !s:z =0, Z'() !s=w =0, ZEi(s) |s=z =

te : :
este Sinz(x_s)—2sln(x“s).

; 6
Aplicind formulele (14), gdsim

z=¢ (x,5) =

gy (%) = L[4 cos (& — 2g) — cos 2 (2 — TP _

3
o, (1) = —:3— [8 sin (x — o) — sin2(z — Byl
i (@) = it [ cos (x — xg) — cos2 (T — @lls
3
0y (09) = %[2 sin (x — 4) — sin 2 (x — )]

Formula (13) devine

§ (1) = [ cos (& — z) —cos2 (z — 2] ¥ (%) +

+ _z-[s sin (z — o) — sin 2 (z — 29)] ¥’ (To) +
SiE % [cos (x — xp) — €08 2 (T — 2]y (@) +
- % (2 sin (2 = mo)= sin B —a )Y (1) —
—{ Spsin2 (-9 —2sin @9 1) 1y Ay @lds @0

Lo
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4° S3 considerim ecuatia integrodiferenf,ﬁialé
WHa@yt . +a@y=(N@oyed+/@, (@)
. o)

sinder g (e as (x) sint functii continue in intervalul [a, b], x,¢€ [a, b],
far N (z,s) este o functie continui in domeniul a{x<h, as<x. Vrem s&
aratam cd integrala ecuatiei (21) care satisface conditiile initiale

Y @) = Yo, ¥ (x)) =y,, ... gy (x,) =yl (22)

este integrala unei ecuatii integrale de tip Volterra de speta a doua, pe care
© vom preciza (25).
Sa aplicim formula (13’) unde F (y) este primul membru al ecuatiei (21).

Wom avea

Y@ =0 @ Yo+ 4@y +...+ g, () gn— +

T

Zy

Fie Y (z) integrala ecuatiei diferentiale F (y) = f (i) care satisface condi-
tiille (22). Ea va fi

Y@ = 5@+ 5@ gyt .+ g, (1) gD+ g’” K (z,5)f(s)ds. (24

Zo

Pe de altd parte, si notim
N, @ 9 =SZK(x, N (5, ).ds. (25
t
Ecuatia (23) devine
1@ = N@oy@a+ v @), (26)

Ty g

S-a aridtat prin urmare ci integrala ecuatiei integrodiferentiale (21) care
satisface conditiile initiale (22) este integrala ecuatiei integrale (26) de tip
Volterra de speta a doua, unde simburele N; (z, t) este dat de formula (25),
iar Y () este integrala ecuatiei diferentiale F (y) = f () care satisface condi-
fiile (22). :
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OBOBIIEHUE ®OPMYJIBL TOMIIOPA
Peswowme

Ipusommrea gopmya

9@ =y @Y @) + 5 @y @)+ 4y @y (@ 4 Sx K (2,5 F[y ()] ds,

Ty

o+ SZK(x, s) ds S N (s, 8) y () dt + S K (z,s) f (s) ds. (23)-
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un z), ... Y, (@)
suecTBe 000OIIEHITe KIACCHIeCKON dopmynst Toitmopa. DYHRI Yy ( 2
) ua
2Bnﬂlo'rcﬂ pHTerpasiaMu Fu@depeHnuanbHOr0 ypaBHeH
. F@)y=y™ 4t a@i P+ i+ @y=0,
1
¢ HAYAJIHHBEIME YCIOBUAMIU e
S {1 iy
enna F (y) =0,
K (x, 5) mpepcTaBIAerT Co00f IMHTErpat nn@@epenunanbnorp YPaBH
x, —

ynOBJIeTBOPHIO]lH/If/I YCIOBUAM

KS: (xy S)lz:s =3 Si, i1

GENERALISATION DE LA FORMULE DE TAYLOR

Résumé

On donne la formule

(n—1)
g (@) =5 (@ U @) + @ @)+ e U (@ 3T (@) + S

“ K (z, s) F[y(s)] ds

v
i lor.
comme une généralisation de la formule classique de Tay

7, (). -

y. (x) sont les intégrales de Véquation différentielle
S5, Uk

Foy = 1"t aq@i™+. . . +ta@y="0

satisfaisant aux conditions initiales

g (o) = 8=

: A o S
K (x, s) est lintégrale de Péquation F (y) = 0 qui sa

KS‘) (= S)p—s

0

Ll

=35,

t

ik,
=%

sfait aux conditions

ln_‘/l'



