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Lucrare prezeniatd la Prima Sesiune Stiintifici a S.S.F.M.

RESTUL IN FORMULA DE CUADRATURA ,PREFERATA”
A LUI NEWTON

D. V. IONESCU, prof. univ. Cluj

1. Formula de cuadraturd «preferatd» a lui Newton [1] este

(/@ ="=20@+5/@ +3/ @+ +R

ol

unde punctele x; si x, impart in trei parti egale intervalul (a, b), iar restul R
este nul cind f (x) este un polinom oarecare de gradul al treilea.

" In aceastd lucrare vom determina restul R, pentru functiile f (z) care in
intervalul (a, b) au derivatele succesive [’ (z), "’ (z), f"' () si ' (z). Com-
parind restul din formula lui Newifon, cu restul din formula de cuadraturs a
lui Simpson, vom cduta sd explicdim numirea de formuld preferatd datd for-
mulei (1).

2. La intervalele (a, x;), (2;, %,) (%, b) s atasdm ecuatiile diferentiale

B)y=1, ¢f(@) =1 of(x)=1 ©)
pe care sa le 'integrém cu urmitoarele conditii:

¢ (@ =9(@ =09 (@=0 (3)
Py () = 9, (X)), 9 (xy) = @) (), @ (B) = 9 (xy) 4)
Py (Tg) = 9, (%s), 95 (T) = 03 (T), 95 (Ty) = 9y (73) ®)
0g (b)) = o4 (b)) = ¢5 (b) =0. ()

Scriind ca :

/@ =(" o) @ e+ {0 1@ s +§ 6@ @ ar

si aplicind la fiecare din integralele din membrul al doilea formula generali-
zatd de integrare prin parti avem:

/@ e =61 = &/ + 011" = ol "L+ {0, (0 (e ds+
e AL P S:’q»z @) /9 (z) do +
Flo =G+l —al" T+ | e @@
Tinind seama de conditiile (3), (4), (5) si (6) 'aceasz;s;l formuld se reduce la
/@ e = — 57 @ 1@ + o @) — o5 @] () + )

+ [0z (%) — 05 (@)]/ () + 95" (b) f (B) +S ¢ (1) /@ (z) dx
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unde o (¥) este functia care coincide cu @ (), ¢z (%), @5 (z) in intervalele

, Zp)s (T3 Tp), (25, D).
3 3I:IS)-a Olbt,l%lllt :stfel formula (7) care este de tipul formulei (1). Ramme
sa determinidm functiile @, (), 9, (), 5 (2)-

3. Functiile @, (), ¢, (¥),, @5 (¥) sint date de formulele:

(x — a)* (x — a)®
Slienmaisatiigy
(z — a* (a—x) {x — 1S
P (¥) = il = 31 + @ 31 ®)
@eat @0, G )

ele verifica ecuatiile (2) si conditiile (3), (4) si (5). Scriind cd si conditiile (6)
sint verificate, avem un sistem de ecuatii lineare care determma pe A po§iov.

Se gaseste

b—a 3(b— a) 3(0—a) :
A= — 4 = — —, Yy = — ——————— (9)
S 8 8
Din formulele (8) si (9) se deduce ca
b—a .. i 43— a)
peHa)i= === piiay o ()5 e o
8 8
3(@—>b) .. b= =it
2 (.’132) =i Ps (xz) S ‘—_8‘-‘— s Qg (b) = g

astfel ca formula (7) devine

¥

1 S" o@/H(@)dr  (10)

Aceasta este formula lui Newfon. S& precizim acum restul.

4. Avem
b= ar b—a(x — a)®
e EssTges ey
(x—a* b—a@—1"53> 30— a(— T2
. o o 8 31
(x — a)? b—a(x——a)3_3(b~a)(x—x1)3__3(b——a)(x——a:2)3-
. s 8 31 8 31

Daci se face schimbarea de variabild

xza—;—b_'_x
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ecuatia curbei y = ¢, (z) devine
e, X x b— ad
4| 2
iar ecuatia curbei y = @, (x) devine
X b — a\3
y = — X .
41 ( e )

Se deduce cé arcele de curbi y = 91 (), ¥y = @, (2) din intervalele [a, 2]
X 1 EY

[%, , b] sint simetrice fatd de dreapta = = i

Ecuatia curbei y = ¢, (z) devine prin aceiasi schimbare de variabily
Y PR
4! 144

Arcul de curbid y = in i :
;- : e ba Y = 95 () din intervalul [z, z,] este simelric fatd de
; Beaphtasri— o ‘

Graficul functiei y = o (z) in intqrvalul [a, b] este dat de fig. 1. Curba
este situatd sub axa Ox si ordonata minim3

e % ; ’I‘rz b este
I
\/ (b —(1)4
| Dy Sl R
i 41 144 (%

Fig. 1
Se mai constati ci ari 3
; 3 a.ca 3 e
axa Oz si arcul de curbi Y = o (x) intre a si b este Shogte Rl

b
oot
Sa ¢ (2) da T )

Putem si precizim acum restul R in formula lui Newton. Avem
b
RE={ @M@
a

Functia ¢ (x) pastrind un se in i
ctia str mn constant in intervalul (a, b), put i
formula intiia a mediei. Presupunind ci derivata [@(x) este( (,:on)’Eirll)uéeinx; ?111)‘2:3?

. valul [a, b] vom avea
b
R=+/90( ¢@d E€(a b) .
sau tinind seami de formula (12) vom avea
b — a)
i i i
B sl (13)
5.— Sa considerim formula de cuadraturd a lui Simpson.
b
b—a
e a4 b

[ 1@z =2 p@+upgﬁ+mﬂ+& sy
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entru care restul R este nul cind f () este un pelinom oarecare de gradul al
treilea. Pentru functiile f(z) care au in intervalul [a, b] derivatele [’ (x),
1" (@), 'V (@), /(I;; restul R, este dat de formula

b
Ri=\ 4@/ (@) do

unde functia ¢ (z)- este definitd in modul urméitor:
— a)t i e
(@ pd)s b da(z — a) € a,a—{—b :
41 6 31 :
T oy T LS
( w)% b =sah x) xea_l_b,b.
4! 6 3!
Arcul de curbd y = ¢ () in intervalul [a, b] este simetric fatd de dreapta

b (2) =

- ;— : . Graficul lui este dat in fig. 2. Curba ¢

este situatd sub axa Ox si ordonata minima este

o
Ve
Comparind pe ¢ cu ¢ _, se- deduce ci
S T
{\ria cprinsd intre axa Oz si _arcul de Fig. 2
curbi y = ¢ (x) cuprins intre a §i b este
b (b — a)
Saq’ O

Rezulta atunci ci, dacid derivata /(([;)) este continui in intervalul [a, b],
vom putea scrie
b—a
A\ VTR T A A h) 14
s T I £ €(a b) (19)

Pentru o functie f(x) pentru care avem | f((fj; | < M in intervalul [a, b],
vom avea urmitoarele evaludri ale valorii absolute a restului

(b—a)’ ;
|R | <———M (formula lui Newton)
6480 15)
(b—a)® S
|R|<———M (formula lui Simpson).
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Aceste inegalititi dau margini superioare pentru valoarea absoluta a res-
tului cind se aplici formulele lui Newton si Simpson. Marginea superioara

T LA LA ; SRR
gasitd in cazul formulei lui Newton esteg din marginea superioard gasitad

in cazul formulei lui Simpson. De aceea socotim ci este preferabil in aplicatii

si se aplice formula lui Newton si nu aceea a lui Simpson.
Determinarea restului in formula de cuadraturi a lui Newton s-a ficut

urmind o metodi care a mai fost intrebuintatd de noi cu altd ocazie [2].







