MATEMATICA

O PROBLEMA DE INTERPCLARE LACUNARA
CU SOLUTII ALE ECUATIILOR DIFERENTIALE

DE

OLEG ARAMA

Comunicare prezentatd de academician T. POPOVICIU in sedinfa din 7 mai 1963

Fie datd ecuatia

L[yl =y™ 4 p, (2) y" V- - -+ p,(x)y =0, (1)

avind coeficientii continui intr-un interval [a, b) si fie conditiile bilocale
Y(@) = o9, Y(3;) = oo, Y ULy) = 0g_gy YO I(By) = ay_y, (2)

unde @, §i @, sint valori din [a, D), iar «,- - -,«,_, numere reale oarecare.
Spunem c¢# operatorul L, are proprietatea o,[a, b), dacé oricum s-ar
alege mnodurile », §i w,e[a, b) (2, < @) i oricum s-ar alege numerele:
reale o, .- ,0%,_;, ecua,tla (1) admite o solu‘ole y(@) g1 una singurd pentru
alegerea facuta, care 8@ verifice conditiile (2 ) Dupau cum se constatd cu
usurintd, proprietatea o,[a, b) este echivalentd cu urmitoarea proprie-
tate de neoscilatie, pe care o notim 7¢,[a, b): oricare ar fi nodurile
%, §i @y € [a, b), ecuatia diferentiald (1) nu admite nici o solutle neidentic
nula y(x), care 84 verifice conditiile (2) cu «;, =0 (2 =0, 1 -,m —1).
Dacd se noteazi prin K(w, «) functia lui Cauchy a,socla,ta, operato-
rglui L,, atunci proprietatea 9(,[a, b) este echivalentsi cu inegalitatea
n

Oxn -1
<@#<<b. Conform unui rezultat obtinut de N. A. Kagceev [3], 1ndephn1rea,
acestei inegalititi in domeniul D constituie conditia necesard §i suficient#
de aplicabilitate a teoremei inegalitatilor dlferentlale ,ode ordinul n — 17
in sensul lui N. V. Azbelev [1].

K(x, o) > 0 pentru orice (=, «) apartinind domeniului D: a < o <
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fn lucrarea de faté se dau evaludri precise ale lungimii intervalului
maximal de forma [a, a + h), in care operatorul L, are proprietatea
g, ,in functie de marginile superioare ale valorilor absolute ale coeficien>
tilor sii. Rezultatele obtinute in aceasta directie se aplicé apoi la studiul
existentei §i unicitdtii solutiilor unei probleme de interpolare analogi,
referitoare la ecuatii diferentiale neliniare. Tinem s mentiondm cd o
problems de interpolare aseménatoare, cu deosebirea ¢& in locul ultimei
conditii din (2) se considerd conditia y(@,) = o,—1, fost recent studiaté
de A. Lasota gi Z. Opial [4]. '

TEOREMA 1. Operatorul L, are proprietatea J,[a, a + hy), numdrul
h, reprezentind rdddcina din (0, b — a) & ecuafier in necunoscuta h

Ay oty (h)-hm + A, 4 My (B) B2 o Aoy (B)-h—1 =0, (3)

(unde my (k) = max |py(2)| (i =1, - —1), iar
[a,a+h]

n—¢—1 . :
=0T (i=0,1,m —2), 4, =1 4)
(m —1)!
Demonstratia acestei teoreme se bazeazd pe urmétoarea lemd, care
constituie o precizare, intr-un caz particular, a unui rezultat obtinut de
A. Tu. Levin [5].

LEMA 1. Daci functia ¢(x)e O"[x,, ®,] verificd condifiile
o(@) = ¢'(@) = ++- = ¢ 2 (@) = 0, ¢" V(&) =0,

n, 1

atunei au loc inegalitdfile

¥ (@) < Ags- (22 — $1)”"i'[max | o™ (@) (4 = 0,--+ym —1).

Xy » ]

Constantele A, ; stnt date de (4) i nu se pot micsora.

Tn vederea imbunitatirii ecuatiei (3), facem urmitoarele congideratii :
fie £, multimea tuturor operatorilor diferentiali de forma (1), cu coefi-
cienti continui in [a, ), iar £, submultimea operatorilor de forma (1),
cu coeficientii constanti. Fiind dat L, £,, vom nota prin p(L,) cea mai
micd ridicing din intervalul (0, b — @) (in cazul cind existd) a ecuatiei
7"V (z) = 0, unde 7 (%) reprezints solutia ecuatiei diferentiale L,[7n]=0,
verificind conditiile n(a) = %'(a) = --- = 7"~"?(a) =0, 7 1(a) =1 gi fie
h(Ln) T (Ln) i d-

Considerim urmitoarea inegalitate de tipul inegalitétii lui Ch. J. de
la Vallée Poussin [6]:

a, o (Bs L) B + @y g Mgy (A5 L)~ 1e s +a,-my(h; L,)-h —1>0,(5)

in care @ sint constante nenegative, iar m,(h; L,) = max |p;(®)|.
[a,a+h]

Ne propunem s# determindm toate sistemele de coeficienti {a,---,a,}

astfel incit inegalitatea (5) si fie verificatd pentru h = h(L,), oricare ar

fi L e £,. Teorema 1 ne furnizeazi un astfel de sistem, anume {a, = A 9%,

Acest gistem nu este insd ,,cel mai bun” si se pune astfel problema
determingrii sistemelor ,,optimale” de coeficienti.
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TEOREMA 2. Condifia necesard si suficientd ca inegalitatea (5) cores-
unzdtoare unui sistem dat de numere {a,...,a,} $d fie verificatd pentru
h = W(L,), oricare ar fi L,e L, , este ca ea sd fie verificatd pentru h = h (L)
oricare ar fi Ly L. g
Demonstratia acestei teoreme se bazeazi pe urmitoarea lemi, a
cirei idee apartine lui N. V. Azbelev §i este enuntatd fird sa i se (’1ea.
demonstratia §i sub o formé putin diferité, de N.A. Ké,geeev in lucrarea [3].

n
LEMA 2. Fie dafi operatorii LY =y™ + Y p, (2) y»=9, LD = y® 4
i=1
+ Y ¢; (®) y* " ai cdror coeficienti stnt continwi intr-un interval [e, d] si
=1
satisfac inegalitagile p,(x) > q; (%), x <€ [c, dlofs =dyoro Bk In aceste con-
ditii, dacd L are proprietatea 9, [c, d], atunci gi L,» are proprietatea
%, e, d]. ‘
Un sistem de numere {a,,...,a,} care satisface conditiile teoremei 2,
il numim admisibil, relativ la proprietatea &J,. Un astfel de sistem nu
depinde de intervalul [a, b), ci numai de numérul # §i de tipul problemei
de interpolare considerate. Cunoagterea tuturor sistemelor admisibile
prezintd interes, intrucit afirmatia teoremei 1 se mentine adeviratd i
daci in ecuatia (3) se inlocuieste sistemul de coeficienti lelm. cu un sistem
admisibil oarecare {a,}. Multimea tuturor sistemelor admisibile relativ
la &, formeazd in spatiul variabilelor ay,...,a,, un domeniu convex, ale
cirui puncte frontierd ne furnizeazé sistemele admisibile ,,optimale”.
Problema determindrii tuturor sistemelor admisibile relativ la &/, revine
la aflarea extremelor unei functii de # variabile complexe. i

In continuare, se consideri ecuatia diferentiald neliniard

Yy =f(@, y, ¥’y 0,y (6)

! Tl::(zREMA 3. Presupunem cd: 1° Funcfia f(z, Yo, Yiy. - - Yn—q) €St€
continud in raport cu x € [x,, x,] $¢ satisface tn raport cu variabilele y,, . .

condifia e et

B b n—1
Lf (@, Yo, - - c¥Yn1) —F( %3 Yoy - - s¥n-1) ] < Z Pi(2) |y, — yil, © € [#4, 23], (7)
i=0

unde P, (x) sint funcgii continue si nenegative in [x;, 2,1, astfel ca ﬂiz P (x)=F
=0
*+0, z € [#, 2]
2° Operatorul diferentiol L,[y] = y™ + ni‘ll P,(x) y? are proprie-

tatea J,[x,, @,]. o

A1 aceste ipoteze, ecuatia (6) nu poate admite decit cel mult o solugie
verificind conditiile (2). : :
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TEOREMA 4. Dacd fumctia f(®, Yo, - -,Yn-y) €Ste continud in raport
cu we [, x,] §i satisface in domeniul —oo < y,<<+oo(t =0,1,...,n—1)
conditia (7), in care P, se presupun constante (nenegative) astfel incit

n—1
=Y 4, P, (0, — )" ' <1 (8)
=0
(A,.; sint date de formulele (4) ), atunci problema (6), (2) admite o solufie
umicd care se poate obline prin metoda aprowimatiilor succesive. Rapiditatea
de convergenid este cel putin egald cu aceea a unei serii geometrice de ragie g.
TEOREMA 5. Dacd f (&, Ygy- - - sYu—1) €Ste continud in domeniul 2, <

Lo L@y, —00 <Y, < +oo (¢=0,...,n —1) st verificd inegalitatea
If(w7y0’y17"'7yn—1)l s Po U G e Pn—l ]yn—ll’ in care Pr
0y _, sint constante astfel incit sd fie verificatd inegalitatea (8), atunci
problema (6), (2) admite cel putin o solufie. In vederea demonstririi teore-
melor 4 §i 5 s-a utilizat o metodd datd de citre G. A. Besmertnih gi

A. Tu. Levin in lucrarea [2].

OIOHA 3AJAYA JJAKVHAPHOT'O NHTEPIIOJINPOBAHUA
C PEHLIEHUAMUI OUOOEPEHIUAJBHBIX VPABHEHUN

PE3IOME

B paGoTe maercs TOUHAA OIEHKA, B 3aPHCHMOCTA OT MAKCHMAJIbHBIX
a6CcoMOTHEX 3HaYeHnii K0aPPuumenToB ypaBHeHus (1), MIMHE MaKCHMaJb-
HOTO MHTepBaia BUjAA [@, a-+ h), Ha KoTOpOoM OmiowanbHaA s3amaga (1), (2)
nMeeT eAMHCTBeHHOe pellieHme Ipu J06oM BHGOpe ysiI0B #; W %, Ha [a,
a+ h) m mpu m0GoM BHGOpPE MeiCTBUTEIBHBIX THCET Ot . « - ,0, ;. 1lOTyIeH-
HElEe PesyJbTAaTH IPHIMEHAITCA K MCCIe/OBAHMIO0 CYNeCTBOBAHUA U eMHCT-
BeHHOCTH JJIA 3a[a49M AQHAJOTHYECKOT'0 HHTEPHOJMPOBAHNA, Kacawiieics
HeJnHeWHHX qufdepeHINaIbHEX YPaBHeHNI OPANKA 7.

UN PROBLEME D’INTERPOLATION LACUNAIRE AVEC DES
SOLUTIONS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

RESUME

L’auteur donne une évaluation précise, en fonction des maxima des
vlaleurs absolues des coefficients de 1’équation (1), de la longueur de
Pintervalle maximal de la forme [a@, a + k), sous laquelle le probléme
bi-local (1), (2) admet une solution unique, quel que soit le choix des nceuds
2, et @, dans [a, a + h) et quel que soit le choix des nombres réels «,,. ..,
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Gl 11 appliqye les ljésulta,ts qbtenus a ’étude de I’existence et de 1’uni-
¢ité d’un probléme d’interpolation analogue, relatif & des équations diffé-
rentielles non linéaires d’ordre n.
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