MATEMATICA

ASUPRA MONOTONIElI UNOR OPERATORI
DIFERENTIALI LINIARI
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LADISLAU NEMETI

Comuriicare prezentatd de academician T. POPOVICIT in sedinfa din 6 iunie 1963

7 fntr-un studiu privind planificarea economicd optimé s-a ivit ur-
métoarea problemé.
Tie o (2) o functie definitéd pe intervalul [0, oo) care s fie pozitivé
in [0, oo) si integrabild pe orice interval finit [@, ] C [0, oo). Fie ope-
ratorul

Dl o= (L« @) y(o) = — (@) @)

definit pe clasa K a functiilor y () care sint continue, derivabile, pozitive
si nedescrescitoare in [0, o). _

Se cautd in ce conditii referitoare la coeficientul o () existd o
functie y (%) din clasa K astfel ca functia 2 (x), obtinutd din y () conform:
formulelor (1), s fie pozitivd si nedescrescitoare.

' Tn aceastd lucrare se dau conditii in care un operator de forma ay
prezint# astfel de proprietéti de monotonie.

TEOREMA 1. Fie dat operatorul L (y|z) = (—diz— — oc(w)) y(x), al
&

clrui coeficient (sau funciie parametru) o () este pozitiv in [0, oo) $i
integrabil pe orice interval finit [a, b] C [0, o0). O conditie necesard si su-
ficientd pentru ewistenta wnor funciii y (z)e K astfel ca imaginile lor z (@)
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prin transformarea (1) sd fie pozitive i nedescrescatoare este ca Sfunctia
o (@) sd verifice relatiile

g —Sua(s)ds
g e 0 du < oo, (2)
5’51 . 0
A Sma(s)ds
lim inf o« (x)e? > 0. (3)

T~

Demonstratia se face integrind ecuatia diferentiald (1) in raport cu
functia necunoscutd y (#) si apoi punind conditia vy’ (z) > 0.
Se obtine cd functia de variabild «

e~50a(3)ds v . _S:a(s)ds

trebuie s& fie marginitd. De aici rezultd teorema.

Cele doud conditii (2) si (3) nu sint cu totul independente. Tntr-
adevir, se demonstreazd usor

LEMA 1. Conditia (2) implicd relatiile

\ o (0) do = oo (5)
«0
si
. Sm o ($) ds
lim sup a(x)e° = oo, (6)
T = oo
. ST « (8) ds
Pentru a demonstra relatia (6) se noteazd v(x) = e 90 . Atunei
conditia (2) devine
" dax
\ L <o, : ()
Jo v(x) '
iar formula (6) A v v ' o
lim sup v'(z) = oo, " (b)
T > o

Dacé se presupune cé (b) nu are loe, rezultd ci atunci nici (a) nu este
verificaté. _ . ' v

Tntr-adevir, existd functii « (x) pentru care cele doud limite sint
diferite. De exemplu, considerind functia

2 (z) = K+ (1 4 8in ) (K> 0)

f;_z—km(K—vcosw)—i—l‘-Fsinw
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are satisface conditiile cerute pentru « (), inclusiv relatiile (2) si (3),
gi care este crescdtoare gi descrescdtoare in mod alternat, obtinem

® o (s) ds

o) = a(w)es" =K + (1 + sin ),

deci o
lim sup ¢(#) = oo, lim inf ¢ (z) = K.
X > X & > o™
Dacé insd functia « («) este monotond, atunci are loc
TEOREMA 2.. Dacd funcfia -« (x) este..monotond, alunci relatia
(2) implicd
Sm o (s) ds
lim «(wx)e° = oo, (7)
T-» 0
In consecintd, in cazul cind functia «(x) este monotons, condi-
tia (2) singurd este suficientd pentru existenta unor funetii y («) ecu pro-
prietdtile cerute in teorema 1. _ '
Demonstratia se face indatd folosind
LEMA 2. Dacd . functia o(x) pozitivd g§i integrabild este monotond
in intervalul [a, b] C [0, c0), atunci funciia

u () = H («| w),

obtinutd din o (x) prin aplicarea operatorului H (o/z)y din (4), are in in-
tervalul [a, b] sensul invers de monotonie faid de cel al functiei o ().

Demonstratia se face pentru cazul, cind functia o (x) este deriva-
bild in punctul «, derivind functia H («|x) din (4), iar in general cu aju-
torul diferentelor finite.

Academia R.P.R., Filiala Cluj
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O MOHOTOHHOCTH HEKOTOPBIX JIUHENHEIX
ANOOEPEHIIMAJIBHEBEIX OIIEPATOPOB

PESIOME

B paGore paccmarpusaercs mpeoOpasoBanume BmjA:

Liy|a) = (ad; _ m(m)) y(@) = — 2(z),

rie GyErunm o(x), y(«) 1 2(x) oupefedens B upomeskyTie [0, 00). O Phynk-
nuu-napamerpa «(«) rpefyerca, YToObl oHA OBIIA TOIORUTENHBHA U MHTE-
rpupyemMa Ha J000M KOHEYHOM IpoMexKyTRe [a, ] C [0, o), a oT Ppyurmun
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y(x) — aro 06 oHa OBLIA HEUPePBIBHA, nmbcbepeﬂunpyelvxa T0JI0 SRUTENBES

n HeyOHBaIOIIAA.
JatoTca HOCTATOYHEe W HeoOXouMEle yCJoBHA, Kacaomueca QyHK-

unm (%) I8 cyllecTBoBaHus (QyHrnuil y(z) Takmx, aTo6B QyHRIm 2(%)
GBI TOJIOMUTENIBHAA ¥ HeyOHBarImas.

SUR LA MONOTONIE DE QUELQUES OPERATEURS
DIFFERENTIELS LINEAIRES

RESUME
On considére la transformation de la forme
: d ‘
Ly o) = (3 — () yi@) = —=(@)
dx

ot les fonetions « (@), . (%) et 2 () sont définies dans Pintervalle [0, c0).
I1 est requis que la fonction parameétre o (x) soit positive et intégrable
dans tout intervalle fini [, 8] C [0,00), et que la fonction y (@) soit con-
tinue, dérivable, positive et non décroissante.

On,_ indique les conditions suffisantes et nécessaires concernant la
fonction « (& ) pour Pexistence de fonctions y(m) telles que la fonotlon
2 (x) soit pOSlthG et non décroissante. ‘




