UNE EVALUATION DU RESTE DANS L’APPROXIMATION
DES FONCTIONS PAR DES POLYNOMES GENERALISES
DE S. N. BERNSTEIN

PAR

L. ARAMA et O. ARAMA

1. Dans le présent travail nous étudions un probleme pogé au Sé-
minaire d’approximation et de calcul numérique de 1’Institut de Calcul
de Cluj, conduit par Tiberiu- Popoviciu, membre de I’Académie de la
R.P.R. Ce probléme ge rapporte & I’étude de ’approximation des fonctions

-par des polynémes généralisés de S. N. Bernstein.

Soit {a;}, une suite quelconque, telle que
0 =09, <oy (k=1,2,...) (1)

et soient les fonctions

n

o,
e V=k+1 r*dz

¢n.(®) = (—1) 2mi S(z—ock). (2= ) (2)

(9]

ou II o, =1 et (C) représente le cercle [2| =1 + ¥, «, du plan complexe.
v=n+1 v=Ek

Soit f(x) une fonction réelle, d’une variable réelle, définie dans ’inter-

valle [0, 1], et B,(x;f) le polynéme généralisé de S. N. Bernstein re-

latif & la fonction f(x) et & la suite {«}, c’est-a-dire A

By (#3) = £(@1) 60.1(3), 3)
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Dans le travail [6], A. O. Gelfond, en généralisant un résultat de
J. J. Hirschman et D. V. Widder [7 ], @ démontré que si la fonction
f(x) est continue dans Pintervalle [0, 1] et si la suite {a} satisfait
aux conditions
O=oc0<oc1§oc2§...§ocﬂ§...;lim ocn=oo;§-—=00, "
n-pc0 n=1 o,

alors la suite {B,(x;f)}T converge uniformément vers f(x) dans D’inter-
valle [0, 1]. Dans le méme travail, on obtient des appréciations sur la
rapidité de convergence. Les recherches dans cette direction ont &té
continuées par G. Badalian, qui, dans le travail [3], @ démontré qu’on
peut considérer au lieu de la suite {#, ,} une autre suite quelconque {z; s
3 la condition qu’on ait

lim (x, , — @, ;) =0,

N=p co
uniformément relativement & k =0, 1,.. .y . Dans un autre travail
[4], G. Badalian a démontré la convergence de la suite des dérivées du
premier ordre des polyndmes (3) vers la dérivée de la fonction (=),
dans I’hypothése que cette dérivée existe, qu’elle est une fonction con-
tinue et dans I’hypothése supplémentaire que o, = 1.

En partant de notre résultat antérieur [1], nous avons obtenu dans

le présent travail une évaluation précise du reste R, (x;f):

1

1(@) = By(@3f) = | Eu(z, 9579 as, (®)

dans ’hypothése que f(#)e 02[0,1] et que la suite des nombres réels
quelconques {o;}, satisfait aux conditions

0 =0y < o5 o < o (k=2,3,...). (0548

Dans la formule (5), K,(«, s) représente une fonction continue dans le
domaine D{0 <z =1, 0 <s <1}. Nous avons déterminé cette fonc-
tion et nous avons démontré qu’elle est négative dans l'intérieur du do-
maine D, en g’annulant sur la frontiére de ce domaine.

Nous tenons & mentionner que dans le cas des polyndémes habituels
de S. N. Bernstein, c’est-a-dire si oy = k(k = 1, 2,...), une remar-
quable délimitation du reste a ét6 donnée par Tiberiu Popoviciu dans
le traivail [9]. De méme, nous tenons & citer les résultats obtenus par E.
Voronowskaya [14] & ’occasion de 1’étude du comportement asympto-
tique (7 — oo) de ’approximation donnée par des polyndémes de S. N.
Bernstein.

En utilisant la méthode générale d’étude du reste des formules li-
néaires d’approximation de Panalyse, élaborée par T. Popoviciu [10],
[11] et fondée sur ’étude du comportement du reste par rapport aux
fonctions convexes d’un ordre égal au degré d’exactitude de la formule
respective, nous avons obtenu, dans le travail [2], une évaluation pré-
cise du reste B, (x; f).
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D’autres représentations du reste E,(w; f), toujours dans l,e-_cas
des polynémes habituels de S. N. Bernstein, ont été obtenues ultérieu-
rement par D. D. Stancu [13] et aussi par L. Arami [1].

2. Afin d’obtenir une évaluation de la forme (5) flu reste I, (x; f)
dans le cas des polynomes (3), nous étudierons au préalable la formule
de quadrature

x

{76 a5 = Bo(ss 1) s + Bugas ), ®)

en mettant son reste K,(x; f) sous la forme intégrale
1

By(@; ) =| @.(@,5)1"(5)ds,

ou la fonction @,(x, s) est continue, de méme que sa dérivée partielle
du premier ordre par rapport & x, dans le domaine D.

En dérivant terme & terme la relation (6), nous obtenons une
évaluation de la forme (5).

La méthode que nous utilisons pour obtenir le reste R,(z; f) de
la formule de quadrature (6) est due & J. Radon [12] et elle a été
développée par D. V. Tonescu dans plusieurs travaux parmi lesquels
nous citons spécialement le travail [8], qui a une contingence plus grande
avec le présent travail.

Soit f(«) une fonction quelconque de classe C2[0, 1], soit {o_ck}f
une suite de nombres réels, satisfaisant aux conditions (1’') et soient
@ (k =0, 1,..., n) les neeuds (4) qui interviennent dans (3)..En‘51_11§-
posant le nombre naturel n fixé, nous noterons, pour la slnlphglte,
Bpx = %y 66 @, 1(®) = q(%) (K = 0, 1,..., n). En vertu des conditions
(1”), les noeuds x(k =1,..., ») forment une suite croissante. Nous
déterminons la fonction K,(wx, s) pour chacun des domaines élémen-
taires ‘D'H'{{vi—l =r= @y, T5-1 =s = xa'}a i: .7 = 17 27° sy M

: Soit # un nombre quelconque fixé de l’intervalle [0, 1]. Supposons
d’abord que % ne coincide avec aucun des nceceuds ®,, ¢’est-d-dire que

< o< (7)

Par intégration terme & terme, on obtient de (3) la formule

{ Baos s = $1(2 pi(o) ()

0
o ’on a noté

©

pe(@) = qu(s) ds, (k=0,1,..., n). (9)
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D’autre part, en vertu de (7), nous pouvons écrire

[ r6)as ={ o @ o s +{ ol o)1 ds oo+

+ S:_l PiZ1(8) f(s) ds + S ®; (s) f(s) ds +§:$;'(s)f('s) ds +
N S:,l @i 1(8) f(s)ds+--- +S: @, () f(s) ds, (10)
ol ' i
(PI(S)’ (P2(‘8)7° e/ cPi—l(.S)7 @;(8), ?ﬁ(s), (Pi+1(8)7' c CP,,(S)

représentent des solutions du systéme d’équations différentielles

Q1 (s) = @' (s) == o@;l4(s) =1
() =1, 9/ (s)=0 (11)
®;11(8) =@i12(8) ="--=2g,(s) = 0.

Nous procéderons ainsi que dans notre travail antérieur [1]. Appliquons &
chaque intégrale qui figure dans le deuxiéme membre de (10) la formule
généralisée d’intégration par parties et formons ensuite la somme de ces
intégrales, en groupant les termes semblables en f(x,), f'(%), (%),
F(@)y oy f (@), f1(@0), F(®), f'(®), [(@isa)y [ ( By ooy F(@a)y (@)

En égalant les coefficients de ces termes respectivement aux co-
efficients des mémes termes de (8), on obtient le systéme suivant de
conditions polylocales :

¢1(0) = — Py (@), 9,(0) =0, . (12)
Pr( @) — Prr1 (@) = Pu(®),  Pu(®r) = Prta (@)
(k=1,2,...,4—2) (13)
®i—1(Z-1) — @i (Bim1) = Di-1(®), Pi—1(Fi-1) = s (%;-1),

9i(2) = 9i(2), (%) = @(2), (14)

0 (%) — Pi1(®) = 0;(®), 0;(%;) = @i41(;)
e (2) — @1 (m) = Dy(2), @(2) = i () (15)
l=14+1,4i4+2,...,n—1),

(Pw;(wn) = Pa(2), @, (%,) = 0. (16)

En vertu de ces conditions, compte tenu de (11) et (8), la relation
(10) devient

T 1

| 7 a5 = Butsin) a5+ 0, (@35 77(5) as, ()

-0
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or(8) 8i Se(@p-y, @), (k=1,...,9—1)
9i(s) s se(2,-1, %),

s (2 5) =] a(5) s se(a, @), (18)
o,(s) si se(w_q, ®), (I=1+1,..., n)

Du systéme d’équations différentielles (11) il résulte que

cpk(s):%z—l— 4d,(®)s + By(®), (k=1,...,7—1)

. 82 — _

?i(s):?“l_Ai(w)s—'”Bi(m), (19)
9:(s) = Ai(@) s + Bi(w),

o,(s) = A,(x) s + By(®), (l=1+1,...,m)

ou les coefficients 4,(»), B;(#), (j =1,2,..., + — 1, i+ 1,...,m) et les

coefficients A;(x), B;i(x), Ai(x), Bi(x) se déterminent & I’aide des.cm.idi-
tions (12) — (16). Nous disposons ainsi de 2n + 2 fonctions arbitraires
de la variable z, pour satisfaire aux conditions (12) — (16) qui sont en
nombre de 2n -~ 4. Mais il faut observer que les fonetions px (), (k =
=1, 2, ...,n), vérifient des relations dans lesquelles la variable # ne
figure pas explicitement. De telles relations peuvent s’obtenir facilement
en observant par exemple qu’on a les identités (voir [6]):

kﬁoq'”(”) =It; éow}i‘l g (@) = a™, (20)

d’oli, par intégration, on obtient :

Ioo=0;  Bopplo) = o ele. (21)
Des relations (12) on a
A,(2) = — po(w),  By(w) =0. (22)
Ensuite, on obtient de (13) les formules de récurrence
A1 (@) = Ar(@) — pr(),
By 1 (0) = By(2) + 1[4y (2) — Apy1(2)] = Bp(®) + L pe(®), [ (23)
(h=1,2,...,1—2

Ai(2) = 4,1 (%) — pi-1(2), }(24)
Bi(®) = B;_1(%) + #;—1[4;-1(®) — A;(x)] = B,_1(®)+ %;-1 D;-1(®)-




368 A " L. ARAMA et 0. ARAMA - @

En utilisant ensuite les relations (16) et (15), dans lesquelles nous pre-

nons successivement I =n — 1, n — 2,..., 4 -1, nous obtenons les
relations de récurrence »
Ay (») = Al+1(d’) + p,(%), '
B,(%) = By1(2) + m[4;4.(®) — Ay (2)] = By (®) — 2, (@), (26)
I=n-—-1,n—2,..., %2+ 1)

Ai(w) = A;4q(0) + 23(2),

B; (%) = B, (®) + @;[4;1(2) — j@("fv)] = B, (%) — a’zpa(m)} (27)

Des relations de récurrence (22) — (24) nous obtenons

Ay (#) =—[po(®) + py (@) -2+ Dp-1(2)]
By (@) = %P, (@) + @101 (0) + -+ (b — 1) pr—y(2), } (28)
(k=1,2,..., i —1)

%1(50) =—[Po(®) + py(®) 4o+ D1 ()], } (29)
B (@) = 2ypy(0) + 00, () + o0+ 1D, -1 ().
Ensuite, de (25)—(27) nous obtenons

Ay (@) = (%) + Pp-1(@) + -+ P, (), ]

By(%) = —[8,0 (%) + Tpr1P0-1(%) +- -+ @p(@)], f (30)
C=mon—1, ..y i 1)

\

J

Z,(9) = Pa(®) + Pa-a() Foo o pi(®),

. (31)

Bl(w) = [wn ’Il(x) + xn—lpn—l(w) +-o+ 5(9&'). .

A T’aide de ces expressions, les fonctions de (20) sont déterminées pour

chaque se[0,1] et we(w;_,, ;), et elles satisfont aux conditions poly-

locales (12), (13), (15) et (16). Il reste & démontrer que les fonctions
©;(s) et 9;(s) ainsi déterminées, vérifient aussi les relations (14).
En effet, tenant compte de (19), les conditions (14) s’écrivent :

et, compte tenu de (29), (31), (21), on observe que la premiére de ces re-
lations est identiquement vérifide, tandis que la deuxiéme est identique-
ment vérifiée seulement si I’on a o, =1. Nous supposerons dans notre
exposé qu’on a toujours «; = 1.
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3. Supposons maintenant que « varie dans I'intervalle (x;,—,, ;).
Ainsi qu’on le constate de (19), (28)—(31) et aussi des conditions (13)—
(15), la fonection @, ,(w, s) est continue par rapport 4 D’ensemble des
variables (%, s) dans le domaine {z,_; < # =< %;, 0 =<s =<1}. En outre,
on constate facilement que cette fonction admet une dérivée partielle
du premier ordre par rapport & # dans 'intervalle x;-; < @ < #; et que
cette dérivée représente une fonction continue par rapport & s dans l'in-
tervalle 0 <s <1 si on a « = 1. o

En effet, on vérifie par calcul les égalités

lim 098 g O%enl®) gy gy

§ =g on sy ox

]j_m acpi_](s) — linl a(P'L(S) y
u, 0w evs, 0 (32)
lim 0i(s) _ lim a‘Pi+1(8)’

EEEH o § >z ox

jim 220 gy 90 gy — 1),

8>y ox 5>y €

De méme, en tenant compte de (20) et de I’hypothése «, = 1, on véri-
fie aussi 1’égalité
' lim doi(s) — lim do,(s) . (33)

s> 0w S 0x

Nous noterons K, ,(«,s) = ah(;b"——” Compte tenu de (19), (28)—(31)
0w

Oon a

— (@) + - + -1 (2) T s+ [@yqo (2)+ - - - + -1 95-2(7) ]
si se[Xp—y, ], (k=1,2,...,1—1),

—[q( @)+ +q-1(2)] s +[@egy () + - - - + 5,1 4-1(2)]
si se[@-q, @],

K, (#,8) = \ (34)
+[ga(®) +- -+ 6 ()]s —[20g, (%) + - -+ Big;(9)]

si sefz, z], .

g (®) +- -+ q(2)]s — [5,9,(2) +- -+ 7 (2)]

si sel[w-q, 2], (! =¢+1,..., n).

4. Nous étudierons le signe de la fonction I, ;(#, s) lorsque
ve(@;-4, ;) et s [0, 1]. Nous supposons que  est fixé dans D’intervalle
(2;,-4, 7;), et s est variable dans l’intervalle [0, 1]. Compte tenu qu’on
3 g;(2) = 0 pour x= (0, 1) quel que soit j = 0, 1,..., n (la démonstration




370 ©+ L. ARAMA et O. ARAMA 8

de cette affirmation est donnée dans le travail [6]), on obtient de (34)
les inégalités :

0K,.(%5) _

oy (@y—q, @
9 » (@1, @),

si se(%, #),..

aKn.i(w7 8) > 0

sl se(X, @)ye ey (B, Zy).
ds

De méme, de (34) on constate :

Jim K, (2, 8)=(0— %) 6o (9) H(2 =) (@) - - +(Tm2 = ) G (),
§ (k=0,1,..., i —1), (36)

S_gnEoK (@, 8)=(2,—,) @ ®) (B, — T-1) Q-1 (2) + . . . (B — X111 (),
l (I=4, i+1,...,m). (37)

Compte tenu des inégalités 0 = o, < o, <...<¥,—, < 2, =1 qu
se réalisent en vertu de I’hypothése (1'') relative & la suite {x.}, il
résulte de (36) et (37):

(
( (k=1,...,i—-1),
o (38)
( =14 14+1,..., n —1),
(

A Vaide de (38) et (35) et aussi de la propriété de continuité de
la fonction K, ;(x, s) par rapport & la variable s dans lintervalle
0 <s=<1 (voir les relations (32) et (33)), on constate que la fonction
K, ;(x, s) décroit & partir de zéro jusqu’s un minimum lorsque la variable
s croit & partir de zéro jusqu’a la valeur s = x. On constate également
que la fonction K, ;(x, ) croit jusqu’s zéro lorsque s croit & partir de
s = x jusqu’a la valeur s = x, = 1. D’ici il résulte la négativité de la
fonetion K, ;(x, s) dans Uintervalle 0 << s <1.

On a supposé, dans ce qui précede, que @ est un nombre arbitraire
de l’intervalle (x;,-;, #;). Sous cette hypothése on a considéré la fonc-
tion K, ;(w, s) définie & Daide des relations (34). Nous supposons main-
tenant que x varie dans 1’ensemble formé par la réunion des intervalles
(%, @), (%1, By)y- ..y (X,-1, ¥,). Relativement a ces intervalles on cons-
truit respectivement les fonctions K, (%, s), K, (@, 8),..., K, .(, s)
définies en conformité avec la formule (34). Quel que soit se [0, 1].
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deux fonctions consécutives K, ;(w, s) et K, ;1 (o, 8) ont une méme limite
lorsque # — ;. En effet, on obtient de (34)

~[0e(%) 4+ - + G-1(8)] 8 +[Togo (@) +- -+ +
+ T2 G—1(%;)]
$i s€(@y—q, W)y (k=1,2,...,1—1),
z_l)lm_ K, (@, 8) ={ —[qo(®,) ++ -+ q;-1(%)]18 + [To@o (@) +---+ (39
+ @1 G- ()] sl ose (@4, Ty,
+ (@) + - +a(0)] s— [0 () + + 24 (%) ]
si se(®-q, ), (@(=1+1,..., n).

De méme, en écrivant les relations analogues & (34) pour la fonction
K, ;..(x, 8), nous obtenons

—[q (@) +-- -+ G-1(®)] 8 + [%go (@) +-- -+
+ B 1Qe—1(2;)]

si s€(@p-qy, @), (k=1,2,..., %),

F1g (%) o+ Gra(%)] 8 — [@gn (0)+- - +

x})iv::ioK"'Hl(w’s): + Ti19541(;)] (40)
8i se(®)-1, @), (I=1¢+2,...,7n),
+[ga () 4+ (@) ] s — [#2g, (2;) + -+ 2240 7;) ]
i se(w,—,, ), (l=z—}—2,..., n).
De (39) et (40) on déduit qu’on a D’égalité
lim K, (4, s) = Lim K, ;. (2, s), (41)

s>z, —0 Tz, +0

quelle que soit la valeur de la variable s appartenant & I’'un des intervalles
(@, @), (%1, Ba)ye .-y (%u-1, @,). Un caleul simple nous montre que les
fonections ¢ (s) = m K (®, 8) et X(s) = 11m K,, ;+1(®, s) sont conti-

Tz, — T+T,
nues par rapport & s aussi dans les points ocl, Tgye vy Bpoge
Congidérons maintenant la fonction

Knl x, 8) 8 xe[wy, ©],
si xe[a, @),

K, .(z, 5) 81 @[B4, @],

(42)

ou K, ;(», 8) est définie conformément aux formules (34) et (39). De
’égalité (41) et en tenant compte que ces égalités sont valables quel que
soit ¢ =1, ,n — 1, il résulte que dans l’hypothese adoptée «, =1,
la fOIlCthIl K (:v 8) est continue par rapport & l’ensemble des variables
(@, s) dans le domaine D{0 < <1, 0 <s =< 1}. Mais, ainsi qu'on 1’a
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démontré antérieurement, quel que soit ¢ =1, 2, ., m, la fonction
K, ;(x, s) est négative dans le sous-domaine {7, ; = v < x;; 0 < s << 1},
{1 en résulte que la fonction K, (wx, s) définie par (42) est négative
4 Dintérieur du domaine D. Des égalités (38) on déduit, de méme, que
cette fonction prend la valeur zéro dans les points des segments

=<1, s=x,=0 e 0=l s=ua,=1}

situés sur la frontiére du domaine D. On peut aussi démontrer & 1’aide
des relations (39) et (40) que la fonction K, (w, s) prend la valeur zéro
sur toute la frontiére du domaine JD.

Revenant a la formule (17) et tenant compte que la fonction @, ; (=, s)

.y . 0D, ,(w, ¢ ,

admet la dérivée partielle % = K, ,(x, s) continue par rapport
C dw

;‘axl’ensgmble des variables (@, s) dans le domaine {7, ;S ov=x,; 0=s<1},

1‘1 en résulte qu’on peut dériver terme & terme l’identité (17) par rapport

2 . Nous obtenons ainsi l’identité

i
fo) = Bu(@s f) +\ K, i@ 00 as (43)
-0
valable pour ze[w,_,, ,wi]. Cette relation reste valable quel que so0it
i=1, 2,..., n. Il en résulte, compte tenu de la définition (42) de la
fonction K, (#, s), la formule ‘

f(@) = Bu(w; f) + B.(»; f), w0, 1], (44)

ol
1

By (@i )=\ Ky(@; 9 () 8. (45)

Nous pouvons obtenir une délimitation du reste E,(x; f) en te-
nant compte que la fonction K, (%, s) est négative dans l'intérieur du
domaine D et en appliquant la formule de la moyenne du calcul in-
tégral. Nous obtenons ainsi .

Ey(@; ) =1"(9)) Eu(o, 5) ds

Pour calculer l'intégrale qui figure dans cette égalité, nous remplagons
s . Il 3 2
dans identité (44), (45) f(») par %— On obtient

<

£e(0, 1). (46)

1
( Ealo,9)ds = % (42 — B,(z, 47)]
0 .

et, de (46), I’évaluation

B,(w; f) = —[4* — B,(2; #?)]-f"(8), 0 <E<1.  (47)

0o | -
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Observations. 1° On peut démontrer facilement l’existence et la con-

. " / X -
tinuité des dérivées partielles T K,(2,5) (v =1, 2,...), quel que so0it

dax* :
we [0, 1] et quelle que soit la valeur de la variable s du méme inter-
o . 0K,
valle, sauf la valeur s = x pour laquelle la dérivée partielle _~_(ﬂﬁ)_

présente un saut par rapport a la variable s. Cette affirmation résulte
immédiatement en dérivant par rapport & « les relations (34) et en écrivant
ensuite des relations analogues & (39) et (40).

2° Des formules (44), (45) et tenant compte de la - propriété de
négativité dans lintérieur du domaine D, il résulte que si la fonction
f(x) est non concave dans lintervalle [0, 1], c'est-a-dire si f(#) =0
pour chaque x< [0, 1], alors on a 'inégalité

Bn(m7f)§f(m)7 xe [0, 1], n=1,2...

3° En particulier, si «, = k, alors les fonctions (3) représentent
les polynémes habituels de 8. N. Bernstein et T’on obtient aisément

22 — B (x; 2%)= — 21— o)
n

3

On obtient alors de (47) ’évaluation
(1 — x)

17 (%), 0 <t <1,
2n

Rn(x;f) =

ce qui est en concordance avec notre résultat antérieur [2].

4° Dans le cas ou la suite {o}o est quelconque, satisfaisant aux
conditions (1'), des délimitations du coefficient de f'' (&) qui figure dans
la formule (47) sont données dans le travail [6].

IManuserit recu a la rédaction le 7 novembre 1963
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