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Einbettung eines Halbgewebes in ein reguliires Gewebe
und eines Halbgruppoids in eine Gruppe

Von

F. RADG*

1. FEinleitung

In dieser Arbeit haben wir mit abstrakten 3-Geweben zu tun, die wir als
Gewebe schlechthin bezeichnen, und mit einer Verallgemeinerung derselben,
den Halbgeweben. Die Gewebe konnen in eineindeutige Beziehung zu den
Isotopieklassen der Quasigruppen gebracht werden [2, 7]. Ein Gewebe heilit
regular, falls die entsprechende Klasse eine Gruppe enthdlt. Wenn (Q, o) eine
dem Gewebe G entsprechende Quasigruppe ist, so ist fiir die Regularitit von G
die Reidemeistersche SchlieBungsbedingung

(R) {(xl,xz, s V4€Q, X10 Y1 =X30 Y3, X30 Y1 =X40 Y3, X0V, =X30 V)
X0 Y=X40 V4
notwendig und hinreichend [1, 6].

Wir werden uns mit der Frage beschiftigen, wann ein Halbgewebe in ein
reguldres Gewebe eingebettet werden kann. Wir werden dafiir notwendige und
hinreichende SchlieBungsbedingungen finden.

Die erwihnte Beziehung zwischen den Geweben und den Isotopieklassen
der Quasigruppen kann zu einer — ebenfalls eineindeutigen — Beziehung
zwischen den Halbgeweben und Isotopieklassen der kiirzbaren Halbgruppoide
erweitert werden. Auf dieser Grundlage kann man aus den gefundenen Ergeb-
nissen notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die isotope Einbettbar-
keit eines Halbgruppoids in eine Gruppe ableiten, d.h. fiir die Existenz einer
Isotopie des Halbgruppoids in die beziigliche Gruppe. Wir erhalten so eine
Verallgemeinerung des Malcevschen Theorems iiber isomorphe Einbettbarkeit
einer Halbgruppe in eine Gruppe [5]. Durch Spezialisierung werden wir das
Resultat von Malcev wiedergewinnen.

Das Theorem von Malcev sagt aus, daB eine unendliche Anzahl von Bedin-
gungen fiir die Einbettbarkeit einer kiirzbaren Halbgruppe in eine Gruppe
notwendig und hinreichend ist. Diese Bedingungen haben die Form gewisser
Ketten von Gleichheiten, die eine neue Gleichheit nach sich ziehen. Die ein-
fachste, die Bedingung Z von Malcev, stimmt mit der Bedingung (R) tiberein.
Die anderen sind auch aus solchen Gleichheiten wie (R), aber nach ziemlich
verwickelten Regeln, aufgebaut und erreichen willkiirliche Lingen. TAMARI
beschrieb in [8] ein zirkuldres Modell und LAMBEK in [4] ein Polyedermodell,
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mit welchen die Konstruktion der Malcevschen Ketten einfacher und anschau-
licher wird. Unsere Betrachtungen fithren zu einem neuen Modell, das man
ebensogut als ein ebenes wie ein rdumliches auffassen kann.

In der Arbeit [8], in welcher TAMARI den Satz von Malcev verallgemeinert,
werden kiirzbare, assoziative und rechteckige Halbgruppoide betrachtet (also
etwas speziellere als unsere, die aber mit Vorordnung versehen werden konnen).
Insofern die (isomorphe) Einbettung dieser Halbgruppoide in Gruppen unmdg-
lich ist, hat TAMARI die (isomorphe) Einbettung in particlle Gruppen unter-
sucht. Dagegen haben wir die isotope Einbettung immer in Gruppen studiert.
Unsere Erweiterung verwertet den isotopieinvarianten Charakter der Malcev-
schen Bedingungen.

Die Tatsache, dafi sich das Einbettungsproblem der Halbgruppen in Grup-
pen in ein gewebctheoretisches Einbettungsproblem einordnen 148t, gibt
— wenigstens unter einem bestimmten Gesichtspunkt — eine Antwort auf
eine von L. Fuces gestelite Frage: Was ist der tiefere Grund dafiir, daB die
Bedingung Z von Malcev mit der Bedingung von REIDEMEISTER iiberein-
stimmt ?

In dem letzten Teil unserer Arbeit wird als eine Anwendung des isotopen
Einbettbarkeitssatzes erhalten, daB jede partielle Gruppe, also auch jedes
Brandtsche Gruppoid, eine isotope Einbettung in eine Gruppe zuldBt. Dafiir
mubl man nur einsehen, daB die Malcevschen Bedingungen in einer partiellen
Gruppe befriedigt sind; das werden wir ohne Benutzung des Resultats von
TAMARI zeigen.

2. Halbgewebe und Quasigruppoide

Wir legen die Terminologie fest und fithren einige Begriffe ein.

Eine Operation beziiglich der Mengen 4, B, C ist eine Abbildung ¢ einer
Untermenge P von A X Bin C. Wenn (a, b) ¢ =c, dann schreibt man aob=c;
die Menge P heiB3it das Definitionsfeld der Operation. Wenn

(aob=accv boa=coa)=>b=c,

dann ist die Operation kiirzbar. Falls 4A=B=C, hat man eine innere Opera-
tion auf A.

Eine Menge G, die mit einer inneren Operation versehen ist, heiBit ein
Halbgruppoid; wenn das Definitionsfeld =G x G ist, wird G ein Gruppoid ge-
nannt [2]. Ein Gruppoid Q ist eine Quasigruppe, wenn die Gleichungen
aox=b, xoa=>b je cine einzige Ldsung in @ haben (¢, beQ) [2]. Das Halb-
gruppoid G heilt eine partielle Gruppe, falls folgendes gilt [3]: 1) die Operation
ist kiirzbar; 2) sie ist assoziativ, d. h. wenn ao b und bo ¢ existieren, dann auch
(aob)oc und ao(boc); wenn ach und (aob)oc, dann boc; wenn boc und
ao(boc), dann ao b; in allen diesen Fillen ist (aob)oc=ao(boc); 3) fiir aeC
gibt es je ein einziges Element ¢’ und e mit ¢ca=a, aoce=a; diese heillen
linksseitige bzw. rechtsseitige Einheit von a; 4) es gibt fiir aeG ein Element
acG so, daB aca die linksseitige Einheit von a ist. Die partielle Gruppe G
heiflt ein Brandisches Gruppoid (welches kein Gruppoid, sondern nur ein
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Halbgruppoid ist), wenn noch das folgende Postulat gilt: 5) fiir ¢, ¢'eG,
eoe=eg, eoe =¢ gibt es aeG mit der Eigenschaft eca=ace=a.

Man sieht leicht, daB in jeder partiellen Gruppe folgendes gilt: Wenn
aoa linksseitige Einheit von a ist, so ist aoa rechtsseitige Einheit von a; das
Produkt ao b existiert dann und nur dann, wenn die rechtsseitige Einheit von a
mit der linksseitigen von b iibereinstimmt.

Wir werden unter einem Quasigruppoid Q ein System von drei Mengen
Ay, Ay, A5 und einer kiirzbaren Operation verstehen.

Es seien die Quasigruppoide Q, Q' auf den Mengen 4, 4,, 4; bzw.

1, A, A erklart, und o, * bezeichne ihre Operationen; Q und L’ heiBen
isotop, wenn es eineindeutige Abbildungen f; von A4; auf 4; so gibt (i=1, 2, 3),
daB sich die zwei Definitionsfelder dabei entsprechen (d.h. xoy und (xf)*
(yf>) haben beide oder keines einen Sinn) und

()=o) f5

fiir irgendwelche zusammensetzbare xeAd,, yed,. Das Abbildungssystem
(f1,f2,f3) heilBt eine Isotopie von Q auf Q.

Die Isotopierelation ist reflexiv, symmetrisch und transitiv.

Wenn f; eineindeutig 4; in 4; abbildet und die obige Gleichheit fiir zusam-
mensetzbare xeAdq, yed, gilt, dann heiBt (fy,f,,fs) eine Isotopie (oder
Monotopie) von Q in Q'. In diesem Falle sagen wir, daBl Q in Q' isotopisch
einbettbar ist.

Sind 2, Q' Halbgruppoide und f, =f, =f;, dann haben wir eine isomorphe
Einbettung oder kiirzer cine Einbettung.

Ein Halbgewebe ist eine nichtleere Menge H, auf welcher drei Aquivalenz-
relationen 2y, #,, #; so erklirt sind, daB #;n %, fiir i+j die Gleichheits-
relation & in H ist; d.h. also

i*j, p,qeH, p#,q9, pR;jq=>p=q.

Dic Elemente von H heiBen Punkte und die Aquivalenzklassen D;(p)=
{E|E R, p} die Geraden der Arti (i=1, 2, 3). Die drei Geradensysteme werden
mit 4;={D;} bezeichnet (i=1, 2, 3) und das Halbgewebe selbst mit (H; )
oder H.

Die Halbgewebe (H; £,) und (H'; ) heiBen isomorph, wenn es eine ein-
eindeutige Abbildung f von H auf H' gibt, fiir welche

PR NZ@S), (=1,23).

Es seien x,y Geraden von verschiedener Art, z.B. xed,, yed,. Der
Durchschnitt x Ny enthilt entweder ein einziges Element p oder aber ist er
leer. Wir setzen im ersten Falle xo y=2z, wo z=D,(p); im zweiten Falle wird
x oy nicht erkidrt. Diese Operation ist kiirzbar; in der Tat, sei xoy; =xo0y,=z
und xNy=p;, XxNy,=p,; es folgt p, ez, p,ez, aber p;ex, p,ex, also p;=p,
und dann y,=y,. Wir haben also auf den drei Geradensystemen ein Quasi-
gruppoid Qy, »,) definiert. Alle mit Q g, 4, isotopen Quasigruppoide sollen
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als die zu dem Halbgewebe (H; &;) gehirigen Quasigruppoide bezeichnet werden.

Sie gehoren augenscheinlich auch zu den mit (H; £;) isomorphen Halbgeweben.
Fiir irgendein vorgegebenes Quasigruppoid Q kann man ein solches Halb-

gewebe finden, dafl Q dazu gehdren soll. Wir erkliren dafiir auf dem Defini-

tionsfeld P von Q die folgenden Aquivalenzrelationen (die Operation von Q

ist mit e bezeichnet): ., ,

(x:y)'%l(x :y)¢x=x »

(0 R (X, )= y=Y,

(x,3) Z3(x', y) <> xoy=x"0y'.

RN R,=8 ist evident, und N R, =%,NR;=4¢ folgt aus der Kiirzbarkeit
von e; (P; &;) ist also ein Halbgewebe, dessen Geraden die folgenden Unter-
mengen von P sind: {(x,y)|x=xo}, {(x,)|y=¥o}, {(x,y)| xey=2,}. Die Ope-
ration o des Quasigruppoids Qp; &, wird durch die Relation

{p) | x=x0}o {(x,) | y=yo} ={(x, )| x oy=2x0 00}
bestimmt. Die eineindeutigen Abbildungen
fi AP Ix=x} »x0;  fo2: {)]y=yo}=yo;  fa: {(x.))|[xey=2,} -z,

stellen eine Isotopie zwischen Qp. %, und Q dar, also gehdrt Q zu (P; &,).
Wir wollen das Halbgewebe (P; £;) auch mit (H®; #F) bezeichnen.

Wenn Qg 4, und Q -, ;) isotop sind, dann sind die Halbgewebe (H; £;)
und (H'; #;) isomorph, weil die drei Zuordnungen der Isotopie eine einein-
deutige Abbildung zwischen den Geraden von (H; #;) und (H'; #;) mit Er-
haltung der Inzidenzen erzeugen.

Zusammenfassend kénnen wir sagen: es existiert eine eineindeutige Zu-
ordnung zwischen den Isomorphieklassen der Halbgewebe und den Isotopie-
klassen der Quasigruppoide.

Ein Halbgewebe (H; %) wird zu einem Gewebe, wenn zwei Geraden ver-
schiedener Art immer einen gemeinsamen Punkt besitzen, wenn man also zu
P, g€ H und i+ j ein Element re H finden kann, fiir welches p 2,7 und q ; r.
Es sei E die euklidische Ebene; wir bezeichnen mit (E; p;) das Gewebe, welches
die Parallelen zu zwei rechtwinkligen Koordinatenachsen und zu der ersten
Winkelhalbierenden derselben als Geraden besitzt.

Es sei (H; #;) ein Halbgewebe, H' < H und %; die Verengung der Beziechung
R; auf H' (i=1,2,3), d.h. p R, q<p &, q tir p,qe H'; das Halbgewebe
(H'; #;) heilit ein Teilhalbgewebe von (H; &;).

3. Die M-, M- und M'-Konfigurationen

Es seien py, k=1, 2, ..., 8, Punkte des Halbgewebes (H; #;). Sie bilden
eine (geschlossene) R-Konfiguration, wenn

P1R1p2s P3RiDPss PsRi1DPs> DP1%1Ds,

@ P122P3, P2®:DPas PsR2P7, DPsRaDs,
P1#3ps, D2R3Pss P3Z3P7, DPiZips-
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Eine R-Konfiguration in (E; p;) heiBt ein R-Modell (Fig.1); die acht Punkte
des Modells sollen die Ecken, und die Strecken der Gewebegeraden, welche
die Ecken gemaf (1) verbinden, die Kanter des Modells heiien. (Dieses Modell
kann auch als ein rdumliches Gebilde aufgefalt werden.)

Die Punkte p,, ..., pg bilden eine (offene) R-Konfiguration, wenn 11 aus den
12 Beziehungen (1) befriedigt sind. In (E; p;) ist jede R-Konfiguration eine
R-Konfiguration.

Ein Gewebe ist regulir, wenn jede R-Konfiguration eine R-Konfiguration
ist.

Wir werden jetzt allgemeinere Konfigurationen definieren. Wir fangen mit
der Definition der M-Modelle an:

a) Ein R-Modell ist ein M-Modell.

b) Von zwei M-Modellen U und ¥, die eine beliebige Anzahl von Ecken,
jedoch nicht alle gemeinsam haben, bilden wir mittels Aneinanderfiigens einen

Z Pg
Oy —
1/
'”J 7 I
7y
———e— i
x
Fig. 1 Fig. 2

Graph W auf folgende Weise: aus der Vereinigungsmenge der Ecken von U
und ¥V entfernen wir die gemeinsamen Ecken; je zwei Kanten, die eine gemein-
same Ecke haben, werden durch eine einzige Kante ersetzt; zwei Kanten mit
denselben Ecken fallen ganz weg (Fig.2). Wenn der Graph W zusammen-
hingend ist, so ist er ein neues M-Modell. Zerfillt dagegen W in mehrere
zusammenhingende Komponenten, so ist jede Komponente fiir sich ein M-
Modell.

Wir wollen jetzt zu den 2n Ecken eines M-Modells je einen unbestimmten
Punkt avs dem Halbgewebe (H; #,) (d.h. eine Variable fiir Punkte aus dem
Halbgewebe) zuordnen; ebenso zu den zur y-Achse parallelen Kanten je eine
%-Relation zwischen den Punkten, die den Ecken dieser Kanten entsprechen;
zu den zur x-Achse parallelen Kanten je eine entsprechende 22,-Relation, und
zu den Parallelen zur ersten Winkelhalbierenden je eine %;-Relation. Diese
3n Bezichungen bilden ein M-Relationensystem; z.B. die Formeln (1) bilden
ein solches. Wenn wir von demselben irgendeine Relation entfernen, so ent-
steht ein M-Relationensystem. Ein endliches System von Punkten aus H bildet
eine M- bzw. M-Konfiguration, wenn diese Punkte (einige kénnen auch zu-
sammenfallen) ein M- bzw. M-Relationensystem befriedigen.

Jede M-Konfiguration ist eine M-Konfiguration. In den reguliren Ge-
weben gilt auch, wie man leicht erkennt, daB die M-Konfigurationen M-Kon-
figurationen sind, was man auch so aussprechen kann: die M-Konfigurationen

27*
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schlieBen sich. In den Halbgeweben gilt keine entsprechende Eigenschaft: aus
der Hypothese, dafl alle R-Konfigurationen sich schlieen, folgt noch nicht,
daB sich auch alle M-Konfigurationen schlieBen.

Es soll & ein M-Relationensystem bezeichnen und es sei p &%, q jene
Bezichung, die % zu einem M-Relationensystem erginzt. Wenn man aus &%
die Relationen p #;p,, p Z;p,, 4 #: 41, 4 Z; q, herausnimmt (7, j, k ist eine
Permutation von 1,2, 3), so entsteht ein M’-Relationensystem &'. Wir be-
trachten jetzt ein die Relationen von &’ befriedigendes Punktsystem aus H,
und bezeichnen mit p%, p%, 4%, ¢35 die Punkte, die an die Stelle von py, p,, 41, 42
treten; dieses Punktsystem (in welchem auch zusammenfallende Punkte erlaubt
sind) heiBt eine M’-Konfiguration, und die Geraden x=D;(p?), x'=D,(q)),
y=D j(p‘z’), Y =D; (g9 heiBen die Tréger dieser Konfiguration. Die Bezeichnung

b M'(x, x"; y, y')-Konfiguration weist auf diejenige M'-

- ' Konfigurationen hin, die die vorgegebenen Geraden

6 x, X', y, ¥ als Triger besitzen. Wir wollen betonen, daf}

a dabei die Existenz von xny, x'ny’ in H nicht gefor-
% dert wird.

P Wenn wir aus einem M-Modell eine Geraden-

strecke s herausheben, erhalten wir ein M-Modell;
entfernen wir noch die Eckpunkte von s, so entsteht ein M’'-Modell, dessen
Triager diejenigen Geraden des M-Modells sind, die durch die entfernten
Ecken gehen (Fig.3 zeigt ein M’-Modell mit den Trégern a, a’, b, ).

Hilfssatz 1. Es seien x, x', X'’ Geraden einer Art und y, y', y'' einer anderen
Art in einem Halbgewebe. Die Vereinigungsmenge einer M'(x, x'; y, y')-Kon-
figuration mit einer M'(x’, x''; y', y'")-Konfiguration ist eine M'(x, x"';y, y")-
Konfiguration.

Nimmt man Modelle fiir die Konfigurationen, so wird fiir diese der Hilfs-
satz evident. Entsprechendes gilt fiir die Konfigurationen selbst.

Hilfssatz 2. Es bezeichne U, in einem Halbgewebe, fir v=1,3, ...,2n—1,
eine M'(x,, X, 313 V> Yy 1)-Konfiguration. Wir nehmen an, dafi man den Ge-
radenpaaren (x;, ), i=1,2, ..., 2n, die Ecken p; eines M-Modells so zuordnen
kann, daff

@ X;=X; <> DiP1Djs
€) Yi=Y; < DiP1Dj>
)] i=ungerade Zahl, j=i+1 < p; p3p;.

Dann ist die Vereinigungsmenge der U, (v=1, 3, ..., 2n—1) eine M-Konfigura-
tion.

Beweis. Das M-Modell soll mit %, seine Gerade erster Art bzw. zweiter
Art durch p; mit a; bzw. b; bezeichnet werden. Zu U, gehort ein M'-Modell
mit den Trigern a,, @, 44, by, b, 4 1, Welches wir mit %, bezeichnen (v=1, 3, ...,
2n—1). Wir kdnnen annehmen, daB, auBer a;, b;, die %, keine andere gemein-
same Gerade besitzen, Wir erginzen nun %, mit den in der Euklidischen Ebene
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existierenden Schnittpunkten von a,, b, und a,,,, b,,, zu einem M-Modell
%,. Da %, zwei gemeinsame Ecken mit % hat, kann es an % angefiigt
werden, wodurch die nachtriglich hinzugenommenen Ecken wieder wegfallen;
man erhilt ein M-Modell. Man kann dieses Anfiigen der Reihe nach fiir
v=1,3,...,2n—1 durchfithren. Man gelangt zu einem M-Modell, welches
keinen Punkt aus % mehr enthilt, welches also die Vereinigungsmenge der
Ecken der %, darstellt, also ein Modell fiir die Vereinigungsmenge der U,,
und damit ist Hilfssatz 2 bewiesen.

Durch dhnliche Konstruktionen gewinnt man die folgenden Hilfssitze.

Hilfssatz 3. Wenn man die Hypothesen des Hilfssatzes 2 so abdndert, daf
das M-Modell zu einem M-Modell wird, bei dem eine p,- oder p,-Relation fehlt
und entsprechend (2) oder (3) eine Formel weniger enthdlt, dann wird die Ver-
einigungsmenge der U,, v=1,3, ..., 2n—1, eine M-Konfiguration.

Hilfssatz 4. Es seien U, M'(x,, X,11; ¥y, Vy+1)-Konfigurationen in einem
Halbgewebe, v=1, 3, ..., 2n—3. Wir nehmen an, daf man den Geradenpaaren
(x; y), i=1,2,...,2n-2, die Eckenp; eines M'(a, a'; b, b')-Modells so zu-
ordnen kann, dafi die Beziehungen (2), (3), (4) gelten (dabei kommen je n—2 Be-
ziehungen (2), (3) und n—1 Beziehungen (4) vor); es sollen p;,, pi,, Di,» Pi,
die auf a, a’, b bzw. b’ liegenden Ecken des M'-Modells bezeichnen. Dann ist
die Vereinigungsmenge der U,, v=1,3,...,2n—3, eine M'(x;,, X;,; ¥i,» Vi,)-
Konfiguration.

Bemerkung. Bei der Formulierung dieses Hilfssatzes hatten wir dasselbe
Modell  vor uns, welches im Beweis des Hilfssatzes 2 vorkommt; entfernt
man zwei Ecken davon, die in p;-Relation sind, so entsteht das Modell des
Hilfssatzes 4.

Hilfssatz 5. Es seien p, p' diejenigen Punkte einer M’(x, x;y, y')-Konfi-
guration U, die auf y bzw. y' liegen. Es sei ferner U* die Punktmenge, die aus
U, nach Entfernung seiner zweimal vorkommenden Punkte, hervorgeht. Falls
pEp’, ist U* entweder eine M-Konfiguration, bei der p R, p’ die fehlende
Beziehung ist, oder aber ist U* die Vereinigungsmenge einer solchen Konfigura-
tion mit einer Anzahl getrennter M-Konfigurationen.

4. Einbettung eines Halbgewebes in ein regulires Gewebe

Das Halbgewebe (H; £)) ist in das regulire Gewebe (G; @i) einbettbar,
wenn letzteres ein mit (H; #;) isomorphes Teilhalbgewebe enthilt. Man kann
die Elemente dieses Teithalbgewebes mit den Elementen von (H; £;) identi-
fizieren; dann wird (H; 4;) selbst ein Teilhalbgewebe in (G; %#,). Wir beweisen
den

Satz 1. FEin Halbgewebe ist dann und nur dann in ein regulires Gewebe
einbettbar, wenn alle seine M-Konfigurationen sich schlieflen.

Wenn (H; #,) in ein regulires Gewebe einbettbar ist, dann ist (H; #;) ein
Teilhalbgewebe eines reguldren Gewebes (G; £,); da seine M-Konfigurationen
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auch zu (G; #,) gehoren, miissen diese sich schlieBen, wie schon im vorigen
Paragraphen bemerkt wurde.

Nehmen wir jetzt an, daB die M-Konfigurationen von (H; £,) sich schlieBen.
Es seien 4; (i=1, 2, 3) die Geradensysteme von (H; #;). Wir definieren auf

HM=4, x4,
die Relationen 2V folgendermaBen (x, X'ed,; y, y'e4,):
(x, N AP (', y) e x=x,
(x, DA, ) = y=Y,
(x, N ZP(x', y') «>es existiert eine M'(x, x'; y, y*) Konfiguration.

A" und A4 sind offenbar Aquivalenzrelationen. Betrachten wir ein M'-
Relationensystem und ersetzen alle darin vorkommenden unbestimmten Ele-
mente durch denselben Punkt peH; man erhilt eine M'(x, x; y, y)-Konfi-
guration, wo x und y die Geraden erster bzw. zweiter Art durch p bezeichnen.
Es folgt, daB (x, y) Z(x, »), also #4 reflexiv ist. Z ist offenbar symme-
trisch, und die Transitivitit folgt sofort aus dem Hilfssatz 1. Wir wollen hier
noch bemerken, daf

(5) xoy=x'oy = (x,) A, ).

Dazu braucht man nur in einem M‘-Relationensystem einen gewissen Teil der
unbestimmten Elemente durch xny und den anderen Teil durch x'ny’ er-
setzen.

Nehmen wir (x,y) Z{V(x', y) und (x,y) Z{P(x', ) an. Wenn i=1, j=2,
dann ist offenbar x=x', y=)'. Wenn i=1, j=3, dann x=x’, und es existiert
eine M'(x, x'; y, y")-Konfiguration U. Es seien p, p’ die Punkte aus U, welche
auf y bzw. y' liegen. Ist p=p’, so folgt sofort y=y'. Nehmen wir an, daB
p*p’; dann folgt aus x=x" und Hilfssatz 5, daB es eine solche M-Konfigura-
tion gibt, fiir welche p %, p’ die fehlende Beziehung ist. Da aber die M-Kon-
figurationen, laut Voraussetzung, M-Konfigurationen sind, folgt p %, p’, also
y=y" auch in diesem Falle. In dhnlicher Weise erhilt man auch im Falle i=2,
j=3, daB x=x', y=)'. Wir haben somit bewiesen, daB (H‘"; #() ein Halb-
gewebe ist.

Wir zeigen jetzt, daB die M-Konfigurationen dieses Halbgewebes sich
schlieBen. Es sei zuerst U'Y) eine M-Konfiguration der Punkte (x,, y,), &=
1,2,...,2n, welche durch die nicht vorausgesetzte Relation (x;,_, Yap—1)
AV (x5, Y2u) zu einer M-Konfiguration vervollstindigt wiirde. Wir betrach-
ten ein Modell von U™, und entfernen davon diejenigen zwei Ecken, die den
Punkten (x3,-1> V2n—-1)> (X24» V2n) entsprechen; es entsteht dadurch ein M'-
Modell, das mit %’ bezeichnet werden soll. Wir kdnnen beziiglich der Bezeich-
nung der Punkte annehmen, daB (x,, »,) 280,410 Vye 1), v=1,3, ..., 2n=3.
Dann gibt es je eine M'(x,, X,4 13 ¥y, Yvs 1)-Konfiguration in (H; £,), die wir
mit U, bezeichnen wollen (v=1, 3, ..., 2n—3). Die U, erfiillen die Hypothesen
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des Hilfssatzes 4, wenn wir %' fiir das darin vorkommende M-Modell nehmen.
Die Vereinigungsmenge der U,, v=1,3, ...,2n-3, ist also eine M'(x,,_q,
Van-1; X2 Y2o)-Konfiguration, woraus die zu beweisende Relation (x,,_4,
V2n—-1) R (X4, y24) folgt.

Es sei jetzt V¥ eine M-Konfiguration der Punkte (x,, y,), a=1,2, ..., 2n,
und (x;, y,) #{(x,, y,) die nicht vorausgesetzte SchlieBungsrelation, wo i=1
oder 2, und A, y zwei verschiedene Zahlen aus {1, 2, ..., 2n} sind. Wieder sei
die Numerierung der Punkte so gewdhlt, daB (x,, ¥,) B (%415 Vs 1) (v=1,
3, ..., 2n—3) gilt. Es existiert in (H; &) je eine M'(x,, X, 11 Yy, Vy+1)-Kon-
figuration U,, v=1,3, ..., 2n—1. Die U, geniigen den Hypothesen des Hilfs-
satzes 3, also ist ihre Vereinigungsmenge eine M-Konfiguration, also auch
eine M-Konfiguration. Es folgt: x;,=x, im Falle i=1, y,=y, im Falle i=2,
und damit ist gezeigt, daB V' in (H™), (V) sich schlieBt.

Wenn x, x'edy, y,y'ed,, xny=peH und x'ny' =p’eH, dann gilt

(©) G NBOE, V) ep Ry, i=1,2,3.
Fir i=1, 2 ist das evident. Gema8} (5) gilt

pRsp = (x, AP (x', ).

Um die umgekehrte Implikation zu zeigen, setzen wir die rechte Seite, also
die Existenz einer M'(x, y; x', y)-Konfiguration in (H; %#;) voraus; wenn wir
die Punkte p, p’ dazunchmen, so entsteht eine M-Konfiguration, also ist die
schlieBende Relation p £, p’ richtig.

Wir wollen jetzt diejenigen Elemente (x, y)e HV, fiir welche xnyeH,
mit den Punkten x~y identifizieren. Dadurch wird laut (6) (H; &) ein Teil-
halbgewebe von (HWV; V). Wenn A (i=1,2,3) die Geradensysteme in
(H®; V) bezeichnen, so kdnnen AP, AY mit 4, bzw. 4, identifiziert
werden.

Nehmen wir an, daB die Halbgewebe (HV; (), (H®; M), ..., (HGD;
Z3M) mit den Geradensystemen A", v=1, ..., 3k (i=1, 2, 3) schon konstru-
iert sind. Wir bauen das Halbgewebe (HG!*1; Z3%+1) von (HEGM, Z33)
ausgehend so auf, wie (H®; ) von (H; %) ausgehend entsteht. Dann
bauen wir (HG3"**2; Z34+2)) in analoger Weise von (HCG*+D); g(3h+1)) gys.
gehend auf, mit dem Unterschied, daB jetzt HG#*D=AG+D x AGH*+ D jst;
dann setzen wir HG**3)=A3#+2)x A34+2) ynd konstruieren das Halbgewebe
(HG"*3); (38+3)), Wir setzen diesen induktiven ProzeB unbeschrinkt fort
und bezeichnen

H*= G H®,
k=1
Wir definieren auf H* drei Relationen, wie folgt: fiir p, ge H* wihlen wir
die natiirliche Zahl m so, daBl pe H™, ge H™ und setzen p #§ q dann und
nur dann, wenn p Z{™ g (i=1, 2, 3). Man sieht, daB die Relationen #¥ von
der Wahl von m nicht abhingen, daB sie Aquivalenzrelationen sind, und
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daB gilt:
(P& q&p R} q &i+j)=>p=q.

Damit haben wir gezeigt, daB (H*; #¥) ein Halbgewebe ist, welches
(H; &) als Teilhalbgewebe enthilt. Bs sei % ¢ine M-Konfiguration in (H*; #¥);
wenn m geniigend groB ist, dann sind alle Punkte von % in H™ enthalten, also
schlieBt sich 4. Insbesondere schliefien sich die R-Konfigurationen in (H*; 7).

Aber (H*; ZF) ist ein Gewebe. In der Tat, es seien Df(p), D} (g) irgend
zwei Geraden verschiedener Art; man wihle m so, daB peH™, ge H™;
fiir eine der drei Méglichkeiten des Paares (i, j) besitzen die Geraden D{™(p),
D{™(q) in H™ einen gemeinsamen Punkt; in H™*2) haben D{"*?(p) und
D{"+2)(q) jedenfalls einen gemeinsamen Punkt r; aber re Df(p), re D} (q).

Also ist (H*; ZF) ein regulidres Gewebe, und damit haben wir Satz 1
bewiesen.

5. Die Schlieflungsbedingnngen

Die Bedingungen, daB3 die M-Konfigurationen sich schlieBen sollen, sind
dreierlei, je nach dem welche der drei Relationen #;, %, oder %5 in der
schlieBenden Beziehung auftritt; demgemiB haben wir zwischen M-, M,-,
M5-Schliefungsbedingungen zu unterscheiden.

Wir bezeichnen, wie im §2, die Operation des Quasigruppoids Q. 2,
mit o, Einer M;,-SchlieBungsbedingung entspricht eine Bedingung in Q g, 4,
Zum Beispiel die M,-Bedingung, welche aus Fig.4 entsteht, wenn die zur
Strecke A B gehtrende Relation zum Schlusse kommt, kann, wie folgt, um-
geformt werden:

X10Y1=X20);3
X10Y4=X3°JY¢
X30)y1=X40Y;
X300 Pa=Xy0ys (=2=2Z.
X50YV2=X6° )3
X50)Ys=2

Xe©0y3=2z'

Aus diesen kénnen die M -(bzw. M,-) Bedingungen in Q;, #,, erhalten werden:
Man nimmt die Konklusionsgleichheit z=z' zu den Hypothesen (wobei sich
die Variablen z, z’ natiirlich eliminieren lassen), man setzt fiir die zwei Vor-
kommen eines x (bzw. y) zwei verschiedene Buchstaben, und die Gleichheit
dieser Buchstaben schreibt man als Konklusion. Dieses Verfahren soll eine
Umkehrung der M;-Bedingungen heifien.

Wir bezeichnen ecine M;-Bedingung, in deren zugehorigem Modell alle
geschlossenen Linienziige, die nur aus zur x- oder y-Achse parallelen Strecken
bestehen, Rechtecke sind, als M3-Bedingung. In der Schreibweise von Q g, &,
sind diese Bedingungen gerade die Malcevschen Bedingungen; dies erkennt man



Einbettung eines Halbgewebes in ein regulires Gewebe 405

entweder aus der Bildungsregel der Malcevschen Ketten [5] oder, leichter,
durch eine topologische Transformation des zirkuliren Modells [8].

Hilfssatz 6. Wenn alle M5 -Bedingungen in einem Halbgewebe erfiillt sind,
dann sind auch alle M;-Bedingungen erfiillt.

Nehmen wir z. B. eine M;-Bedingung, fiir welche das entsprechende Modell
den geschlossenen Linienzug abcdef enthilt (Fig.5a). Die zu diesem Modell
gehorigen Bedingungen kénnen aus den zu Fig.5b gehorenden erhalten wer-
den, indem man fiir x, x" bzw. y, ¥’ dieselben Elemente setzt. Wenn der Linien-
zug aus mehreren zur x~ und y-Achse parallelen Strecken besteht, so kann
dieses Verfahren wiederholt angewandt werden.

U '
Y5
Yo i l/ 4 =
i '/l' Z)
e
7 a 6 ,

z 7, X 3y x5 X a 2l g
Fig. 4 Fig. 5au. b

Ebenso folgt, daB die Umkehrungen der M3-Bedingungen alle M- und
M ,-Bedingungen nach sich ziehen. Wir kénnen also aussprechen:

Hilfssatz 7. Es seien in dem Quasigruppoid Qy; s, alle Malcevschen Be-
dingungen und die Umkehrungen derselben erfiillt. Dann sind in (H; &) alle
M-Schliefungsbedingungen erfiillt.

Wenn jede Gerade erster Art eines Halbgewebes mit jeder Geraden zweiter
Art einen gemeinsamen Punkt besitzt, dann folgt die Erfiillung der M- und
M ,-Bedingungen aus dem Erfiilltsein der M,-Bedingungen. Man kann aber
dieses Ergebnis noch verschirfen. Ein Halbgewebe heiBt I-2-rechteckig, wenn
aus po &, Py, Po % p, die Existenz eines solchen Punktes g folgt, daBl p, #,¢g
und p, %, q.

Hilfssatz 8. Sind in einem I-2-rechteckigen Halbgewebe alle M ,-Bedin-
gungen erfiillt, so sind auch alle M,- und M,-Bedingungen befriedigt.

Beweis. Es sei U eine M-Konfiguration in einem den Hypothesen des
Hilfssatzes geniigenden Halbgewebe, bei der die nicht postulierte schlieBende
Relation p £, q ist. Es gibt ¢'e U so, daB g #; ¢’. Es existieren in U die Punkte

P's P1s P> -5 Pi-15 Pi-1, P; 50, daBl
p#p’s P Ripis P1#2P1s P1RiDP2s-s Piei1 R i, D24

Aus der Rechteckigkeit konnen wir der Reihe nach die Existenz solcher
Punkte 7y, ry, ..., ; im Halbgewebe ableiten, fiir welche

ro®Z.p und r,%,p,, v=1,2,..,1.
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Wir ersetzen den Punkt g aus U durch r;; dadurch wird U zu einer M-Kon-
figuration U’, in welcher r; #5 g’ die schlieBende Relation ist. Da aber die
M;-Bedingungen erfiillt sind, gilt , #; q’. Es folgt r; Z5 q; andererseits gilt
r; Ro pis Pi Ry q, also r; &, q. Wir schlieBen daraus r;=g, also g £, p. Damit
ist gezeigt, daB die M,-Bedingungen erfiillt sind, und ebenso gelangt man zu
den M,-Bedingungen.

6. Isotope Einbettung eines kiirzbaren Halbgruppoids in eine Gruppe
Wir beweisen, als eine Anwendung des Satzes 1, den

Satz 2. Ein kiirzbares Halbgruppoid G ist dann und nur dann isotop in eine
Gruppe einbettbar, wenn die Malcevschen Bedingungen und ihre Umbkehrungen
in G erfiillt sind.

Nehmen wir an, daB eineindeutige Abbildungen f;, f,, f; des Halbgrup-
poids (G, ) in die Gruppe (G', -) existieren, fiir welche die Relation

™ (xf)-@f)=(x))fs

fiir zwei zusammensetzbare Elemente x, y von G immer gilt. Jede der Glei-
chungen x y=x'y’ bzw. xy=z, die unter den Hypothesen einer Malcevschen
Bedingung (oder der Umkehrung einer solchen) vorkommt, wird mittels (7)
zu einer Gleichung (x ) - (v f2)=(x'f1) - (V' ) bzw. (x f1) - (v f2)=2 /5. Das
ergibt aber die Hypothesen der Malcevschen Bedingung (bzw. ihrer Umkeh-
rung) in G’ und damit auch deren Konklusion in ', die nun wegen der Um-
kehrbarkeit der f; wieder die Konklusion in G liefert.

Nehmen wir jetzt an, daB} die Malcevschen Bedingungen und ihre Um-
kehrungen in G erfiillt sind. Wir betrachten das Halbgewebe H=(HS%; %?)
(s. § 2) und dessen Geradensysteme 4, (i=1, 2, 3). Das Halbgruppoid G gehort
zu H, ist also isotop mit dem Quasigruppoid (Qpg, o). Es folgt, wenn man noch
Hilfssatz 7 in Betracht zieht, dafl die M-Konfigurationen in H sich schlieSen.
Also kann H, nach Satz 1, in ein regulires Gewebe H* eingebettet werden.
Wir bezeichnen mit AF (j=1, 2, 3) die Geradensysteme von H* und mit e die
Operation von Qpg.; 4;<cAf und xoy=z=>xey=1z.

Das Quasigruppoid Qp. ist isotop mit einer Gruppe. Wir kénnen den
Beweis aus [/] des analogen Resultats fiir Quasigruppen iibernchmen: Wir
bemerken zuerst, daB die Gleichungen xeb=¢, aey=c je eine einzige Losung
xed*¥ bzw. yed} besitzen (aed?, beA%, ceA?), weil H* ein Gewebe ist.
Es sei (4%, #) dasjenige Isotop von Qp., welches mittels

®) (xob) x (aey)=xey

definiert ist, wo a und b feste Elemente in AT bzw. 4% sind und xc 4%, ye4d3.
Es seien &, i1, {e4%; wir bestimmen x, y, x’, V', X"/, "' 50, daB xeb=¢, aeb=y,
x'eb=xey, aey'={, x''eb=n, aey’' =x"ey'. Da die R-Konfigurationen in
H* sich schlieBen, ergeben gey=x'"eb, xey=x"eb, aey'”’ =x"" ey’ die Glei-
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chung xey" =x"ey’. Man berechnet

Exm)x{=[(xod)*(aey)]x (=(x0y)*
=(x"eb) % (aey)=x"ey’,
Ex(nx)=Cx[(x"ob) x (aep)]=L * (x" o))
=(xeb)*(aey)=xe0y"'=x"ay' =(Exn) x [.
(4%, =) ist also eine assoziative Quasigruppe, d.h. eine Gruppe.

Wenn man die Beziehung (8) nur auf die Elemente xed, und yed,, die
in Qy zusammensetzbar sind, anwendet, so bemerkt man, daf} die eineindeu-
tigen Abbildungen x — xeb, y —aey und die identische Transformation eine
Isotopie des Quasigruppoids Ly in die Gruppe (4%, #) verwirklichen. Es folgt,
daB eine Isotopie auch von G in (4%, %) existiert.

Ein Halbgruppoid G heilit rechteckig, wenn aus der Existenz der Produkte
ax, bx, ay die Existenz von & y folgt. Man sieht, daB bei rechteckigem G
das Halbgewebe (H®; #7) 1-2-rechteckig ist. Hilfssatz 8 fithrt zu der

Folgerung. Ein kiirzbares rechteckiges Halbgruppoid G ist dann und nur
dann in eine Gruppe isotop einbettbar, wenn die Malcevschen Bedingungen in G
erfiillt sind.

7. Isomorphe Einbettung in eine Gruppe

Nehmen wir an, daB das kiirzbare Halbgruppoid (G, ) ein neutrales Ele-
ment ¢ enthilt, also
ex=xe=x fir alle xeG.

Sind die Malcevschen Bedingungen und ihre Umkehrungen in G erfiillt, so
folgt aus dem Satz 2, dal G in eine Gruppe (G’, o) isotop einbettbar ist, also

® xNe(g=Exph

fiir alle zusammensetzbaren x,yeG, wo f, g h, eineindeutige Abbildungen
von G in G’ sind. Wir setzen zuerst x=e¢ bei beliebigem yeG (diese Elemente
sind zusammensetzbar), danach y=e bei beliebigem xeG:

(efNo(ye)=yh,
(xoleg)=xh;
(xMo(eg) to(e ) to(y =(x¥) h.

Wir bezeichnen [(e f)o (e g)]” ! =aeG’ und multiplizieren die letzte Gleichung
von links mit a

es folgt

[ao (x B)Jo [as (y )] =ao (x y) .

Die Transformation ¢: x —ao(x h) bildet G eineindeutig auf aoGf =G’ ab,
und es gilt
EPeo)=Gne
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fiir alle zusammensetzbaren x,yeG. Wir haben also eine (isomorphe) Ein-
bettung des Halbgruppoids G in die Gruppe G’ vor uns.

Wenn wir mehr iiber G' voraussetzen, dafl nidmlich G ein Gruppoid ist,
dann ist es sicher rechteckig, und, laut Hilfssatz 8, braucht man zu der Ein-
bettbarkeit in eine Gruppe nur die Malcevschen Bedingungen zu fordern.
Wir haben also

Satz 3. Es sei G ein kiirzbares Gruppoid mit neutralem Element. G ist dann
und nur dann in eine Gruppe einbettbar, wenn die Malcevschen Bedingungen
erfillt sind.

Wenn wir iiber G noch mehr voraussetzen, daB nimlich G eine kiirzbare
Halbgruppe ist, dann gelangen wir zum Malcevschen Satz. In diesem Fall
braucht man aber die Existenz des neutralen Elements nicht zu fordern.

Es sei némlich (G, ) eine kiirzbare Halbgruppe ohne neutrales Element,
welche die Malcevschen Bedingungen erfiillt. Wir erweitern G zu G=Gu{e},
wo e ein in G nicht vorkommendes Symbol ist, und setzen

ex=xe=x fir xeG, und ee=e.

In G bleibt das assoziative Gesetz offenbar giiltig. Die Kiirzbarkeit ergibt
sich so: Wire e x,=a x, fiir gewisse a, xo€G, dann wiirde fiir xeG der Reihe
nach folgen: xp=a Xy, X Xo=xa xy, x=xa, XxX=xax, x=ax; also wire
a ein neutrales Element in G. Wir behaupten noch, daB in G die Malcevschen
Bedingungen auch erfiilit sind. Betrachten wir eine Malcevsche Bedingung
in G, welche Gleichheiten der Form x, y; = x, y, enthilt, wo mindestens eines
der Elemente x,, y, X,, ¥, gleich e ist. Wir multiplizieren alle Gleichheiten
der Malcevschen Bedingung (Hypothesen und Konklusion) von der linken
und der rechten Seite her mit je einem festen Element a, be G. Wir schlieBen «
und das nebenstehende Element und ebenso » und sein Nachbarelement
immer in je eine Klammer ein; die Produkte in den Klammern gehdren zu G,
wir erhalten also eine Malcevsche Bedingung in G, die erfiillt ist. Durch Kiirzen
mit ¢ und b geht die Konklusionsgleichheit in die urspriingliche iiber, die somit
als erfiillt erkannt ist. Also konnen wir, laut Satz 3, G, und damit offenbar
auch G, in eine Gruppe einbetten.

Damit ist von neuem bewiesen worden der

Satz von Malcev. Eine kiirzbare Halbgruppe G ist dann und nur dann in
eine Gruppe einbettbar, wenn die Malcevschen Bedingungen in G erfiillt sind.

8. Isotope Einbettung der partiellen Gruppen in Gruppen

Ein Brandtsches Gruppoid, das mindestens zwei Einheiten enthilt, kann
sicherlich nicht in eine Gruppe isomorph eingebettet werden; dagegen gilt

Hilfssatz 9. Jedes Brandische Gruppoid kann in eine Gruppe isofop einge-
bettet werden.
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Es sei B ein Brandtsches Gruppoid. Man sieht leicht, daB B rechteckig ist.
Laut Folgerung des Satzes 2 braucht man also nur einzusehen, daBl die Malcev-
schen Bedingungen in B erfiillt sind.

Man kann die Menge P und die Gruppe G so bestimmen, dal B mit dem
auf P x G x P durch die folgende Operation definierten Brandtschen Gruppoid
isomorph sei [2]:

*, 8 00,8,2)=(x,28,2)

fiir x,y, zeP, g, g’eG und das Produkt (x, g, »)(¥/, g, z) ist fiir y$)’ nicht
definiert. Betrachten wir eine mit diesen Elementen aufgeschriebene Malcev-
sche Bedingung

P, gP, YD, g9, ¥ =(xD, g9, yO) P, gD, ¥y, (i=1,...,p~1)
=(xP, g2, Y (P, g2, yP) =P, g, ¥V P, ¢, vD).

Die Existenz der in der Konklusion stehenden Produkte braucht hier nicht
bei den Hypothesen hingeschrieben zu werden; sie 148t sich nimlich aus den
Hypothesen abgeleiten: Zunichst gilt

(10) yP=xP,  i=1,2,...,p~1.

Wenn wir in einem entsprechenden Modell einem zur x- und y-Achse paral-
lelen geschlossenen Linienzug folgen, dann erhalten wir

(k1) (h2)
1

¥ =)
also laut (10) yP=xP. Ebenso folgt yP=xP. Durch einen analogen Ge-
dankengang schlieBen wir aus x{P=x9, yP=y@,i=1, ..., p—1,daB x{P =xP,
YP =yP. Andererseits ist g'P g'P =g gP), weil die aufgeschricbene Bedingung
beziiglich der Elemente der Gruppe G sicherlich befriedigt ist. Damit ist das
Erfiilltsein der Malcevschen Bedingungen gezeigt.

Beispiel. Sei R der Korper der reellen Zahlen und B, das Brandtsche
Gruppoid, welches auf R x R durch

(h3)

h h B, N .
, x§0=xP y =yl P = xP) fiir gewisse hy,...,h,<p,

(x, »)(u, v)=(x, v) fiir y=u (sonst nicht erklirt)

definiert ist (x, y, u, veR). Wir wollen die im Hilfssatz 9 sichergestellte isotope
Einbettung angeben. Wir erkldren dazu die eineindeutigen Abbildungen f, g,
von Rx R auf sich selbst folgendermaflen:

CNf=0~xx), &*1)g=0-x», &xyh=@-—x,x+y).

Wenn + das Additionszeichen im zweidimensionalen Vektorraum R, iiber R
bedeutet, dann ist (y—x, X)+(z—~y, 2)=(z—x, x+z2), also

CoNf+0, D g=(x,2)h.

Da in diesem Falle alle drei Transformationen £, g, # die Menge B, auf die-
selbe Menge R x R abbilden, haben wir ein Isotop von B, vor uns, welches
in R, eingebettet ist. Die Elemente dieses Isotops sind genau die Elemente
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von R,, die Operation ist genau die Addition in R,, die aber nur fiir solche
Elementenpaare (a, ), (y, 6) definiert ist, welche der Beziehung a+f+y=34
geniigen.

Satz 4. Jede partielle Gruppe kann in eine Gruppe isotop eingebettet werden.

Wir zeigen, daB eine partielle Gruppe G in ein System disjunkter Brandtscher
Gruppoide zerfdllt. Jede Malcevsche Bedingung fiir G muB dann eine Malcev-
sche Bedingung fiir ein gewisses Brandtsches Gruppoid sein; sie ist also erfiilit,
und die Folgerung des Satzes 2 zieht dann Satz 4 nach sich.

Es sei P die Menge der idempotenten Elemente aus G. Wir erkliren eine
Relation ~ in P: e~f, wenn es ein xeG gibt mit e x=x=x f. Es gilt e~e
fiir ecP. Wenn e~f, dann folgt aus e x=x=xf, daBl f X=X e=X, also f~e.
Wenn e~f, f~g, dann gibt es x,yeG so, daBl ex=x f=x, fy=yg=y; die
linksseitige Einheit von y stimmt also mit der rechtsseitigen von x iiberein,
also existiert x y; es gilt: ex y=xy, xy g=xy, also e~g. Damit ist gezeigt,
daB ~ eine Aquivalenzrelation in P ist.

Ein Element xeG hat eine eindeutig bestimmte linksseitige Einheit ¢’ und
eine rechtsseitige e, und ¢’ ~e. Zwei Elemente aus G sollen dquivalent heien,
wenn fiir ihre Einheiten die Relation ~ gilt. Man sieht sofort ein, dal dadurch
wirklich eine Aquivalenz in G definiert ist. Es sollen mit G; (iel) die zugehéri-
gen Aquivalenzklassen bezeichnet werden. Wenn i4i’, dann ist kein Element
aus G; mit einem Element aus G, zusammensetzbar. Andererseits, wenn e’
und e idempotente Elemente aus G; sind, dann ist ¢ ~e¢, und es existiert
xeG 50, daB e x=x e'=x; aber x mul} zu G; gehdren, und damit ist gezeigt,
daB G; ein Brandtsches Gruppoid ist.
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