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Einbettung eines Halbgewebes in ein regul~ires Gewebe 
und eines Halbgruppoids in eine Gruppe 

Von 

F. RAD6* 

I. Einleitung 

In dieser Arbeit haben wir mit abstrakten 3-Geweben zu tun, die wir als 
Gewebe schlechthin bezeiehnen, und mit einer Verallgemeinerung derselben, 
den Halbgeweben. Die Gewebe k6nnen in eineindeutige Beziehung zu den 
Isotopieklassen der Quasigruppen gebracht werden [2, 7]. Ein Gewebe heil3t 
regular, falls die entsprechende Klasse eine Gruppe enthalt. Wenn (Q, o) eine 
dem Gewebe G entsprechende Quasigruppe ist, so ist fiir die Regularitat von G 
die Reidemeistersche Schliel3ungsbedingung 

(Xl, X2 . . . . .  y4 ~ Q ,  x l o  y l = x a  o y3 ,  x2o y l = x 4  o y3 ,  x l  o y z = x a  o y~) 
(R) t 

=~ X 2 o Y 2  = X 4  o Y4 

notwendig und hinreichend [1, 6]. 
Wir werden uns mit der Frage besehaftigen, warm ein Halbgewebe in ein 

regul/ires Gewebe eingebettet werden kann. Wir werden dafiir notwendige und 
hinreichende SchlieBungsbedingungen finden. 

Die erwahnte Beziehung zwischen den Geweben und den Isotopieklassen 
der Quasigruppen kann zu einer - ebenfalls eineindeutigen - Beziehung 
zwischen den Halbgeweben und Isotopieklassen der kiirzbaren Halbgruppoide 
erweitert werden. Auf dieser Grundiage kann man aus den gefundenen Ergeb- 
nissen notwendige und hinreichende Bedingungen fiJr die isotope Einbettbar- 
keit eines Halbgruppoids in eine Gruppe ableiten, d.h. fiir die Existenz einer 
Isotopie des Halbgruppoids in die beziigliehe Gruppe. Wir erhalten so eine 
Verallgemeinerung des Malcevschen Theorems iJber isomorphe Einbettbarkeit 
einer Halbgruppe in eine Gruppe [5]. Durch Spezialisierung werden wir das 
Resultat yon Malcev wiedergewinnen. 

Das Theorem yon Malcev sagt aus, dab eine unendliche Anzahl von Bedin- 
gungen fi~r die Einbettbarkeit einer kiirzbaren Halbgruppe in eine Gruppe 
notwendig und hinreichend ist. Diese Bedingungen haben die Form gewisser 
Ketten yon G1eichheiten, die eine neue Gleichheit nach sieh ziehen. Die ein- 
fachste, die Bedingung Z yon Malcev, stimmt mit der Bedingung (R) i~berein. 
Die anderen sind auch aus solchen Gleichheiten wie (R), aber nach ziemlich 
verwickelten Regeln, aufgebaut und erreichen willkiirliche L~ingen. TAMARI 
beschrieb in [8] ein zirkulares Modell und LAM~EK in [4] ein Polyedermodell, 
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mit welchen die Konstruktion der Malcevschen Ketten einfacher und anschau- 
licher wird. Unsere Betrachtungen fiihren zu einem neuen Modell, das man 
ebensogut als ein ebenes wie ein r~iumliches auffassen kann. 

In der Arbeit [8], in welcher TAMARI den Satz yon Malcev verallgemeinert, 
werden kiarzbare, assoziative und rechteckige Halbgruppoide betrachtet (also 
etwas speziellere als unsere, die aber mit Vorordnung versehen werden kSnnen). 
Insofern die (isomorphe) Einbettung dieser Halbgruppoide in Gruppen unm/Sg- 
lich ist, hat TAMARI die (isomorphe) Einbettung in partielle Gruppen unter- 
sucht. Dagegen haben wir die isotope Einbettung immer in Gruppen studiert. 
Unsere Erweiterung verwertet den isotopieinvarianten Charakter der Malcev- 
schen Bedingungen. 

Die Tatsache, dab sich das Einbettungsproblem der Halbgruppen in Grup- 
pen in ein gewebetheoretisches Einbettungsproblem einordnen l~iBt, gibt 
- wenigstens unter einem bestimmten Gesichtspunkt - eine Antwort auf 
eine yon L. FUCHS gestellte Frage: Was ist der tiefere Grund dafiir, dal3 die 
Bedingnng Z yon Malcev mit der Bedingung yon REIDEMEISTER tiberein- 
stimmt ? 

In dem letzten Teil unserer Arbeit wird als eine Anwendung des isotopen 
Einbettbarkeitssatzes erhalten, dab jede partielle Gruppe, also auch jedes 
Brandtsche Gruppoid, eine isotope Einbettung in eine Gruppe zulfiSt. Dafiir 
muB man nur einsehen, dab die Malcevschen Bedingungen in einer partiellen 
Gruppe befriedigt sind; das werden wir ohne Benutzung des Resultats yon 
TAMARI zeigen. 

2. Halbgewebe und Quasigruppoide 

Wir legen die Terminologie fest und ftihren einige Begriffe ein. 
Eine Operation beziiglich der Mengen A, B, C ist eine Abbildung (p einer 

Untermenge P yon A x B in C. Wenn (a, b) ~o = c, dann schreibt man a o b = c; 
die Menge P heil3t das Definitionsfeld der Operation. Wenn 

(aob=aoc v boa=coa)=~b=c, 

dann ist die Operation kiirzbar. Falls A = B =  C, hat man eine inhere Opera- 
tion auf A. 

Eine Menge G, die mit einer inneren Operation versehen ist, heiBt ein 
Halbgruppoid; wenn das Definitionsfeld = G x Gist ,  wird G ein Gruppoid ge- 
nannt [2]. Ein Gruppoid Q ist eine Quasigruppe, wenn die Gleichungen 
aox=b, xoa=b je eine einzige L6sung in Q haben (a, b~Q) [2]. Das Halb- 
gruppoid G heiBt eine partielle Gruppe, falls folgendes gilt [3]: 1) die Operation 
ist kiirzbar; 2) sie ist assoziativ, d. h. wenn ao b und bo c existieren, dann auch 
(a o b) o c und a o (b o c); wenn a o b und (a o b) o c, dann b o e; wenn b o c und 
a o (b o c), dann a o b; in allen diesen F~illen ist (a o b) o c = a o (b o c); 3) fiir a~ G 
gibt es je ein einziges Element e' und e mit e'oa=a, aoe=a; diese heiBen 
linksseitige bzw. rechtsseitige Einheit yon a; 4) es gibt fiir a~G ein Element 
5~G so, dab ao~ die linksseitige Einheit von a ist. Die partielle Gruppe G 
heiBt ein Brandtsches Gruppoid (welches kein Gruppoid, sondern nur ein 
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Halbgruppoid ist), wenn noch das folgende Postulat gilt: 5) fiir e, e'eG, 
eoe=e,  e 'oe '=e '  gibt es a~G mit der Eigenschaft e'oa=aoe=a. 

Man sieht leicht, dab in jeder partiellen Gruppe folgendes gilt: Wenn 
aod linksseitige Einheit yon a ist, so ist do a rechtsseitige Einheit yon a; das 
Produkt a o b existiert dann und nur dann, wenn die rechtsseitige Einheit von a 
mit der linksseitigen yon b iibereinstimmt. 

Wir werden unter einem Quasigruppoid ~ ein System yon drei Mengen 
A1, A2, A3 und einer kiirzbaren Operation verstehen. 

Es seien die Quasigruppoide ~ ,  ~ '  auf den Mengen A1, A2, A3 bzw. 
A~, A~, At erklart, und o , .  bezeichne ihre Operationen; ~ und ~ '  heiBen 
isotop, wenn es eineindeutige Abbildungenfi von Ai auf A'~ so gibt (i= 1, 2, 3), 
dab sich die zwei Definitionsfelder dabei entsprechen (d. h. x oy und (x f l  )* 
(Y f2) haben beide oder keines einen Sinn) und 

(xfl)*(yf2)=(xo y) fa 

fiir irgendwelche zusammensetzbare x~A~,y~A2. Das Abbildungssystem 
(f l , fz , f3) heiBt eine lsotopie yon ~ auf ~'. 

Die Isotopierelation ist reflexiv, symmetrisch und transitiv. 
Wennfi eineindeutig As in A~ abbildet und die obige Gleichheit ftir zusam- 

mensetzbare x~Al, y~A z gilt, dann heiBt ( f l , f2, f3)  eine lsotopie (oder 
Monotopie) yon ~ in Y3'. In diesem Falle sagen wir, dab ~ in ~ '  isotopisch 
einbettbar ist. 

Sind ~ ,  ~ '  Halbgruppoide undf~ =fa =f3, dann haben wir eine isomorphe 
Einbettung oder ktirzer eine Einbettung. 

Ein Halbgewebe ist eine nichtleere Menge H, auf welcher drei ,~quivalenz- 
relationen ~1, ~z ,  ~3 so erkl/irt sind, dab 9 ~ c ~ j  ftir i+j die Gleichheits- 
relation o ~ in H ist; d.h. also 

i:~j, p ,q~H, p ~ q ,  p ~ j q = ~ p = q .  

Die Elemente yon H heiBen Punkte und die ,~quivalenzklassen Di(p)= 
{~l~ ~t~p} die Geraden der Art i (i= 1, 2, 3). Die drei Geradensysteme werden 
mit A~={D~} bezeichnet (i=1, 2, 3) und das Halbgewebe selbst mit (H; ~ )  
oder H. 

Die Halbgewebe (H, ~ )  und (H'; ~ )  heiBen isomorph, wenn es eine ein- 
eindeutige Abbildungf yon H auf H' gibt, fiir welche 

p ~ , q c * . ( p f ) ~ ( q f ) ,  (i=1,2,3).  

Es seien x ,y  Geraden yon verschiedener Art, z.B. x~A~,yEAz. Der 
Durchschnitt x c~y enth~It entweder ein einziges Element p oder abet ist er 
leer. Wir setzen im ersten Falle x o y = z, wo z = D 3 ( p ) ,  im zweiten Falle wird 
x o y nicht erkl/irt. Diese Operation ist kiirzbar; in der Tat, sei x o y~ = x o Yz =z 
und x n Yl =Pt, x c~ Y2 =Pz; es folgt pt ~z, Pz ez, aber p~ ex, P2 ex, also p~ =Pz 
und dann yt =Y2. Wir haben also auf den drei Geradensystemen ein Quasi- 
gruppoid ~(n;a,) definiert. Alle mit ~(n;~,) isotopen Quasigruppoide sollen 
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als die zu dem Halbgewebe (H; 013 geh6rigen Quasigruppoide bezeichnet werden. 
Sie gehSren augenscheinlich auch zu den mit (//; 01i) isomorphen Halbgeweben. 

Fiir irgendein vorgegebenes Quasigruppoid ~ kann man ein solches Halb- 
gewebe finden, dat3 t~ dazu gehtiren soil. Wir erkl~iren daftir auf dem Defini- 
tionsfeld P yon ~ die folgenden .g, quivalenzrelationen (die Operation von 
ist mit �9 bezeichnet): (x,y)011(x',y')~,x=x', 

(x, y) 012 (x', y') r =y' ,  

(x,y) 01a(x',y') ~ x o y = x '  �9 y'. 

011c~ 01 2 = g ist evident, und 011c~ 01a =012 n 01a = 6* folgt aus der Ktirzbarkeit 
von . ;  (P; 01~) ist also ein Halbgewebe, dessen Geraden die folgenden Unter- 
mengen yon P sind: {(x,y)lx=Xo}, {(x,y)ly=yo}, {(x,y)lx�9 Die Ope- 
ration o des Quasigruppoids ~(e;~,) wird durch die Relation 

{(x,),)lx = Xo} o {(x,y) l Y = Yo} = {(x, y) lx �9 = x�9 �9 

bestimmt. Die eineindeutigen Abbildungen 

f l :  {(x,y)lx=xo}~Xo; f2: {(x,y)IY=Yo}~Yo; f3: {(x,y)lx�9 

stellen eine Is�9 zwischen ~(e;e,) und ~ dar, also geh~Srt ~ zu (P; 013. 
Wir wollen das Halbgewebe (P, 013 auch mit (H~; 01p) bezeichnen. 

Wenn ~(n;e,) und t~(n,.e; ) is�9 sind, dann sind die Halbgewebe (H; 01~) 
und (H'; 01~) isomorph, weil die drei Zuordnungen der Is�9 eine einein- 
deutige Abbildung zwischen den Geraden von (H; 01~) und (H';  01~) mit Er- 
haltung der Inzidenzen erzeugen. 

Zusammenfassend kSnnen wit sagen: es existiert eine eineindeutige Zu- 
ordnung zwischen den lsomorphieklassen der Halbgewebe und den lsotopie- 
klassen der Quasigruppoide. 

Ein Halbgewebe (H; 013 wird zu einem Gewebe, wenn zwei Geraden ver- 
schiedener Art immer einen gemeinsamen Punkt besitzen, wenn man also zu 
p, qeH und i4=j ein Element rEH finden kann, fiir welches p 01~ r und q 01j r. 
Es sei E die euklidische Ebene; wir bezeichnen mit (E; p~) das Gewebe, welches 
die Parallelen zu zwei rechtwinkligen Koordinatenachsen und zu der ersten 
Winkelhalbierenden derselben als Geraden besitzt. 

Es sei (H; 01~) ein Halbgewebe, H ' c  H und 01~ die Verengung der Beziehung 
01~ auf H '  (i= 1, 2, 3), d.h. p 01~ q<*p 01i q ftir p, qeH'; das Halbgewebe 
(H';  01~) heil3t ein Teilhalbgewebe von (H; 01~). 

3. Die M-, M- und M'-Konfiguratlonen 

Es seien Pk, k - 1 ,  2, ..., 8, Punkte des Halbgewebes (H, 01~). Sie bilden 
eine (geschlossene) R-Konfiguration, wenn 

Pl 011P2, P3 0 l iP , ,  Ps 01iP6, P7011P8, f 
(1) ~ Pl 012P3, P2 012P4, P5 012 P7, P6 012P8, 

t Pl 013 PS, P2 013 P6, P3 01a P7, P4 01a P8- 
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Eine R-Konfiguration in (E; Pi) heiBt ein R-Modell (Fig. 1); die acht Punkte 
des Modells sollen die Ecken, und die Strecken der Gewebegeraden, welche 
die Ecken gem/il3 (1) verbinden, die Kanten des Modells heiBen. (Dieses Modell 
kann auch als ein r~iumliches Gebilde aufgefaBt werden.) 

Die Punkte Pl . . . .  , Pa bilden eine (offene) R-Konfiguration, wenn 11 aus den 
12 Beziehungen (1) befriedigt sind. In (E; Pl) ist jede R-Konfiguration eine 
/~-Konfiguration. 

Ein Gewebe ist regular, wenn jede R-Konfiguration eine/~-Konfiguration 
ist. 

Wir werden jetzt allgemeinere Konfigurationen definieren. Wir fangen mit 
der Definition der M-Modelle an" 

a) Ein/~-Modell ist ein )~-Modell. 

b) Von zwei .~-Modellen U und V, die eine beliebige Anzahl yon Ecken, 
jedoch nicht alle gemeinsam haben, bilden wit mittels Aneinanderfi~gens einen 

& P8 

pj 

Fig, 1 Fig. 2 

Graph W auf folgende Weise: aus der Vereinigungsmenge der Ecken yon U 
und V entfernen wit die gemeinsamen Ecken; je zwei Kanten, die eine gemein- 
same Ecke haben, werden durch eine einzige Kante ersetzt; zwei Kanten mit 
denselben Ecken fallen ganz weg (Fig.2). Wenn der Graph W zusammen- 
h~ingend ist, so ist er ein neues M-Modell. ZerfNlt dagegen W in mehrere 
zusammenh~ingende Komponenten, so ist jede Komponente fiir sich ein M- 
Modell. 

Wit wollen jetzt zu den 2n Ecken eines M-Modells je einen unbestimmten 
Punkt aus dem Halbgewebe (H; ~ti) (d.h. eine Variable fiir Punkte aus dem 
Halbgewebe) zuordnen, ebenso zu den zur y-Achse paralMen Kanten je eine 
9r zwischen den Punkten, die den Ecken dieser Kanten entsprechen; 
zu den zur x-Achse paralMen Kanten je eine entspreehende r , und 
zu den Parallelen zur ersten Winkelhalbierenden je eine ~a-Relation. Diese 
3n Beziehungen bilden ein M-Relationensystem; z.B. die Formeln (1) bilden 
ein solehes. Wenn wir yon demselben irgendeine Relation enffernen, so ent- 
steht ein M-Relationensystem. Ein endliches System yon Punkten aus H bildet 
eine M- bzw. M-Konfiguration, wenn diese Punkte (einige k~innen auch zu- 
sammenfallen) ein M- bzw. M-Relationensystem befriedigen. 

Jede M-Konfiguration ist eine M-Konfiguration. In den regul~iren Ge- 
weben gilt auch, wie man leicht erkennt, dab die M-Konfigurationen M-Kon- 
figurationen sind, was man auch so aussprechen kann: die M-Konfigurationen 
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schlieBen sich. In den Halbgeweben gilt keine entsprechende Eigenschaft: aus 
der Hypothese, dab alle R-Konfigurationen sich schlieBen, folgt noch nicht, 
dab sich auch alle M-Konfigurationen schlieSen. 

Es soll 5 a ein M-Relationensystem bezeichnen und es sei p N~ q jene 
Beziehung, die 6 ~ zu einem M-Relationensystem ergiinzt. Wenn man aus 5 a 
die Relationen p N~ Pl, P ~Ij P2, q ~l~ q~, q Nj q2 herausnimmt (i,j, k ist eine 
Permutation yon 1, 2, 3), so entsteht ein M'-Relationensystem 50'. Wir be- 
trachten jetzt ein die Relationen yon 5 e' befriedigendes Punktsystem aus H, 
und bezeichnen mit pt  ~ pO, qO, qO die Punkte, die an die Stelle yon Pl, Pz, ql, q2 
treten; dieses Punktsystem (in welchem auch zusammenfallende Punkte erlaubt 
sind) heigt eine M'-Konfiguration, und die Geraden x=Di(p~ x' =Di(ql),o 

D - - ~  , D "  o) Y= jtP~) Y = jtq2 heiBen die Triiger dieser Konfiguration. Die Bezeichnung 
b' M'(x,  x' ; y, y')-Konfiguration weist auf diejenige M' -  

Konfigurationen hin, die die vorgegebenen Geraden 
x, x', y, y' als Tr~iger besitzen. Wir wollen betonen, dab 

a dabei die Existenz von xc~y, x ' ny '  in H nicht gefor- 
dert wird. 

Wenn wir aus einem M-Modell eine Geraden- 
Fig, 3 strecke s herausheben, erhalten wir ein M-Modell; 

enffernen wir noch die Eckpunkte von s, so entsteht ein M'-Modell, dessen 
Tr~iger diejenigen Geraden des M-Modells sind, die durch die entfernten 
Ecken gehen (Fig. 3 zeigt ein M'-Modell  mit den Tr~igern a, a', b, b'). 

I-Iilfssatz 1. Es seien x, x', x"  Geraden einer Art und y, y', y" einer anderen 
Art in einem Halbgewebe. Die Vereinigungsmenge einer M'(x,  x'; y, y')-Kon- 

figuration mit einer M'(x' ,  x"; y', y")-Konfiguration ist eine M'(x, x" ,  y, y")- 
Konfiguration. 

Nimmt man Modelle ftir die Konfigurationen, so wird ftir diese der Hilfs- 
satz evident. Entsprechendes gilt ftir die Konfigurationen selbst. 

I-Iilfssatz 2. Es bezeichne Uv in einem Halbgewebe, fi~r v = 1, 3 . . . .  , 2 n -  1, 
eine M'(xv, x~+ l ; Y,, Y~+ O-Konfiguration. Wit nehmen an, daft man den Ge- 
radenpaaren (x i, Yi), i= 1, 2 . . . . .  2n, die Ecken Pi eines M-Modells so zuordnen 
kann, daft 

(2) x i=xj  <* PiPlPp 

(3) Yi=Yj 4*" Pi P2Pj, 

(4) i=ungerade Zahl, j = i +  1 ~ PiPaPj. 

Dann ist die Vereinigungsmenge der U, (v= 1, 3 . . . . .  2 n -  1) eine M-Konfigura- 
tion. 

Beweis. Das M-Modell soU mit eg, seine Gerade erster Art bzw. zweiter 
Art durch p~ mit a~ bzw. b~ bezeichnet werden. Zu Uv geh~Srt ein M'-Modell 
mit den Tragern av, a,+ ~, b,, b~+ 1, welches wir mit q/, bezeichnen (v= 1, 3, ..., 
2 n -  1). Wir k6nnen annehmen, daB, auBer a~, bi, die ~ v keine andere gemein- 
same Gerade besitzen. Wir erg/inzen nun ag, mit den in der Euklidischen Ebene 
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existierenden Schnittpunkten von av, b, und av+l, b~+x zu einem M-Modell 
q/v. Da ~v zwei gemeinsame Ecken mit q/ hat, kann es an q/ angefiigt 
werden, wodurch die nachtr~iglich hinzugenommenen Ecken wieder wegfallen; 
man erh~ilt ein M-Modell. Man kann dieses Anfiigen der Reihe nach fiir 
v = l ,  3 . . . .  , 2 n - I  durehfiihren. Man gelangt zu einem M-Modell, welches 
keinen Punkt aus q/ mehr enth~ilt, welches also die Vereinigungsmenge der 
Ecken der oy, darstellt, also ein Modell fiir die Vereinigungsmenge der U,, 
und damit ist Hilfssatz 2 bewiesen. 

Dutch ~ihnliche Konstruktionen gewinnt man die folgenden Hilfss~itze. 

Hilfssatz 3. Wenn man die Hypothesen des Hilfssatzes 2 so abiindert, daft 
das M-Modell zu einem M-Modell wird, bei dem eine Pl- oder p2-Relation fehlt 
und entspreehend (2) oder (3) eine Formel weniger enthiilt, dann wird die Ver- 
einigungsmenge der U v, v= 1, 3 . . . .  ,2n  - 1, eine M-Konfiguration. 

I-Iflfssatz 4. Es seien Uv M'(x~, x~+x; y~, y~+ l)-Konfigurationen in einem 
Halbgewebe, v= 1, 3 . . . .  , 2 n - 3 .  Wir nehmen an, daft man den Geradenpaaren 
(xi, y~), i=1,  2, ..., 2 n - 2 ,  die Eeken pi eines M'(a, a' ; b, b')-Modells so zu- 
ordnen kann, daft die Beziehungen (2), (3), (4) gelten (dabei kommen je n - 2  Be- 
ziehungen (2), (3) und n -  1 Beziehungen (4) vor) ; es sollen Pil, Pi2, Pi3, Pi4 
die auf a, a', b bzw. b' liegenden Ecken des M'-Modells bezeichnen. Dann ist 
die Vereinigungsmenge der Uv, v = l ,  3 . . . . .  2 n - 3 ,  eine M'(x~,, xi2; Yi3, Yi,)- 
Konfiguration. 

Bemerkung. Bei der Formulierung dieses Hilfssatzes hatten wir dasselbe 
Modell a# vor uns, welches im Beweis des Hilfssatzes 2 vorkommt; entfernt 
man zwei Ecken davon, die in p3-Relation sind, so entsteht das Modell des 
Hilfssatzes 4. 

Hilfssatz 5. Es seien p, p' diejenigen Punkte einer M ' ( x , x ;  y,y')-Konfi- 
guration U, die auf y bzw. y' liegen. Es sei ferner U* die Punktmenge, die aus 
U, naeh Entfernung seiner zweimal vorkommenden Punkte, hervorgeht. Falls 
p 4 p ' ,  ist U* entweder eine M-Konfiguration, bei der p Ylzp' die fehlende 
Beziehung ist, oder abet ist U* die Vereinigungsmenge einer solchen Konfigura- 
tion mit einer Anzahl getrennter M-Konfigurationen. 

4. Einbettung eines Halbgewebes in ein regul~ires Gewebe 

Das Halbgewebe (H; N~) ist in das regul~ire Gewebe (G; ~ )  einbettbar, 
wenn letzteres ein mit (H; N~) isomorphes Teilhalbgewebe enth/ilt. Man kann 
die Elemente dieses Teilhalbgewebes mit den Elementen von (H; Ni) identi- 
fizieren; dann wird (H; N~) selbst ein Teilhalbgewebe in (G; ~i). Wir beweisen 
den 

Satz 1. Ein Halbgewebe ist dann und nut dann in ein reguliires Gewebe 
einbettbar, wenn alle seine M-Konfigurationen sich schlieflen. 

Wenn (H; Ni) in ein regul/ires Gewebe einbettbar ist, dann ist (H; Ni) ein 
Teilhalbgewebe eines regul~iren Gewebes (G; ~i); da seine M-Konfigurationen 
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auch zu (G; ~ )  gehSren, mtissen diese sich schliegen, wie schon im vorigen 
Paragraphen bemerkt wurde. 

Nehmen wir jetzt an, dab die M-Konfigurationen von (H; 9t 3 sich schlieBen. 
Es seien A s ( i=1,  2, 3) die Geradensysteme yon (H, N~). Wir definieren auf 

H ~  xA 2 

die Relationen ~ 1) folgendermaBen (x, x 'e A i ; Y, Y'e A 2): 

(x, y) #,l~(x', y') ~ x  =x' ,  

(x, y)N(21)(x ', y') o y = y ' ,  

(x, y)N(a t)(x', y') ~ es existiert eine M'(x, x'; y, y') Konfiguration. 

9ttl 1) und r sind offenbar ~quivalenzrelationen. Betrachten wir ein M ' -  
Relationensystem und ersetzen alle darin vorkommenden unbestimmten Ele- 
mente durch denselben Punkt pert; man erhfilt eine M'(x, x; y, y)-Konfi- 
guration, wo x und y die Geraden erster bzw. zweiter Art durch p bezeichnen. 
Es folgt, dab (x, y) ~(~)tx3 ~ , y), also ~t(a ~) reflexiv ist. ~(a 1) ist offenbar symme- 
trisch, und die Transitivitfit folgt sofort aus dem Hilfssatz 1. Wir wollen hier 
noch bemerken, dab 

(5) x o y = x' o y' =,. (x, y) N(al) (x ', y ') .  

Dazu braucht man nur in einem M'-Relationensystem einen gewissen Teil der 
unbestimmten Elemente durch xc~y und den anderen Teil durch x'ny'  er- 
setzen. 

Nehmen wir (x, y ) ~ l ) ( x ' ,  y') und (x,y) ~i)(x ' ,  y') an. Wenn i=  1, j = 2 ,  
dann ist offenbar x=x', y=y'. Wenn i=  1, j = 3 ,  dann x=x', und es existiert 
eine M'(x, x'; y, y')-Konfiguration U. Es seien p, p' die Punkte aus U, welehe 
auf y bzw. y' liegen. Ist p=p', so folgt sofort y=y'. Nehmen wir an, dab 
p 4: p ' ;  dann folgt aus x =  x' und Hilfssatz 5, dab es eine solche M-Konfigura- 
tion gibt, fiir welche p N2 P' die fehlende Beziehung ist. Da abet die M-Kon- 
figurationen, laut Voraussetzung, ~-Konfigurationen sind, folgt p N2 P', also 
y=y' auch in diesem Falle. In ~ihnlicher Weise erhfilt man auch im Falle i=2,  
j = 3 ,  dab x=x', y=y'. Wir haben somit bewiesen, dab ( H ~  ~ a ) )  ein Halb- 
gewebe ist. 

Wir zeigen jetzt, dab die M-Konfigurationen dieses Halbgewebes sieh 
schliegen. Es sei zuerst U (t) eine M-Korffiguration der Punkte (x,, y,), e =  
1, 2, ..., 2n, welche dutch die nicht vorausgesetzte Relation (x2,-t, Y2,-O 
~(1)tX3 k 2n, )'2n11' a ZU einer M-Konfiguration vervollst~indigt wiirde. Wir betrach- 
ten ein Modell yon U O), und enffernen davon diejenigen zwei Ecken, die den 
Punkten (x2 , -  a, Y2 , -  1), (x2,, Y2,) entsprechen; es entsteht dadurch ein M ' -  
Modell, das mit q/' bezeichnet werden soll. Wir k6nnen beziiglich der Bezeich- 
hung der Punkte annehmen, dab (x~, y~) ~1)(x~+1, Y~+t), v=  1, 3 . . . . .  2 n - 3 .  
Dann gibt es je eine M'(x~, x~+ 1;Y~, Y~+ 0-Konfig uration in (H; ~3 ,  die wit 
mit U~ bezeichnen wollen (v = 1, 3 . . . . .  2 n -  3). Die U~ erfiillen die Hypothesen 
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des Hilfssatzes 4, wenn wir q/' ftir das darin vorkommende M-Modell nehmen. 
Die Vereinigungsmenge der U,, v = l ,  3 . . . . .  2 n - 3 ,  ist also eine M'(x2,-1, 
Yz,- 1 ; Xz,, Y2,)-Konfiguration, woraus die zu beweisende Relation (x z. _ 1, 
Y2 n -  1) ~(31) (X2 n,  Y2 n) folgt. 

Es sei jetzt V ~ eine M-Kordiguration der Punkte (x~, y~), e = 1, 2, ..., 2n, 
und (xa, Yx) N~l)(x~,, y~) die nicht vorausgesetzte SchlieBungsrelation, wo i=  1 
oder 2, and 2, # zwei verschiedene Zahlen aus {1, 2 . . . . .  2n} sind. Wieder sei 
die Numerierung der Punkte so gew/ihlt, dab (xv, y,)~(1)rx Y,+I) (v= 1, 3 ~ v+l~ 
3, ..., 2 n -  3) gilt. Es existiert in (H; 0~) je eine M'(x, ,  x~+ x ; Y,, Y,+ 0 -Kon- 
figuration U,, v = I, 3, ..., 2 n -  1. Die U v geniigen den Hypothesen des Hilfs- 
satzes 3, also ist ihre Vereinigungsmenge eine M-Konfiguration, also auch 
eine M-Konfiguration. Es folgt: x~=x~, im Falle i=  1, yz=y~, im Falle i=2 ,  
und damit ist gezeigt, daf5 V (x) in (H O), ~1 ) )  sich schliefst. 

Wenn x, x'eA1, y, y'eA2, xc~ y = p e H  und x'c~ y '=p'eH,  dann gilt 

(6) (x, y) Yt}t)(x ', y ' ) .~p~ ,p ' ,  i=1 ,  2, 3. 

Fiir i=  1, 2 ist das evident. Gem/if5 (5) gilt 

P ~3 P' =*" (x, y) ~(al) (x ', y ') .  

Urn die umgekehrte Implikation zu zeigen, setzen wir die rechte Seite, also 
die Existenz einer M'(x, y; x', y')-Konfiguration in (H; ~i)  voraus; wenn wir 
die Punktep,  p' dazunehmen, so entsteht eine M-Konfiguration, also ist die 
schlieBende Relation p ~a  P' richtig. 

Wir wollen jetzt diejenigen Elemente (x ,y )eH (1), fiir welche xc~yeH, 
mit den Punkten xc~y identifizieren. Dadurch wird laut (6) (H; Ni) ein Teil- 
halbgewebe yon (H(1); N~I)). Wenn A~ t) ( i=1,  2, 3) die Geradensysteme in 
(H(1); ~ ) )  bezeichnen, so k6nnen Afxt),A(z ~) mit A 1 bzw. A z identifiziert 
werden. 

Nehmen wir an, dab die Halbgewebe (H(~); N~)), (H(Z); ~2)) ,  ..., (H(3h); 
~!3h)) mit den Geradensystemen A~v), v=  1 . . . . .  3h (i= 1, 2, 3) sehon konstru- 
iert sind. Wir bauen das Halbgewebe (H(ah+l); N~ah+t)) Yon (H (3h), N~3h)) 
ausgehend so auf, wie (H(1); N~I)) von (H; Ni) ausgehend entsteht. Dann 
bauen wit (H(3h+z); N~3h+2)) in analoger Weise von (H(3h+l); N!3h+t)) aus- 
gehend auf, mit dem Unterschied, dab jetzt H(ah+Z)=A(t3h+l)xA(a3h+l) ist; 
dann setzen wir T4(3 h+ 3) _ A(a  h+ 2) v , t (3  h+ 2) . . . .  2 "" "~ 3 und konstruieren das Halbgewebe 
(H(ah+3); ~3h+3)). Wir setzen diesen induktiven Prozeg unbeschrtinkt fort 
und bezeichnen 

oo 

H * =  U H (k). 
k = l  

Wir definieren auf H *  drei Relationen, wie folgt: fiir p, qeH* w/ihlen wir 
die nattirliche Zahl m so, dab per t  (''), qeH (m) und setzen p 9~* q dann und 
nur dann, wenn p 9~ m) q ( i= 1, 2, 3). Man sieht, daf5 die Relationen N* yon 
der Wahl yon rn nicht abh~ngen, daf5 sie Nquivalenzrelationen sind, und 
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dab gilt: 
(p~* q & p ~ *  q &i~j)=c,p=q.  

Damit haben wir gezeigt, dab (H*; ~*) ein Halbgewebe ist, welches 
(H; ~i) als Teilhalbgewebe enthiilt. Es sei q/eine M-Konfiguration in (H*; ~*);  
wenn m geniigend groB ist, dann sind alle Punkte yon ~/in H (m) enthalten, also 
schlieBt sich q/. Insbesondere schlieflen sich die R-Konfigurationen in (H*; ~*). 

Aber (H*; ~*) ist ein Gewebe. In der Tat, es seien D* (p), D* (q) irgend 
zwei Geraden verschiedener Art; man w/ihle rn so, dab p ~ H  (m), q~H(m); 
fiir eine der drei M6glichkeiten des Paares (i, j )  besitzen die Geraden D~m)(p), 
D~m)(q) in H (m) einen gemeinsamen Punkt; in H (m+2) haben D ~ m + 2 ) ( p )  und 
D~m+2)(q) jedenfalls einen gemeinsamen Punkt r; aber r~D*(p), r~D*(q). 

Also ist (H*; ~*) ein regul~ires Gewebe, und damit haben wir Satz 1 
bewiesen. 

5. Die Schlieflungsbedingungen 

Die Bedingungen, dab die M-Konfigurationen sich schliel3en sollen, sind 
dreierlei, je nach dem welche der drei Relationen ~1, ~2 oder ~a in der 
schlieBenden Beziehung auftritt; demgem~il3 haben wit zwischen MI-, M2-, 
Ma-Schlieflungsbedingungen zu unterscheiden. 

Wit bezeichnen, wie im w die Operation des Quasigruppoids ~(n;ai) 
mit o. Einer Ma-Schliei3ungsbedingung entspricht eine Bedingung in ~(n;~,). 
Zum Beispiel die M3-Bedingung, welche aus Fig.4 entsteht, wenn die zur 
Strecke AB geh6rende Relation zum Schlusse kommt, kann, wie folgt, um- 
geformt werden: 

Xl o Y l = X 2  o Y3 

X~ o y 4 = x z  o Y6 

xa o Yl =x~ o Y2 

XaO y 4 = x 4 o  y 5 = ~ Z = 2  p. 

X 5 0 y 2 ~ x 6  o Y3 

xso y s = z  

X 6 o Y3 ----Z' 

Aus diesen k6nnen die Ml-(bzw. M2-)Bedingungen in ~(, ;~,)  erhalten werden: 
Man nimmt die Konklusionsgleichheit z=z '  zu den Hypothesen (wobei sich 
die Variablen z, z' natiirlich eliminieren lassen), man setzt fi~r die zwei Vor- 
kommen eines x (bzw. y) zwei verschiedene Buchstaben, und die Gleichheit 
dieser Buchstaben schreibt man als Konklusion. Dieses Verfahren soll eine 
Umkehrung der M3-Bedingungen heiflen. 

Wir bezeichnen eine M3-Bedingung, in deren zugehOrigem Model1 alle 
geschlossenen LinienziJge, die nur aus zur x- oder y-Achse paralleten Strecken 
bestehen, Rechtecke sind, als M3C-Bedingung. In der Schreibweise yon ~c-; ~,) 
sind diese Bedingungen gerade die Malcevschen Bedingungen; dies erkennt man 
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entweder aus der Bildungsregel der Malcevschen Ketten [5] oder, leichter, 
durch eine topologische Transformation des zirkul/iren Modells [8]. 

I-Iilfssatz 6. Wenn alle M~-Bedingungen in einem Halbgewebe erfi~llt sind, 
dann sind auch alle Ma-Bedingungen erfi~llt. 

Nehmen wir z.B. eine Ma-Bedingung, ftir welche das entsprechende Modell 
den geschlossenen Linienzug a b c d e f  enth~ilt (Fig.5a). Die zu diesem Modell 
gehiSrigen Bedingungen kiSnnen aus den zu Fig. 5 b geh/Srenden erhalten wet- 
den, indem man fiir x, x' bzw. y, y' dieselben Elemente setzt. Wenn der Linien- 
zug aus mehreren zur x- und y-Achse parallelen Strecken besteht, so kann 
dieses Verfahren wiederholt angewandt werden. 

@ xsx~ 
F i g .  4 

J 
% xe 

Q 

a b 
F i g .  5 a u .  b 

Ebenso folgt, dab die Umkehrungen der M~-Bedingungen alle M l- und 
M2-Bedingungen nach sich ziehen. Wir k6nnen also aussprechen: 

ttilfssatz7. Es seien in dem Quasigruppoid~(n;~o alle Malcevschen Be- 
dingungen und die Umkehrungen derselben erfi~llt. Dann sind in (H; ~i) alle 
M-SchlieJ3ungsbedingungen erfi~llt. 

Wenn jede Gerade erster Art eines Halbgewebes mit jeder Geraden zweiter 
Art einen gemeinsamen Punkt besitzt, dann folgt die Erfiillung der M1- und 
M2-Bedingungen aus dem ErfiJlltsein der M3-Bedingungen. Man kann abet 
dieses Ergebnis noch versch~irfen. Ein Halbgewebe heiBt 1-2-rechteckig, wenn 
aus Po ~1 Pl, Po ~z Pz die Existenz eines solchen Punktes q folgt, dab P2 ~1 q 
und Pl ~2 q- 

Hilfssatz 8. Sind in einem 1-2-rechteckigen Halbgewebe alle Ma-Bedin- 
gungen erffdlt, so sind auch alle M i- und M2-Bedingungen befriedigt. 

Beweis. Es sei U eine M-Konfiguration in einem den Hypothesen des 
Hilfssatzes genfigenden Halbgewebe, bei der die nicht postulierte schlieBende 
Relation p ~1 q ist. Es gibt q'e U so, dab q ~3 q'. Es existieren in U die Punkte 
P', Pl, P] . . . . .  P~- 1, P~- i, P~ so, dab 

r ! ! 
PI~2P, P '~lPl,  Pl~2P'I, P I ' ~ l P 2 ,  " ' "  , ' P~- l~ lPl ,  Pi~2q.  

Aus der Rechteckigkeit k/Snnen wir der Reihe nach die Existenz solcher 
Punkte r~, r 2 . . . .  , r i im Halbgewebe ableiten, ftir welche 

r ~ l p  und r ~ 2 p v ,  v--1,2 . . . . .  i. 
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Wir ersetzen den Punkt q aus U dutch r~; dadurch wird U zu einer M-Kon- 
figuration U', in welcher r~ ~3 q' die schliel3ende Relation ist. Da aber die 
M3-Bedingungen erffillt sind, gilt ri ~3 q'. Es folgt r~ ~3 q; andererseits gilt 
r~ ~2 Pi, Pi ~2 q, also r~ ~2 q. Wit schliel3en daraus r~=q, also q ~1 P. Damit 
ist gezeigt, dab die M1-Bedingungen erfiillt sind, und ebenso gelangt man zu 
den M2-Bedingungen. 

6. Isotope Einbettung eines kiirzbaren Halbgruppoids in eine Gruppe 

Wir beweisen, als eine Anwendung des Satzes 1, den 

Satz 2. Ein ki~rzbares Halbgruppoid G ist dann und nur dann isotop in eine 
Gruppe einbettbar, wenn die Malcevschen Bedingungen und ihre Umkehrungen 
in G erfi~llt sind. 

Nehmen wir an, dal3 eineindeutige Abbildungen f l , / ' 2 ,  f3 des Halbgrup- 
poids (G, )  in die Gruppe (G', .) existieren, far welche die Relation 

(7) ( , 'cA)-(yf2)=(xy)fa  

fiir zwei zusammensetzbare Elemente x, y von G immer gilt. Jede der Glei- 
chungen x y=  x'y' bzw. xy=z ,  die unter den Hypothesen einer Malcevschen 
Bedingung (oder der Umkehrung einer solchen) vorkomrnt, wird mittels (7) 
zu einer Gleichung (x f l  ) �9 ( y f 2 ) m ( x ' f l ) .  (Yf2) bzw. (x f l ) "  ( y f 2 ) = z f 3  �9 Das 
ergibt aber die Hypothesen der Malcevschen Bedingung (bzw. ihrer Umkeh- 
rung) in G' und damit auch deren Konklusion in G', die nun wegen der Um- 
kehrbarkeit der f~ wieder die Konklusion in G liefert. 

Nehmen wir jetzt an, dab die Malcevschen Bedingungen und ihre Um- 
kehrungen in G erffillt sind. Wit betrachten das Halbgewebe H = ( H ~ ;  ~ )  
(s. w 2) und dessen Geradensysteme A ~ (i= 1, 2, 3). Das Halbgruppoid G geh6rt 
zu H, ist also isotop mit dem Quasigruppoid (~n,  o). Es folgt, wenn man noch 
Hilfssatz 7 in Betracht zieht, dal3 die M-Konfigurationen in H sich schliel3en. 
Also kann H, nach Satz 1, in ein regul~ires Gewebe H* eingebettet werden. 
Wir bezeichnen mit A* (i= 1, 2, 3) die Geradensysteme yon H* und mit �9 die 
Operation von ~n*; A ~ ~ A* und x o y = z =~ x ey = z. 

Das Quasigruppoid ~n* ist isotop mit einer Gruppe. Wir k6nnen den 
Beweis aus [1] des analogen Resultats fiir Quasigruppen iibernehmen: Wir 
bemerken zuerst, dab die Gleichungen x ob = c, a . y  = c je eine einzige L6sung 
xEA* bzw. yEA* besitzen (aeA~, beA*, teA*), weil H* ein Gewebe ist. 
Es sei (A*, .) dasjenige Isotop von ~n*, welches mittels 

(8) (x |  

definiert ist, wo a und b feste Elemente in A~ bzw. A* sind und x~A*, yeA*.  
Es seien 4, ~/, ~ A * ;  wir bestimmen x, y, x', y', x", y"  so, dal3 xob=~, aob=~l, 
x ' eb=xey ,  aey'=~, x"eb=~l, aey"=x"oy ' .  Da die R-Konfigurationen in 
H* sich schliel3en, ergeben aey=x"ob ,  xey=x 'eb ,  a e y " = x " e y '  die Glei- 
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chung x oy" = x' ey'. Man berechnet 

(4 * r/) �9 ~= [(x,b) * (a.y)]  �9 if= (x ,y)  �9 

= (x ' ,b)  �9 (a*y')=x'oy', 

r �9 (~ �9 0 = ~ �9 [(x" oh) �9 (a ~ = r �9 (x" oy') 

= (x ~ * (a~ =x' .y' =(4 * ~/) * ~. 

(a*,  *) ist also eine assoziative Quasigruppe, d.h. eine Gruppe. 

Wenn man die Beziehung (8) nur auf die Elemente xeA,  und yeAz, die 
in ~ n  zusammensetzbar sind, anwendet, so bemerkt man, dab die eineindeu- 
tigen Abbildungen x--* x~ y-~ a ~ und die identische Transformation eine 
Isotopie des Quasigruppoids ~ u  in die Gruppe (A*, ,)  verwirklichen. Es folgt, 
dab eine Isotopie auch yon G in (A*, ,) existiert. 

Ein Halbgruppoid G heiBt rechteekig, wenn aus der Existenz der Produkte 
a x, b x, a y die Existenz yon b y folgt. Man sieht, dab bei rechteckigem G 
das Hatbgewebe (HG; ~ )  1-2-rechteckig ist. Hilfssatz 8 fiihrt zu der 

Folgertmg. Ein ki~rzbares rechteckiges Halbgruppoid Gist  dann und nut 
dann in eine Gruppe isotop einbettbar, wenn die Malcevschen Bedingungen in G 
erfiglt sind. 

7. Isomorphe Einbettung in eine Grnppe 

Nehmen wir an, dab das kiirzbare Halbgruppoid (G,) ein neutrales Ele- 
ment e enth/ilt, also 

e x = x e = x  fiir alle x~G. 

Sind die Malcevsehen Bedingungen und ihre Umkehrungen in G erffillt, so 
folgt aus dem Satz 2, dab G in eine Gruppe (G', o) isotop einbettbar ist, also 

(9) (x f )o(y  g)=(x y) h 

fiir alle zusammensetzbaren x,y~G, wo f ,  g h, eineindeutige Abbildungen 
yon G in G' sind. Wir setzen zuerst x=e bei beliebigem y~G (diese Elemente 
sind zusammensetzbar), danach y=e bei beliebigem xeG: 

(e f )o(yg)=yh,  

(x f )o(e g)=x h; 
es folgt 

(x h)o(e g)-%(e f ) -% O' h)=(x y) h. 

Wir bezeichnen [(e f )  o (e g)]-  1 = a ~ G' und multiplizieren die letzte Gleichung 
yon/inks rnit a 

[ao (x h)] o [ao (y/1)] = a o  (xy) h. 

Die Transformation q~: x--*ao(xh)bildet G eineindeutig auf aoGfcG'  ab, 
undes  gilt 

(x ~0)o (y qg)=(x y) q~ 



408 F. RADd: 

fiir alle zusammensetzbaren x, y e G .  Wir haben also eine (isomorphe) Ein- 
bettung des Halbgruppoids G in die Gruppe G' vor uns. 

Wenn wir mehr fiber G voraussetzen, dab n/imlich G ein Gruppoid ist, 
dann ist es sicher rechteckig, und, laut Hilfssatz 8, braucht man zu der Ein- 
bettbarkeit in eine Gruppe nur die Malcevsehen Bedingungen zu fordern. 
Wir haben also 

Satz 3. Es sei G ein ki~rzbares Gruppoid mit neutralem Element. G i s t  dann 
und nut dann in eine Gruppe einbettbar, wenn die Malcevschen Bedingungen 
erfi~llt sind. 

Wenn wit fiber G noch mehr voraussetzen, dab n~imlich G eine kfirzbare 
Halbgruppe ist, dann gelangen wir zum Malcevschen Satz. In diesem Fall 
braucht man aber die Existenz des neutralen Elements nicht zu fordern. 

Es sei n/imlich (G, )  eine kfirzbare Halbgruppe ohne neutrales Element, 
welche die Malcevschen Bedingungen erffillt. Wir erweitern G zu Cr= G u {e}, 
wo e ein in G nicht vorkomrnendes Symbol ist, und setzen 

e x = x e = x  far x e G ,  und e e = e .  

In G bleibt das assoziative Gesetz offenbar gfiltig. Die Kfirzbarkeit ergibt 
sich so: W/ire e Xo=a Xo ffir gewisse a, xoeG, dann wiirde ffir x e G  der Reihe 
nach folgen: Xo=a Xo, X Xo=X a Xo, x = x  a, x x = x  a x, x = a  x; also w/ire 
a ein neutrales Element in G. Wir behaupten noch, dab in G die Malcevschen 
Bedingungen auch efffillt sind. Betrachten wir eine Malcevsche Bedingung 
in G, welche Gleichheiten der Form x l y  1 =x2 Y2 enth/ilt, wo mindestens eines 
der Elemente xl, y~, x2, Y2 gleich e ist. Wir multiplizieren alle Gleichheiten 
der Malcevschen Bedingung (Hypothesen und Konklusion) yon der linken 
und der rechten Seite her mit je einem festen Element a, beG. Wir schliel3en a 
urld das nebenstehende Element und ebenso b und sein Nachbarelement 
immer in je eine Klammer ein; die Produkte in den Klammern geh6ren zu G, 
wir erhalten also eine Malcevsche Bedingung in G, die erffillt ist. Durch Kfirzen 
mit a und b geht die Konklusionsgleichheit in die ursprfingliche fiber, die somit 
als erffillt erkannt ist. Also k6nnen wir, laut Satz 3, G, und damit offenbar 
auch G, in eine Gruppe einbetten. 

Damit ist yon neuem bewiesen worden der 

Satz yon Maleev. Fine ki~rzbare Halbgruppe G i s t  dann und nur dann in 
eine Gruppe einbettbar, wenn die Malcevschen Bedingungen in G erfi~llt sind. 

8. Isotope Einbettung der partiellen Gruppen in Gruppen 

Ein Brandtsches Gruppoid, das mindestens zwei Einheiten enth/ilt, kalm 
sicherlich nicht in eine Gruppe isomorph eingebettet werden; dagegen gilt 

Hilfssatz 9. Jedes Brandtsehe Gruppoid kann in eine Gruppe isotop einge- 
bettet werden. 
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Es sei B ein Brandtsches Gruppoid. Man sieht leicht, dab B rechteckig ist. 
Laut Folgerung des Satzes 2 braucht man also nur einzusehen, dab die Malcev- 
schen Bedingungen in B erftiUt sind. 

Man kann die Menge P und die Gruppe G so bestimmen, dab B mit dem 
auf P x G x P durch die folgende Operation definierten Brandtschen Gruppoid 
isomorph sei [2]: 

(x, g, y)(y, g', z)=(x, g g', z) 

ftir x, y, zsP,  g, g'~G und das Produkt (x, g, y)(y', g', z) ist ftir y=~y' nicht 
definiert. Betrachten wir eine mit diesen Elementen aufgeschriebene Malcev- 
sche Bedingung 

(-,.(0 .0) y~O)(x~) ' g~), yt~)) =(x~), g~), y~))(x~), g~), y~)), ( i=  1, , p -  1) 
"~I ~ ~I ~ "'" 

151 ~ Y l  ] \ ' ~ 2  ~ J ' 2  ] - - \ ' ~ 3  ~ ~ ;3  ~ ) ' 3  ] \ ' ~ 4  ~ 

Die Existenz der in der Konklusion stehenden Produkte braucht hier nicht 
bei den Hypothesen hingeschrieben zu werden; sie 1/iBt sich n~imlich aus den 
Hypothesen abgeleiten: Zun~ichst gilt 

(10) ,,(o_ .Jo i = 1, 2 . . . .  p -  1 

Wenn wir in einem entsprechenden Modell einem zur x- und y-Achse paral- 
lelen geschlossenen Linienzug folgen, dann erhalten wit 

y(tr,)=y(hl), ~.(hl)_,:(h2) Y(~h2)=Y(Ih3), ... ,*2"(n')--JP)---~2 ftir gewisse hi, h,<p 

also laut (10) y(P)-x (~) Ebenso folgt ,,(P)-x (~) Durch einen analogen Ge- l - -  2 " ) ' 3  -- 4- �9 

dankengang schlieBen wir aus x(1 ~ -~3-~'(~ ,-,~'(~176 i=  1 . . . . .  p -  1, dab x(i p) =x(3 ~), 
y(f) = y~). Andererseits ist g(i ~) g(P)z --g(~)3 g(4 p), weil die aufgeschriebene Bedingung 
beztiglich der Elemente der Gruppe G sicherlich befriedigt ist. Damit ist das 
Erfillltsein der Malcevschen Bedingungen gezeigt. 

Beispiel. Sei R der K6rper der reellen Zahlen und Bo das Brandtsche 
Gruppoid, welches auf R x R durch 

(x, y)(u, v)= (x, v) ftir y = u (sonst nicht erkl/irt) 

definiert ist (x, y, u, veR). Wir wollen die im Hilfssatz 9 sichergestellte isotope 
Einbettung angeben. Wir erkl~iren dazu die eineindeutigen Abbildungen f ,  g, h 
von R x R auf sich selbst folgendermaBen: 

( x , y ) f  = ( y - x , x ) ,  ( x , y ) g = ( y - x , y ) ,  ( x , y ) h = ( y - x , x + y ) .  

Wenn + d a s  Additionszeichen im zweidimensionalen Vektorraum Ra tiber R 
bedeutet, dann ist ( y - x ,  x ) + ( z - y ,  z ) = ( z - x ,  x + z), also 

(x, y) f +(y, z) g=(x, z) h. 

Da in diesem Falle alle drei Transformationen f ,  g, h die Menge Bo auf die- 
selbe Menge R x R abbilden, haben wir ein Isotop yon Bo vor uns, welches 
in R2 eingebettet ist. Die Elemente dieses Isotops sind genau die Elemente 
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von R2, die Opera t ion  ist genau die Addi t ion in R2, die aber  nur  ftir solche 
Elementenpaare  (a, B), (?, 6) definiert ist, welche der Beziehung a + fl + ? = 6 
gentigen. 

Sa tz  4. Jede partietle Gruppe kann in eine Gruppe isotop eingebettet werden. 

Wir zeigen, dab  eine partielle Gruppe G in ein System disjunkter Brandtscher 
Gruppoide zerfMlt. Jede Malcevsche Bedingung fiir G m u g  dann  eine Malcev-  
sche Bedingung ftir ein gewisses Brandtsches Gruppo id  sein; sie ist also erftillt, 
und  die Folgerung des Satzes 2 zieht dann  Satz 4 naeh sieh. 

Es sei P die Menge  der idempotenten  Elemente  aus G. Wir  erkl~ren eine 
Relat ion ~ in P :  e ~ f ,  wenn es ein xeG gibt  m i t e  x = x = x f .  Es gilt e ~ e  
ftir e~P. Wenn eNf,  dann  folgt aus e x = x = x f ,  dab  f x = x  e = Y ,  also f ~ e .  
Wenn  eNf,  f N g ,  dann  gibt  es x, yeG so, dab  e x = x f = x ,  f y = y g = y ;  die 
linksseitige Einheit  yon  y s t immt  also mit  der rechtsseitigen von  x iiberein, 
also existiert x y ;  es gilt: e x y = x y, x y g = x y, also e,~ g. Dami t  ist gezeigt, 
dab  ,,~ eine ,~quivalenzrelat ion in P ist. 

Ein Element  x~G hat  eine eindeutig bes t immte  linksseitige Einheit  e '  und  
eine rechtsseitige e, und  e ' ~ e .  Zwei Elemente  aus G sollen ~iquivalent heigen, 
wenn fiir ihre Einheiten die Relat ion ~ gilt. M a n  sieht sofort  ein, dab  dadurch  
wirklich eine ~qu iva lenz  in G definiert ist. Es sollen mi t  Gi ( i e / )  die zugeh/Sri- 
gen .~quivalenzklassen bezeichnet werden. Wenn  i~ei', dann  ist kein Element  
aus Gi mi t  e inem Element  aus G i, zusammensetzbar .  Andererseits,  wenn e'  
u n d e  idempotente  Elemente aus G, sind, d a n n i s t  e'-,~e, u n d e s  existiert 
x~G so, dab  e x = x  e' = x ;  aber  x muB zu G i geh6ren, und  dami t  ist gezeigt, 
dab G~ ein Brandtsches Gruppo id  ist. 
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