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1. Aproximwaiig si lnuerpolggig

S e e e —_h e =L

l.~ De obicei cilmd intr-o problemd praciicad intzrvine o
funcyie f£(x), care depinde, de ex., de valoriley lui x cupricse
sntrdun interval {a,b], nb avem weptwu aceastd functie o expresie

sinpld care sd permitad calculul usor al valorii el exacte pentrn
~

orice valoare a variabilel x. In asemcnea cazuri se irlocuieste
functia f£(x) printr-o altd functie ¢(x), de o forua suficient de

o

simpld, ale carei valorli s& se preteze usor la calculele numerics

.

Pentru o valoare x, a lui X 9@(“ ) va i atunci o valoare aproxipa-
il Tl f(X Y. Grafic, procedeul revine la a inlocui curba y=f(x)

cu o altd curba y = o(x), a csrei counstru-

]._l
Q
<

ire sa Tfie posibild in mod simplu gi
o suficienta precizie.
In calculele practice, 1In afara de

A~

sinplicitatea funcyiei o(x), care inlocu-

este funcyia datd £(x), ceea ce ne interes
Figel seazd este mirinea erorii £(x) - olx),
care se comite prin aceastd inlocuire. Ne va interesa, in partlcu-
lar, nu atit valoarea exactd a acestel erori, cit mai cu seand
dacd ea rdmine sau nu cuprinsd intre anumite iimite date, Acesbe Li~
mite ne sint impuse de precizia cerutd In calculels numerice din
problema respectivd,. O primd indicafie ne-o da orice aumar pozitiv =,

1) Conferinfe finute la AGIR in anul 1949, Aceste conferinte sin

publicate aici fdrd nici o modificare. Unele rezultate inedite auv

i
¥

fost ulterior complebate gl precizate.
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daca $tlm ¢ci valoaresa absolutd o ororll ram;ne madi mlca declt adest

HUMQr Sﬂ aceasta,neﬂuru toate valorile lul x cuprinse In 1ntervalul

[a,o].

Dact deci pubem demonstra cd pentru orice valoare a lui x
din intervalul [a,b], inegalitatea
(1) | 2(x) - o(x)] <€

¢ sabisficutd, funchia @(x) poate servi penbtru calculul aproximatiy

5l lui £(x) cu preciziunea cerubé.

2.~ Funciia ¢(x) se poate numi In general o functie de apro-

wimare a lui f(X). Daci notim cu R(x) diferenya F£(x) = p(x), pubem
scrie

(2) £(x) = 9(x) & R(x)e

Avem atunci o formuld de aproximare a functiei £(x),iar R(x)

este pestul acestei formule .

Pentru a vedea dacd inegalitatea (1) subsistd,trebue sd sbu=
diem restul R(x) « O alegere convenabild a funct{iel de aproximare e(x)
va permité in general sa delimitdm pe | R(x) | astfel ca inegalitatea
(1) si fie satlsfdcuta. bk :

in rezumat, pentru ca o formuld de aproxlmare (2) s& fie ubti=-
1izabild in caleculele practicey se alege functia de aproximare o(x) de
o Formsi particulard comodd; cum &r Ii de éxs, un polinom, o linie poli=-
gonald, un polinom tfiwonometric, etce Aceastd alegere £iind facutd, i
'dl;erlte 1ndlca ;ii care le avem asupra Luncﬁlel f(x) ne vor permlte ACw
limitarea restului R(x)e Asemeneza indicnsyii asupra functiel £(x) :ezulﬂ
£3 ad obitei din relatiils reowibisce la care satisface aceastd funcliee

Dacéd de ex., stim cd f£(x) satisface o ccuatie diferentiald de forma

dy s
== F(x,5)
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a1 dacd stim o# functia F(x,y) rémine cuprinsd intre doud limite
rixc, functia f(x) arc o derivatd care ramine suprinsd intre aceste
limitce

Vom cxamina mai jos restul in citeva formule de aproximarc.

3.~ Oele mai avantoase functli de aproximare sint polinoamele,
cici acestea sint cele mai simple functii atit din punct de vedere
tecoretic clt gi practic [l]\ “ Vom examina deci citeva probleme de
gproximarc prin polinoame gari se utilizeaz& in practicd. -

0 formuld clasicd de aproximare este bine cunoscuta formula a

Jui TAYLOR, carc sc¢ obtine dacd ludm ca polinom de aproximare polinemul

T (x) = £(c) + igﬁfl(x-c) s iié§92(x-o)2 o let iﬁ%%igl(x-c)n,

unde ¢ este un punct din intervalul [a,b]lar £1(x)y £'7(X)yeeas sink
derivatele succesive alc funchiei £(x).
10 Analiza matematici se demonstreazd od restul formulei de

aproximare corespunzatoare

(3) £(x) = T (x) + R(x)

se¢ poate punc, de ex., sub forma [2]
' n+l
(4) R(x) = ((SeECh) e f(n‘*',l)(@) .
(n+1)!
unde @ este un numdr cuprins intre x §1 O
Dacd stim cf existd un numdr pozitiv M astfel ca sd avem

}f(n+l)(x)| < M, pentru orice x euprins in ‘intervalul [a,b] si dac&

Tudm ¢ = 2%2 , din (4) dedueem imediat c#
| 1
pea)2F
(5) | RGx) | < — M o
| ol +Llni1)

Marele desavantaj al formulei de apreximare (3) este ¢&: polinomul
Tn(x) nu depinde decit de valorile functiel f(x) si ale deriyapelo:
:axuapé;punotul ¢, deci numai de valorile functiei f£(x) din imcdiata

apropicrc a punctului c. Din acecastd cauzd, Tn(x) va diferi in general



ACX) din moment Ce ne’ indepivin Sufieient de pungtyy
Din aceasté‘caﬁza formulga lui,TAZLQR'rar Servegte bentru calculul
i aproximativ g1 functiei f(x), £

4= Pentmy a inl&turs dificultatea de mai gus S¢ intrebuin-
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émpifice, care sint cunoscute numai pentru anumite valori (6) ale
variabilei x. Valorile functiel pe punctele (6) se¢ calculeaza (o
obicei experimental, Interpolarea permite atunci s& completduj sou
cum sc mal zice, si prelungim functia pe intervalele partiale detor—~
minate de punctéle (6). Polinomul P(x) fiind definit pentru toate
yalorile (reale) ale 1lui x, el prcelungcegte functia gi in afafé de

aceste intervale si anume prin extrapolarcs Acestc valori aproxima-—

tive pentru £(x) sint Insd in general mult mai pufin bunce Polino=
mul Tn(x) este un caz partiouiar al polinomului P(x) i anume abtunci
cind toate cele n+l noduri se confundd Intr-un singur punct c. Toa-
te valorile aproximative ale functiel f(x), in afard dc¢ punctul c,
se obfin de fapt prin extrapolére.

Pentru a calcula efectiv polinomul de interpolarc P(x),

TLAGRANGE il pune sub forma urmdtoare [4],
(8) P(x) = f(XO)LO(x) + f(xl)Ll(X) +oset f(Xn)Lh(X),
‘unde LO(X), Ll(x),..., Ln(x) sint niste pelinoame de gradul n [5],
convenabile gi independente de functia £(x)
Formulele (7) ne aratd imediat cd
k = O,l,o-o,i"l,i'}'l,coo’n’ fls '= O'l,uoo,n,
de unde deducem imediat c&

(Xuxo)(x—xl)...(X—Xi_l)(x—xi+l)...(x—xn)

L. (X) = _
2 (Xi-XO ) (Xi"Xl) so e (Xi“'Xi_l) (Xi“'xi_l_l) a0 (Xi_xn

1 = Oslyeieyt »
Pentru a prescurta formulele, fie
_(9) w(x) = (X—Xo)(x-xl).ibﬁx-xn)
polinomul de gradul n+l, cu primul cocficient 1 si care are ca

ridicini tocmai nodurile d¢ interpolare. Atunei putem scrie

Ty = WEL L 5= 0,000

X=Xy w’(xi)
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si gisim deci, In definitivy

e e ) w(x)
(10) Blk) =13 oA :

i=o w'(x, =X
(»(xl) (~Xs

de unde rezultd formula de interpolare a lui LAGRANGE

f(Xi> w€o)

! l -
W (Xi) X=K3

(11) S + R(x)

' 5.- Bvalunrca rogtuluil In formula (11) se poate face in
folul urmdtor. Dacd puncm nccst rest sub forma
R(x) = & w(x),
atunci Tormula (11) deﬁorminé complet pe A pentru o valoarc data
a lui x (diferitd de un nod). Functia auxiliaréd
F(z) = £(z) - P(z) - Aw(z)
g0 anuleazd atuncl pentru urmitosrele valori ale lul 2z,

(12) Xy XyyeeosXyy Lo

o!

A v . w 3 - 4 3 ‘ .
Ins&, o counsecinta imediats a cunoscutcel teoreme & lui

e

ROLIE nc arabd cd dacd o funclhic sc anuleazip. n+2 puncte dintr-un

interval, derivata sa& s¢ anulcazd pu cel pubin n+l, derivata sa

a doua pr cel ﬁubin N,sse; derivata sa de ordinul ipc cel putin
T Sy e et AN R Ry R wiarmta ma An ardinnl n+l pe. cel putin 1
punct din acesb interval (mai precis din cel mai mic interval eare

contine cele n+2 riddcini ale functiel). Aplicind aceastd proprice

tate functici F(z), vedem c8 putem gasi un numdr © cuprins in ccl

mai mic interval care contine punctele (12), astfel ca an+12(®) = O

Aven insa
(1) 5y o @) () ~ (n+l)14

si fécind z = © . deducen

f(n+l)-@
A= Ay
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Tn definitiv deci, restul in formula lui LAGRANGE este

(n+1)
(13) R(x) = i“(ﬁ:j%%lw(x)

undb © este cuprins in intervalul [a,b].
Dacad | f(n+l>(x)| <M (M 1ndependcnt de x) pentru orice x
din intervalul [ﬂ b] si dacd o cste cea mal mare valoare a lunlw(y)l.

cind x parcurge acest interval, Ggqlltatea (13) ne da

(14) RG | < iy Mo

6.~ Valoarca constantel o« depinde de nodurile de 1ntcrpolaru °
Cea mai micd valoare a lui « va £i obfinutd atunci cind maximul lul
| w (x)] din intervalul [a,b] va fi cel mai mic posibll. Determinarca
minimului lui o este una din importantele probleme fezolvate\de
20 GEBigEV in teoria polincamclor de cca mal bund aproximatie, .
crefatd de el [6]. GEBE@EV a ardtat cid pentru accasta trebuc si

Tuam

n+l :
(b a}_ﬂ_ 2X aéb
w(x) = e cos (n+l)[arccos=g—o— ]
si atunci
rr+1
A (b— a}
22n+l !
iar nodurile de interpolarc devin
‘ _ a+b _ b-a 2i+l s
(15) Xi ) "' 2 uOoK(n_*_l) 1l = O,l,.-o".‘ﬂ.

Nodurile fiindyastfe; aleso, delimitarea recstulul cste

_ 7 ik G%'fHI
| R(x) | < s P Mo

Comparind cu formula (5), sc¢ vede cd polinocamele de interpo-
;lare, cel putin teoretic, duc la o mai bund aproximare decit formula
~lui TAYLOR. . f |

7.~ Delimitarea restului in formula de interpolarc a lui

LAGRANGE depinde de delimitarea valorii absolute a derivatel de

"
1
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ordinul n+l a funcgiel. S& proesupunen ingd ci functia verifica o

ipotezé noi gencrald decit derivabilitatea si anwie c¢d cxistid o con-
atantd K astfel ca

(16) |£(x') = £(x"")| <K|x' = x'"|

oricare ar fi x', x'' din intcrvalul [a,b]e O astfel de fﬁnc@ie 5o
zice‘oé verific# conditia lui LIPSCHITZ., O functie carsc verifici o
astfcl de conditie cste totdeauha continud, insf poatc sd nu admitil
derivatd po orice punct al intervalului [a,b]. Perntru functiile coltle
nue conditia lui LIPSCHITZ este reetrictivd, asa cd o funchic porso

of fic continui fir# ca sd verifice o conditic de forna (16). Deca
ingd o functle £(x) are o derivatd continud pe invervalul [a,b], uvn
verific# conditia 1lui LIPSCHITZ (16) p¢ accst interval, ilar derivati

£1(x) nu poatc s& Intrcacd in valoare absoluci constanta Ki Clon?

L

Ifunctiilor care verific8 o conditic a lui LIPSCHITZ confinc, fm, hrae
tiouiar; functiile a clror reprezentarc graficd estoe o linic ol o=
nald (cu un numdr finit de virfuri).

Fiec polinomul de¢ interpolare (lo)., Dacd functia sc reduce la
1 pe intervalul [a,b], avem P(x) = 1 (mai gencral aven P(x) = £(x),

dacd f(x) este un polinom de gradul n [7])s Deduccm decid

A 1 L wlec)
1= o

si, tinind scamd dc accastd fornuld,

R(x) = £(x) = B(x) = f<X& gvf§X1l Qﬁii

Aven deci

7

n
|R(X)|<igo{f&%)<i(Xl)l £y,

J

Dacid f(x) verificd conditia lui LIPSOHITZ (LG S SV ST

ro



iir: =Iygels,

e % K |x-%. | jw() | ,
l 5 I i=o i w in 5 | ‘ [}:—Xi [
sau.

(a7 | R(x) [< KB u(x) |< KBe

unde
. She il :
(18) Bl Tor (= |
Este inutil s8 ne oprim mai mult asupra cazulul general (8)
si vom considera deci citeva cazuri particularc.
8,~ Fic, in particularg n=1 si s& ludm c¢a noduri de¢ inter-—

polaré chiar extrenitdtile a, b ale intervalului. Polinonul de inter—

polare este atunci

P(x) = £(@MER + T(OFD .

Sinten aici in cazul i tor

polatiei liniarc, cind curba y = £{x3

caste inlocuité cu dreapta carc
leagd punctele A $i B, corcspuil-
zhtoare abscisclor a i De

Restul R(x) In formula de

interpolarc corespunzitoare se

£iges
obtine calculind pe & $i B. Aven
‘ o = max |w(x)| = nax |(x—a)(x—b)| = ﬁhﬁé)% ;
iar
B = 5=
: Aven decl
- (19) | R<x)|<ﬂgﬂ>—2 1

dacd [ (x) | <M si
N (20) e IR®| <Rk,

o}
i

3
-



.:f(;;) Veﬂlf:l.oa condifia Iwi LIPSCHITZ {16)
1uind ca noduri de interpolare

gi congsiderdm si cazul n=2,

oted Y 8P gi nlalocul\ggp al intervalulul [a,b]}.

pun
Pollnonul de intcrpolare egté atuncl
P(x) = Eg*‘;g [£(a)(x=b)(x = ﬂ—-) : 2f(a+b)(z a) (b=x) +
; {b-a
+ £(b)(x-a)(x = ———j]

ginteom alci in cozul intorbmlatigi

parabqlice, cind curba ¥ = T
cste Tnlocuitd cu parabola aviad

13 si brecind prin

ive Ay B,y Gy’

axa vertica

punctele reprezentat

corespunzdtoare abscisclor a, D,

Tigelre

a0 | Un calcul Slnplu ne arati.atunci ca

S0,
i g = nex \(X—a)(X-b)(X = “’")‘ = %%Vg%‘ YEQ_Sﬁ
ol
Aven deci ' »
R [< 2782 &,

secd £(x) verificd condiyie LIPSCHITZ (16).
Qe Introbulntarca polinonulul de interpolare P(x) sub fommn

niente in caloulele nunerice. Este deci util s&

(lo) prozintd inconve
¢ pund acest polinom sub O fornd nai comoda in practicé. Acest
interpolare sub forna

lucru s¢ obgine SGrllnd pollnomul de in

P(x) = Ne * E kq(x-x )(x—xl)...(x %y l).

(21)
ind atunci prlntruun procedeu

Coeficientil Agpeegdno SC detern

rul calculului cu difercntc.

81mplu gi .apume cu ajuto

Tate inubtil SA con51der

4 aici cazbl genoral cind nodurile dc

oareccarc in inborvalul [a,ble

interpolare gint distribuite intr-un r1od
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" Tn calculele numerice este important ca nodurile de interpcl-ic Bt
pie si ele cit mail simple, Noduri, cum ar fi cele date de formulele

.
S

(15) conduc la dificultéti de calcul din cauza numcrsler cos%i—'f—'

care sint in general irafionale. E adevirat cid aceste numere sc pov
calcula odatd pentru totdeauna, dar in practicd e mai avanbaju:r o
sntrebuinta, de ex., noduri echidistante. Daci de ex. x Tapii.i 5
gimpulyiar f(x) un rezultat numeric experimental, ne dem nulls o7
'bine seama de mersul general al fenomeneulul daca expericntelo 2o
fac la intervale de timp egale. |

88 presupunem deci ca nodurile de interpolare (6) sint punctele
‘care impart intervalul [a,b] in n pdrti egale. Avem

x; = atih, 1= 0,1,..0,m, b= b=,

In acest caz polinomul (21) devine polinomul de interpoloere
~al lui NEWTON,
;(22) Nn(X) = 'Ag *+

%% Ai(X—a)(X—a—h)..(X—a—(i—l)h),

lo.~ Pentru calcularea coeficientilor Ay In polinomul de irnbere

polare pus sub forma (22), introducem diferentele Adivizate succesive

ale functiei £(x),

A f(X) L f(X+hl)l - f(X) ;

Azf(X) = Af(X+h)h-' M(X_) A

(23)

1 A (x+h) = AYE(x)
A:|:+ (X) =] X+ v X

Deducen atunci, printr-un calcul simplu
A'Nn(x) = Aq + 2A2(x-8) + 3A3(x=a)(x~a=h)+ses
A2 Nn(x)'z 210y + 342A3(x=a) + H4e3Ay (x-a)(xfa-h? Foos
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AN (X)) = 31A; + (141)ieea2A, (x=a) + (termeni carc ay pe
n i+l B
x-a ca factor),

lEhE SeCan e et g i g ARl

Pentru a obtine accste formule , ne bazim Pe proprietatca
- importantéd a diferentelor, care ne spune c¢i difcrenta unei sume este
gegalg cu suma diferentelor termenilor sumei. Dacd facem x=a, decducem

%l_

As =
z il

AiNn(a)' i = O,l,oo-,l’l,

unde , pentru simplificare, punem A°f(x) = f(x) .

Dacd tinem scama de formulecle (7), care in cazul nostru

devin
N, (a+ih) = £(a+ih), i = O,1,4.s,n,
jobtinom _
AW (a) = A'(a), i = O,1,44.,n,
deci

A= 7h AW(a), 4 = 0,1,.ee,n
81 polinomul de interpolare (22) devine
¥ nooad
(24) N, (x) = £(a) +_§% éLgégl(x-a)(x—a—h)...(X—a~(i-l)h) ’
1=
Cocficientii acestul polinem de interpolare se ob%in
usor, intrucit formulele (23%) permit si dalculim prin operatii sisto-

matice simple tabloul difercnfelor

£(a)

Fb
8

f(a+h) A2f(a)

A £f(a+h) _
f(a+2h) Azf(afh)
l A £(a+2h) '

[}
- "
PRI
P
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Coeficientii Ay din (22) sint, afard de fachorii —f ,
| coomal-difeventele subliniate difi icest tablou.

Conform celor spuse, formula de interpolare a lui 5 7!

r £(x) = N_(x) + R(x),

y - o(n+l) :
P ) 1 i;ZE;T§%L)(X-a)(X—a—h)...(X—a—nh).

In calculele numerice se intrebuinteazid polinomul (2
sub diferite alte forme modificate, asupra carora nu voim si i.gis-—

tam aicie

1l.- Alegind c¢convenabil nodurile de interpolarc preeun gi
numirul lor, se poate gisi un polinom de interpolafe, carc si
_satisfacd inegalitatea (1), pentru un g > O dat dinainte. Acest

.~ fapt, adicd aproximarea indefinitd prin polinocame de interpolare,

f.este adevdrat pentru oride functie continuid f£(x), dupd cum reczulti
© din o importantd tcoremd a lui WEIERSTRASS gi din proprietétile

- polinoamelor de cea mai bund aproximayie ale lui CEBE%EV [9].

?%Se stie Insa cd alegerea in accst fel a nodurilor depinde nu numai
;Tde numdrul lor ci gi, In mod escntial, de functia £(x) [lo].

Pentru a Inlatura aceste dificultati sc intrebuintezd

Eﬁastfel de polinoame, sau mai general de functii, de apromimare.

7 Penﬁru a da un prim cxcemplu, sd ludm ca functie de aproxi-
i-fmare ¢(X) functia carc ia valorile f(Xi) po punctele x; gi oaro.
este liniara pou ficcere
din intervalelec [Xo,xl] k
[Xl’X2] yeeey [Xn—l’Xn] .

Procedeul revine la a

inlocui curba y = £(x) prin o

linie poligonald Inscrisd e




-
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Dacéd, penkon edmplificera., wrosrnanoen A% nunehele o
L o pesepsmh Sntervalul [&,0] In n pirti cgale, in ficcave
©L ':-.2‘-"" < -
i 1ntpfvalele partiale [a+(1—l3h\a+lhj, i =1,2y0e0,n, ¢(x)
e cu polinomul de interpolare dc srednl Tntli cu nodurilc In
ﬂpiﬂ@l L
B i e Tinind geamn 4o rozuliatoT ¢
Af(a+(i=1)h) ‘reae(i-101

aven atungi

sus,

¢(x) = £(a+(i-1)h)

pentru X cuprins intre a+(i-1)h si a+ih.
Daca presupuncm cd functia f(x) verificd conditi
(16), restul in formula de aproxim corespunzdtoare este delimit~t
| de formula :
(25 RGx) | < 322,

Daca n cresgte indefinit, membrul al doilea al inegalitieii

catre O. Rezulta c& acest procedeu permite o aproximare
st lucru cste de altfel adqur't

(25) tinde
a functiei f£(x)
(LT

indefinita
oricare ar £i func{ia continud f£(x)
Metoda accasta de aproximaré este tot o metodd de intcrpo-
lare si anume interpolarca prin linia poligonald Zngcrisgd,

]

k) N
[ )

O alta metoda de aproximare, sau de interpols re, in genersl
mal'buna, dar mal putin intrebuintatd in practicd; se¢ obtine d-ci
‘2 .cu polinomil
~ i B

avind ca nodurli extreriibi!

Pe Tiecare interval [a+(i-1)h.a+ih]l £»1apmim il ar]
@0 interpolare de gradul al doilca,
ki ijlocul acestui interval. Restul in formula d¢ aproximarc cors
Fagmlie

A
l

W oL Aakdmidst ¥
R(x < 198
(x) | < Eb=Blg,
T Ty

Dunzs+anrs
J
in cazul cind functia verificd conditka {ifi}e

I




' T

12.- S¢ pot considera gi altc polinoame de aproximare. Gene-
rgliZiﬁd notiuncea de polinom de interpolarc corespunzidtor unor noduri
date (6), puten considera polinoame de forma (8), unde
}Lb(x), Ll(x),...,Ln(X)'sint polinoame de gradul n, diferite de acclea
¢aro intervin in formula de interpdlare a lui LAGRANGE, In cazul cel
mai interesant al nodurilor cchidistante, S. BERNSTEIN a gdsit [12]
un astfol de polinom, care arc importantg,proprietéti.

Polinomul lui S. BERNSTEIN este

L} s D -ateao™T, ;o= 253 .
(b"'a i=o0

(26) By (x) =
Pentru ca 88 cvaluam rcestul in formula de aproximare
£(x) = By(x) + R(x)
corcspunzdtoarc, obscrvam intii ca

(27 B Dt et -

= P . i Il-i (S . . ~ oA . -
lar polinoamele (x—a) (b-x) rimin pozitive, cind x rdmine cuprins

intre a si be. Avem agtunci

R@>f;LTZ[ﬂm-fwﬂmM>@a>wxﬂl
- (O a) i=o
d¢ unde
| R(2~>| ?——)z l 8(x) - £(a+ih) |(F)(x-a) L (o-x)™,
b-a 2=

Presupunind oa funcyla T(x) verifica condltla lui LEIPSCHITZ

(16), vom avca

(28) | | R(x) | & —B (),

| T E (e

Unde

(29) ¥(x) =B | xmamin| () (-a)t (0m)P 7

l Pentru a delimita mail departé pe ¥(x) nc vom folosi de

==



i

urmdtoarca incgalitate datoritsd lui CAUCHY, [13]

%oPo * Bq Feeet By < VUF + 0F +eeet02 VBEZ ¥ BitesetPzi o

—

S& puncm

wi = | weosinl | &%(x—a)l(b-}i)n-i /

i = O,,l’.to,n .

By = V() (=) (b-x)PT
atunci,pe baza formulelor (27), (29),
%oBo + 1B+ teeotOnBy = ¥(x) ,
05 + Aiteset 0l = p(x) =i§° (X—a—ih)g(ﬁ)(X—asi(b—x)n—i,

.“ N
BR + B2 +eeut BE = (b-a)".
Un caleul elementar, pe care nu il detailam, ne da

p(x) = Lb—;l—aﬁ(x—a)(bﬂ) ,

aga cd, in definitiv,

\If’\'(x} £ L—Ql—b:’ i V(x=a)(b-=x)
1l

A L Ne '
Ins& (x=a)(b-x) g ﬁbﬁgl— y X parcurge intervalul [a,b],
aga cd avem
b-a

= | £(x) - L g
| R | = | £(x) Bn(X)l=2n,

Accasté formuld nc aratd cd polinomul lui S. BERNSTEIN
permite o aproximare indefinitd a functiei f£(x). Rezulbtatul este

de altfel valabil pentru orice functie continud f(x) [14].

12.- Pentru a pune polinomul (26) sub o form& mai utilizabils

in calcule, sd calculdm intii derivata lui. Avem
o _ ” A s
B)(x) = —t— £(a+in) ([ 1 (x=a)T (=)L -
< (b-a)™ i=o 3

i - (n-i)(x—a)i(b-X)'n*ij_lJ ’
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de undc

frriny ¥, n21 : ~1 i ~1-i
Pal0) = =g L2, 2(ar@ln) () (e (bey Rl

"jéz f(a+lh) (l’l::l) (X_a)l(b_x)n—l-1J

sau, folosind notatiile (23),

(20) @ Bl(x) = - nh'n 5 f(a+ih)(nfl)(x-a)i(b_x>nfl-i
. (b._a) i=o 1 A

- Pentru dérivatele de ordin superior deducem atunci

kon_ : W
(31) BE(X) 3 n(n*l)zg.(?gk+l)h iE: A¥ f(a+ih)(nzk)(X—a)l(b~x)n_k'l.
-a

Din formula (31) deducem

. | )
Békea) = n(n_l).'.(ﬁ_k+l)h Ak f(a), k=0,1,444,n, [B (a)=f(a)]+
n
(b~a)
Inlocuind accste valori in formula lui TAYLOR,

\ | Bi(a) . Bri(a) B
Bn(x) B (a) + ——T——(X—a) + ~—-T—-(Y*a) teest —“ﬁ*T——(X-a) 2

obtinem in definitiv,

Bn(X) = E

k=o

(D) ake(a) . (3-a) ™
n

14.~- Polinomul lui Se BERNSTEIN sc bucurd fnci de alte pro-
:prletqtl 1nportanto . Formula (27) ne qrata cd pentru orice valoare
2 lui x din intervalul La, b] , Bn(XD este o medie aritmetici (gene-
talizatd) a numerelor f(a+ih), i—O;l,‘.i,n. Rezultd de aici cd B (%)
rdmine totdeauna cuprins intre linitele intre care rﬂmlne cuprinsi

#functla £{x). Dacd functia £(x) ecste crescitoare, diferentele divi-

Zate A f(a+ih) sint pozitive gi (30) ne aratd cd derivata B'(X) este
de asemenca pozitivi pe intervalul [a,b]. Polinomul B (%) cste deci
Sbescator, cel putin pe intervalul [a,b]. Aceste proprietdti pot si

fic fncd mult precizate [15]. Polinomul lui S. BERNSTEIN nu numai cd
§



3
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pOfmitO o aproximare indefinitd a funchici f(x), dar se¢ si apropie

fearte nult de ‘alura accstel functii.

2. Guwdraturl apr OXl@QLlVD.

T i Pt ate ._._...._,._. ....ﬂ__,_,

e ' : i : = ¢ LR e A
. R e s e NG T

qffﬁ_}; 15 = Una d1n p;;qabllle calcululul 1ntegrﬂl eate: evqluaroa
warillor. Dindu-se o Funchio £(x) pe 1ntervalul [a b], valoarca 1ntegre—
ol

(32) I = j;b f(x)dx
reprezintd, dupd cum se gtie, aria ABba
cuprinsd intre axa Ox, curba y = £(x)
si ordonatecle punctelor a, b.

Calculul unci integrale definite

este necesar si In diferite alte pro-

£ig.6. : ' _v;.biemc pnqct - PR

ativd a integralei I, in

Pentru d*chle ﬁla s valsare'aprox1
cazul cind functia £(x) este prea complicatél, sau cind ca este cunos-
cutd empiric, putem inlocui aceasgtd functic cu o funcyie dec aproxi-

j%mare ¢(x) si lua pentru I ca valoarc apropiatd pe

(33) | oo .

Dacd notdm cu p difcrenta dintre integralele (32) si (33),

|
i
| Obginon fornula do cuadrﬂturq,@proxlmativa

G 1= "o Gax+ o,

- 1 - 5 v ] (% 3
I. unde p , cste restul acestei formule. Numdrul p misoard precizia

 cu ¢ard integrala (33) reprezintd valoarea integraled (32).

- In calculcle practice s¢ va alege pentru ¢(x) o functic 51mpla,

- ca‘§nbegrala (33) si sc poatd-calcula usor ‘8i -cw o suficicntd cxracti-



- g]_...

te. Dupd aceusta, va trebul si se studieze resbul p, pentru a

.oa determina marimea aproximatiel obyinutes

_ 16.— TFubem lua ca funchie de aproximere ¢(x) polinomul P(x)
. interpolare de gradul n cu nodurile (6). Formula de cuadraturd
Jgproxinativé va £i atunei de forma

'_'. X n ;

(35) I =3 Py £(x) 4P

| 1;0

;ﬁjﬁb-coefiqientii Ly 8int dati de formulele

1 Pu(x) ; ‘
[-Li.:m‘g:.ﬁé‘}%dx 9 l% O,l’noogﬂ,

rebuintind notatiile de mal sus.
Nodurile %y fiind date, coeficlentii Y se pob calcula odatil
tru totdeaunsa, iar restul p se poate delimita, de eXe, cu ajubo-

rezulbtatelor precedente. ﬁstfeii relatia

Jf[f(x) - P(x)]ax

b ' :
Iplg & 12Gx) = BCx) |ax

dact Linem meamd.de formula (14), avem
el et fb.;---- . & (b=a)M
A el T én&l%l

OU notatiile de acolos

17+~ Cele mai obignuite formulc de cuadraturd aproximabis:
nt de forma (35), sau de © forms mal generald care contine si
Valorile derivatelor funclici £(x) pe punctele (6) pind la un

umit ordin, :
_I ::i:nz'o []J-j_ f(xi) -+ \ﬁp"i f'(xl) +o.ta+ Mgk)f’ck)(xi)] + P e



= Y 4 ¥ w ; I
Intr-o astlfecl de formula sc alcg, pe de o parte, punctele

P SRRERTE N in mod convenabil In intervaelul [a,b] si, pe de altd
parte, so determind cocficicntii p , astfel ca formula sé fie

sxactbé pentru p = 0, cind f(x) se ruduce la un polinom oareccare de

box
‘grad col mult cgal cu un anumit numdr l. De ex. in'formula (35), in
oazul cind ludm pentru ¢(x) polinomul de interpolare P(x), i sint
dotorminatia tocmal prin conditia ca p sd fie, rnul dacd f(x) se reduce
la un polinom oarccare de gradul n.

ilai general se¢ potb considera formule (56) in care anumite deri-
vate sd nu figﬁrezo in unele din punctele x; o deci formule in care
ccoceficientl | sint dati egali‘cﬁ O dinaintc¢. De asecmenea, se¢ consi-
derd formule (36), In care sc méregte numdrul 1 de mal inainte prin
anumite conditii suplimentare impuse nodurilor (6).

Ne vom mérgini aici la un caz destul de general, cind putem

glisl o cxpresie simpld pentru cxprimarea restului p .

Diferenta
n
U[f] = I -2 ps f(Xi),
' l:._O
sau mal general,
2 n » ot (k) (k) .
S eSS = _;'o [Hif(xi) + M f'(Xi> + My L <Xi>]’

¢ste ceea ce se numeste o functionald liniard. O astfel dc funcfionald

arc o valoare numerica carc depinde de functia f(x) si sc bucura
- de proprictatea ca avem )
B (37) Ule £ + Bgl = « U[E] + B Ulsl ,
P dacd f£(x), g(x) sint doud funcyii definite pe intervalul [a,b] ,
lar o 4@ dou& constante oarecare. Despre functiile pe carg le
considersm, vom presupunc cd verific& proprietatile de continuitatc
Si de derivabilitate care ilntervin, Aceste proprietati sint aproapc

totdeauna verificate In aplicatiis




oprietatea ci ny
dmite o derivaty de

alul [a,b], butem gisi o fopms
convenabila g valorii acesteq functionale ¢y ajutorul acestel derivate,

" ,F v . N+ ]
tunctionagls, Funcia xtd

de

Fie U[£] o astfe] de are derivatsg
de ordinul n+j egala cu (n+1)1 ¢i £ 0, prin urnare

Formulag (37) ne aratd acum cg dacg

P(x) = U[x™1]p(x) = U]

avem

UlF]

i

ULOLx™ e (x) - ypeJuntly ULx"LJ0l ] - ulejuramHl; .

n+l)<X> trebue
'“‘[aiybjg Avem deci F<n+l>(@> = O, urn

Rezultd de aici cg F(

sS4 se anuleze 1pn intervalnl

. dé @ ‘este cupring 4p intervalyl
83,57, Dar

E(n+l)(x) = U[xh+lj f<n+l)CX9 = tn+1)!Uff]

§1 deducen

: v At NIEES _
(58) B U[f} = %ﬁ f<n+l)(@) .

) € Necesar 5
. Pentru a deduce gcest rezultat gi busem verificg ca Ulf] £ ¢
S / |
~ Dentruy f\n+l)(x) # 0 (pentry orice g

% < b)e Avem aici un cr
Bimplu pe care va fi

iteriu
Suficient gi-] enuntdm [16],

Daca avep

| T UL =S see s et U[an = Oy i ey 5
E o 2

: U[(J4"h, ; B A) 7 2 O, pentru g <A<,
L j
L]

—_

L p— UL£] > 0, dacy ¢Cm+l)

(%) > 0 pentry orice x din [a,b].

} -C8.in ipoterele (39)

Rezulta » Tormula (38) este valabily,



= o

*”La fel ¢ste gi dacd semncle > 31 2 se Inlocuiesc neleyshvlerenlon il

pCsi < in (39).

Vom face acum citeva aplicatii ale generalitatilor de mai

18.~ 88 considerdm formula dc cuadraturi aproximativa

H'(4o) I = E%é [f(a) + T(b)] + p ,

numlta formula trapeszului. Accastd formuld sc obtine Jluind pentru
o(x) polinomul dc intecrpolare Ni(X) de
gradul 1, Formuld revine deci la inlocy-—
irea ariei cerute I prin aria trapezului

ABba, En cazul nostru

Ul£] = I - 1:-’55[1&“(:,1) + £(b)]

Ve , 31 luind n = 1, deducem

Ul1l] = U[x] = 0, U[x°] = iﬁ:ﬁl« < 0,

U[E‘i:“'?\l ; X"?\.] - _(b—-?\%(&—?\) é O, a § A :< b,

Formula (38) sc¢ aplicd si avem

q0 bl 0)
Formula trapezului aproximeazd integrala I totdeauna in acelasi
| sens, cind £''(x) este de semn constqnv. Pentru a gdsi o aproximare

de sens contrar, putem proceda prin diferite modificdri ale formulei
R

trapezuluis Una dintre accste modificari constd in a corecta formula,
 pr1n addugarea unui termen de Torma

V£ (a) &\f'(b)lp

Y fiind o constanti convenabilé,

Pentru formula corectasa avem
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IF

U[1] = U[x] = 0, U[x"] & - ﬁ%ﬁ - 2v(a=b) ,

U[_bi +X'~ .] :I (b=A)(a=>A) U

2

Dacddludm v = ' s avem

3 Bl
U[=*] = ihiglh > 0,

si deducem formula de cuadraturd aproximativi

- N
(41) T =252rca) + £(0)] + LA rrr(a) - 21 (0] 4 p

L

unde restul ¢ dat de formula

)
p = 25807001 (g)

Rezultd céd dacd £''(x) este de semn constant, integrala I

este cuprinsd Intre

L (42) b"q[f(a) + £(b)]
| | | - Sl
| (@3) 2R8zca) + £(0)] + L2581 50 (a) ~ £1(b)]

A g ) [ - . o) . 5 L] .
In fine, se poate modifica formula trapezului, Inlocuind noduri-

le a,b prin altele.
b-a : b~a\ .
Sa luam ca noduri punctele al(~ a + ), bl(z b ~ —ﬁfd, care
Impreund cu ijlocul é%h, impart intervalul [a,b] in parteu pirpi
I*Ogalo. Sé-considerdm formula de cuadraturd aproximativi,
fi b-a A ' ‘
C(44) I==~[f(a) + £(b0] + 0

: Fdcind calculecle, In accst caz avem

r u[1] = Ulx] = O, U[5<2j _ (=)’ 0,

v
| 2
' M50, s <Al 8y,
U[-RALE) j%w-%—fz 0, aygh <y
s
i
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Criteriul de mal sug sc aplicd si restul -este de forma
| GO

Sc vede of in goneral formula (44) esbe mai bund decit formu~-

__(41){ Dacdl £''(x) rémine de semn consteant, integrala I este
cuprinsd intre numérele~(42) si

b b SCTE
(45) 238[£(ay) + £(0 ]
arc [& interpretarc goomotrlca 1ntercsanta. Flc

Expresia (43)

A punctul undo ordonﬂta lul

a8y tae kangenta In A la cupba,
iar B, punctul unde ordonata

lul by taie tangonta in B %f o
curb#. Piec apol A . B‘ proec- G

tiilc punctelor Ao, BO pe or-

G e

donatele puncteclor a,; b respec—

tiv. Expresia (45) roproz1nta

el e

atunci aria trapezulu; A'B'bae

Fie Ay, B, punctele repre-~

} figs 8. zentative ale curbei;Lpent?u,

X :-al, bl ruspoctlv si Al’ Bl proeotlllo punotelor Al’ B _pe ordo4;

]
b rGSprtIV. Expre31a (45) repr921nta atuneci arla

natele . punctclor a,

}

L'trapozulul AiBiba.,'

19.~ Pentru & utilizé formula ﬁrapezului, precum §i celelalbo

se

A ooy

formule modlflcate, in. calculelo numerlcc an integralei I,

| imparte in Pr alabll 1ntorvalu1 [a, b] in parpi cgale gi se aplicd

~ fiecdrul intcrvq%_paryial_formulele, tinind scamd de descompunerca

. T e . g i) :
e ' G e g o e Bl g i
! i=1 g (i-1)h I



Deducem atuncl

ot S b“'ﬁ% 5 [£(a+(i~1)h) + £(a+ih) ] + 0
i=1

(b-a 12 f"(@.) + f"(oa) eiait L' 00, )

i léﬂ " : o
csbe un punct din 1ntcrvalul [a+(i~l)h,afih]‘ Ingéd o plo-

OF
ne aratbd ¢& putem sorie

ctate cunoscuta a deL1deelor (171

e e et

rins in intervalul [a;p]. Aven dtum

= - noo- b-a)’
R - bEE.-% [£(a+(i-1)h) + £(a+ih)] -.Kﬁga%. .
-y = ; Il

L=

o fiind cup

T,a fel deducem din (41)

-§9—§1~[f (a) = £1(0)]

@) L= 22 B Z, © [£(a(1-1)h + £(arin)] +
: . 1= SE A ot
. i?g%l—f"(@)v
24n

In efirsit, aplicind’fiecéruifinterVal [a+(i=1)h,a+ih]

:_Lormula (44), deducen
L (48) L= %‘"“' Z - f£(a h) 11 i_.-_L— fﬂi(m)
. O6p

i="

20.— O alta formuld de cuadraturd apro oximativa este

1= 2280 4E(EER) + £(B)] + s

wuld se obpine luind pentru

x) de
+b

Sttt

cu nocdurile in punctele &, =5

numitd formula 1u1 aTues0ll, Aceasta fori

o(x) polinomul de interpolare 1 2(

.

b, Procedeul de aproximare revine deci

Pl b,

o 1a inlocuirea ariel cerute prin aria cu~—~

8 prinsd intre axa OX, paraoola Y= hg(x),
" cu axa verticald gi ordonatele punctelor

a.b. De aceea aceastd metodd se mal

numes e si metoda

P B A g e W — g—— i e i
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It

3)5

?éﬂbol~i; Avem in acest caz (n

- fibx] = U[=2] = 9] = 0, U] == (®a)? ¢ o,

120
(a—h)5(ﬁ+2b—5ﬂ ) ¢ ' S 2
| = £ 0, pentru a £ A <=5
"LT[( }C—-?\, "r'X-‘?\-) ] o (
. 3 ’
(b=A) (i;+b—5h) <0, pentru &b ¢ A ¢ v,

Formula (38) e aplicabild gi aven

(b-a)? (TV)(g) .

P =~ 2880

Daca f(IV)(X) rimine de semn neschimbat pe intervalul [a,b],

. formula parabolel aproximeazd integrala, totdeauna intr-un acelasi

- sens determinate Ca gi in cazul formulei trapezului, puten modifica

Fformula pentru a obtine atunci o aproximare de sens contrare

a¥ corcctam formula, cu un termen de Tforma
y[£111(a) = £ (D)]

|

Y fiind o constantd convenabild.

Pentru formula care se obtine adBogind adeastd corechie,

avem
R ; 5 Z f i 3 ‘ i i 5
y[1] = Ux] = V[%] = O[] = O o) = < R « aned),
! 1.;5 i
(g=)) (izzbfaﬁl + 6v pentru a < é —zh
e - ‘I‘ 3
3 |
| } (b-A)7(2axb=3 ) , gy pentru ath ¢\ < by
! . 12 5 2 S =1
I.‘ L
o~ u = !be-.-az
Dacé ludm Vv = 39557 aven



L (8D 02 (7a-ve6h)2s2(b-a)?]3 0, aghs 252

& g
l (A - AV (To-a-6A)242(b=-a)"] 2 0"‘%%P§“é o

gi deducem formula corectatid a parabolel,

= i 4
(Go)' = T = p%ﬂ[f(a) + 4f(§%p) + £(b)] + L%f%%ﬂ[f"‘(a) - £ (b)] +
AND
+ L%E%%MICIV)(@).

In sfirgit, o modificare a formuleli parabolei se obfine pfin-

alegerea convenabild a nodurilofe DacHd lusm valoarea dproximativd
228[82(a,) + 11£(22) + 82(b,)],

unde 8y = 8 * _gg ’ b2 =b = Eéé , ghsim, facind calculele

Sl
: Sel)l 50, a{Aga

U[]-] = U[X] = U[le - U[\‘]CE:, = 9, RS ': - E—Eg%ﬁ o)

5
4 b (22R) - )P (u9assb-5N) % 2(b-a)Z]3 O,
g4 273 i)

a+b

.’a : : a /
o (AT - ¢ o =

;Elgﬁ(éig = M)2[(5a+49b-540)2+ 2(b-a)7]2 Oy




.

R(53) 1 = b=a ? [f(a+Z:T h) + 4Ff(ax -§;) + £(a+ih)] +

LI T |

éi obginem formula de cuadraturd eproximativé,
|. . .}.
(51) I = -——7[8J_(a ) + ll.E( )+ 81(1)2)_] LWL— f(* >(O)

care in general este mai bund decit (50).

Formulele (49), (50), (51) se pot aplica in fiecare din

f;interValele [a+(i~1)h, a+ik] si obfinem atunci formulele de cua-

draturd aproximativé.s
153 :

(52) I =22 _g' [f(a$¢ﬂl h) & 4E(arfE) & £(arin)]- ;Q:ql f(lV>(O)

T len
» Szal [f,,,(a) L oprin(p)] 4 2 (TN g
: 1920n "

-

+ _@;"__l_. (J-V)(O)

720n

Impirfind intervalul [a,b] Intr-un numdr suficient de pdrti egale,
formulele precedente permiﬁ 0 aproximare oricit de buni‘a il /7 R
- Bineinjeles ¢a Formulele (46), (47), (48), (52), (53), (54)
se pot stabili gi direct, aplicind criteriul de la Nr. 17.
2L~ Fie 2k un numér par si s& ludm ca funchie ¢(x) polino-
mul lui TAYLOR‘TZK_l(X) cpﬁespunzétOr mijloéului ¢ = 259 al inter-
valului [a,b]. Avem atunci Fformula de cuadraturd aproximativi

I of2t (b= 5)2d l‘ A(EJ)(G) | LB:élE__E £(25) (o)

=0 229 (24+1)1 22K o11)1



S

Pentru’ﬁ = 1,2, obtinem respectiv formulele

I = (b-a)£(EER) + %%Lfﬂce),
e (b_a)f(a"'b Lb_:.a_)__th(a'l'b _ﬂ_o_a_)_f(IV)(@)

+ 7920

Aceste formule dau in general aceiagl precizie ca gi fop=
malele (41) si (50).

Daci ludm ca funchie de aproximare polinomul (26) al lul
4. BERNSTEIN gi dacd observdm cd

deducen formula de euadraturd aproximativi

[ B2} or(asn) - 852200 (e).

n+l j=o 12n
Aceastd formuld este mai simpld decit (46), dar in general

mai putin precisd.

20, fntr-o formuld generali de cuadraturd aproximativd de
forma. (36) intexrvin cele n+l puncte, sau noduri, X , Xqjees,¥, precum
‘g1 (k+1)(n+l) coeficienti ui, p;,.;.,ugk), i = 0,1,..050. Aceste
puncte si acegti éoeficienti vor putea £i determinati iIn general
astfel ca p sd fie egal cu O pentru orice polinom £(x) de grad cel
mult egal cu (k+2)(n+ L>1. Pentru aceasta e necesar gi suficient ca
sélafem p = Orpentrd £(x) = Xj, = O,l,,.;, (k+2)(n+l} ~-l. Aceste
conditii se scriu
(54) Eiiéf%iii ¥i§ [ 13 XJ + JH;X ol toeot J(a~l)---(a—k+l)u§k) ] k]

jo=,0 l,...,(k+2)(n+l) - 1.
Peﬁtru a nu complica lucrurile ne vom limita la cazul k = O

Abunci conditiile (54) devin




E n a .
B e e 3= Okl

Seedemonstreazi ci acest sistem are o solutie bine determi-

Pentru a obtine aceastd solutie s consideridm polinomul de

%ﬁerpolare generalizatiP(X) de gradul 2n+l sl care verificad condi-

P(Xi> = f(Xi), P'(Xi) = fv(Xi), i B~ Ogl,ooo,n .

Acest polinom poate fi considerat ca limita polinomulul de
nterpolare a lui LAGRANGH corespunzidter nodurilor X ,x!,Xq,
: .

%, cind X{a el

n’*n ] i i = O,1,.0y Deducem de aici ca daca

wix) = (x#x )(x—xl)...QX X))

p
I (2n+2)
6) © £(x) -RGx) = f—@m——)@[ucx)]

In sfirsit, polinomul P(x) s¢ poate pune sub forma

n - i :
I': P(x) = z-" [L(X)f(xi) + Ml(X)fg(XJ_)]‘J
|Undc polinocamele Ly (x), Mi(x) sint de gradul 2n+l si sint determi-
s '
q-hate de conditiile

lle

} Li(xi) = l’ Li(Xk) : O, k = O’l?o-o,i_l’ i+l’ne‘ug;ﬂ/
S
-' l; L:{.(Xk> = O’ k= O,l’.eo,n; i = O?l’-oc’n L4

i

Mi(i.’k) = O, k = O,l’dco’nﬂ

i

Mi(Xi) l’Mi<Xk) = 0, kK = 0,1y00eydi=ly 11,000,

j. : O,l,g;’o,nn

Dacd alegom nodurile X iXqyseesXy astbfel ca g& avem



= 25 =

n (59) | £bﬁ'{l(X)dX = O, i = Oalg;‘on’n’

]Hgtunci? punind,

= O!l,-..,n,

. (60) Mi = JPL ()ax, i =
condifiile (55) sing realizate.

23+~ Polinomul M;(x), pe baza formulelopr (58), este dat

. de formuls

] S i
(61-) M (X.) : w' é(XT . ,",}hxi,, » 1 O‘l’lta’nl

b asa ¢d (59) devine

(62) : fw(x)—%_@dx?

-—O, 'j-:Ol’.O.,nl

Acgste condltil determingt complet nodurlle X ,xl,..., s
ﬂ care se aratd usor ci 51nt disvincte,

Daga Q(x) cste un polinom oarecare de grad cel mult egal

'#cu n, formula de 1nterpolare @ lul LAGRANGE ne 4§

i Q(K) ~0 w'ix e X-xi

jai ,, pe.ﬁaza formuleclor (61), avem
(63) i I Q(X)w(X)dx

Se stie ci pollnomul w(x) este complet determinat de aceasti

;pﬁoprletate. El este dat de formula

5(64) * oL alx) = Tégfégl D*a(x),

‘unde , pentru Dbrescurtere, am pus D & gk 9i @(x} [(X—&)(X-b)]n+l

Acest pollndm are toate radaclhlle reale,

dlstlncte $i cu=
. prinse in interv

alul [a b] si care siuy tocmai nodurilys cautate
Ko 9Ky hedoX o e =) ‘
Formulele (5?) ne: &au @i

IR LG THIE w2(x) ] w(x) .2 .
s il o 'w.zmx-i;’J e

R e



e T

" gl tinind seamd de (61), (62), deducem valorile coeficientilov‘éGQ),

2
(65 R v <X1> N

Se vede 63 acegti coeficientl sint toti pozitivi.

§ * - p Y A e ~ LU A, . o !
24,~ In rezumat, dacé Xy2XpseeesX) s8int raddcinile polinomye
lui (64) §i wy sint dati de formulele (65)., deducem formula
4 n y
I =iZQMi(Xi)_+ Py

care este fopmula de cusdraturd aproximativi a lui GAUSS [18],

| Formulg (56) ne aratd ¢i in cazul formulei lui GAUSS, U{fl
se bucurd 4¢ proprigtatea ci daci f(2n+2)(x) este diferit de © pe
intorvalul [a,b], avem U[f] # O [19]. Pc de altid parte, tining
saamd dg (56),

U o [P(x"2 - p(x)Jax = [Po(x)ax .

Pentru a caleula aceastd integrald, tinem secami de (64) si

\ avem%_iﬁtegriﬁd shecesiv prin piryi,

&5

! .2§ n&i% ;-.k{[w(x):[)n@(x) - ot (X)Dn—ltl)(x) e

E%dﬁe%a@ﬁﬁﬁﬁ%élﬁﬁiui w(x), pind la ordinul n inelusiv, se

anuleaza 1n a 31 ih,b, aga ca ne ramine numai ultlmul termen eare

este dlferit de ze

avem w(n+l)(x)

'gb(x a)n+1(x b )ll‘l-l

«Deducem ideed: .



..55..

[(n +1) 1

] 2n+3
U[ (2n+2)'(2n+5)9<b-a) e

jar restul in formula lui GAUSS se va scric

e [(n+l£!]-4 (b_a)2n+5f(2n+2)<@)
[(2n+2)1] (2n+3) |

e Eigff(azb sgq) & L(éih + %d—D] + Lgﬁg%mfclv)(G)
CaI‘C

este mai precisd decit formula lui SIMquN. Avantajul praotlo

[al formulei lui SIMPION constd Insd si in faptul c& nodurile g_dln'
.1nturvalul [a,P] sint simple.

i
ﬂ 25.~ 8& facem o aplicatic numericd, Fic integrala

| _ 2 1 dx !I
566) S i TS E |

B carci valoare cste ogﬂlé cu log 2, logaritmul fiind cel neperiane.

Fol culul aproylmqtlv al integralei (66) ne va da valori aproXimatiﬁo
|
bentru log 2, ' ;

In cazul nostru, a = 0, b = 1, f(x) = T%i y £'(x) = = -m—;fm

?
, (143)°
f"(X) =t % ¢ Pe intervalul [0,1] considerat, £''(x) nu schimbq
(1+x) :

de semn, raminind pozitivi. Aplicind formulele (46), (47), avem decii

I

; putE : | |
1(67) B, éh —é—§ < log 2 < B, + gﬁ ’ !
‘ 32n |
nde |
1 1 {

1
n Tl T REs teeet 2n-1 °* :
i

Dacd, mai exact, observim oi £17(x) ramine cuprins intre |



!f

MOt L ’ S B
- (68) By = e < log 2 K B d g

- %6 -

% si 2, formulele (46), (47) permit s& inlocuim limitele (67) cu

nwrmatoarele

R 1on= s

mal precisc.

Iuind, de ex. n=3, inegalitétile (68) ne dau

0,6907. ee < log 2 < 0,69760 se

deci pe log 2 cu 2 zecimale exacte.

4p = °

Formula (48) d& pentru log 2 valoarea apfoximativé 25 op?

care, pentru n=2, ne d& pe log 2 cu doud zecimale exdctes.
’ ) b g

Dacd cobservam ci

PEN () o ' (4} 24
£ = . = S
=) e | ) (1+%)°

gi ca f(IV>(X) rénine pozitiv pe intervalul [0,1], formulele (52), .

(53) ne dau

4 o T atan B T s il il
-gsan—gs:nf_gﬁ* 4(105‘2(*3‘5211-§Sﬁ+fl'_ﬁ

- 1024 n

Luind n = 3, obfinem log 2 = 0,6931less, cu 4 zecimale

. exactes

o e Y Ty v iy in Sy iy et P v, At e e e iy Sl iy B ot e Pt et o o] o B i Bt 4o
e e e s k. iy et gt e s S i e Gy s P S iy e e s e e

3. Ortpgonalitatg. Polinoamg ortogonale.

264~ Vom re¢gdsi formula de cuadraturd aproximativd a lui-

GAUSS, ficind niste consideratiuni mei ‘generale. Acesbe conside—

ratiuni ne condue gi la alte formule de aproximare care pot si& fie

utile In practici.

S# considerdm o furctionald liniard U[f] definitd in par—

| Gicular pentru orice functieToqntinué-f(X) definitd intr-un anumit

interval, sau numai pentru anumite valori p= un intervale. Despre
aceastd functionala liniard vom presupune ci ea este pozitiva si |

anume ca avem



q
2

/

....5'7-.

L (69) uf£] > 0,

gacd £(x) 2> 0, egalitatea in (69) avind loc daci si numal daci f(x)

v » . A 2 - » v
ge anuleaza identic. In aceasta caracterizare se {ine seamd natural

de felul cum e definitéd funct{ia f(x). Dacd de ex. func{ionala este

de forma

(70) / U[f]‘:iggpif(xi) )

unde ps sint niste constante date (diferite de zero), independente'

de functia £(x), nu considerdm decit functii definite pe punctele

X o Pentru o funct{ionald de forma (70) pozitivitatea lor este echi~
valentd cu pozitivitatea tuturor coeficientilor Dy
Numerele

(71) Gl = U[Xi] 9 = O,l,'-o

' se numesc momentele corespunzdtoare functionalei U[f].

Avem

R = S A |
(72) ULaox + ayx +...+ai] = 8,05 + 81C; 1 teeet 850

Reciproc, un $ir infinit de NUMETe C_sCysensy defingste o
functionald liniari h[f], care se apllca cel putin pollnoamelOr prln
formula (72). Aceagtd functionald va fi de tlpui celei de mal sus

dacd numerele ch sint supuse la ahumite oondlbml restrlctlve. Alci

insd nu vom exhmina asemenea probleme, numite probleme ale momentelor.

27.- Func{ionalel liniare U[f] se atageazd un sir de polinoame
(73) P siPifsacsBogses |,
unde fiecare este de grad egal cu indiccle corcespunzdtor gi care
verificd urmdtoarclc doud proprietdis
1° U[P;P;] = O, pentru i # j.
200 e AT S0 st

Proprictatea 10 cxprimé ortogonalitatea polinoamelor (73),

iar 20normalitatea lor. Sirul. (73) este atunci sirul de polincame- .
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ortogonale si ndrmale atagat functionalei U[f]. Acest gir este
Edmplet determinat si polinocamele (73) s¢ pot calcula cu ajutorul

momentelor (71). Polinomul P, cste caractorizat de ecuatiile [20]

Ulsx'P] = 0; 4 = 0,1,.10,ne1,  U[FE] s 1,
%@ga cd dacd punem }

ot b el -1
Pn(x) = a,x + alxn teset B
| i observam ca
J1 2 ) : ; 2ol
i U[PZ] = a U[z"E; ],
gdoducem sistemul

k- ‘ 8 Cs 1 T 818 ] T...+ acy =0, 1= 051 ;.0 sa'y =17
R74) - <
a,(8,05, + 81Cpy 1 +eeet ancn) S
Fie
f ‘CO Gl N cll
) Cl 02 : s oA Gn+l
<75) An T L] a8 & 4 8 0 L] [ ] L] o ) n = O’l’...

:! O S, Con

Rezolvind sistemul (74) gésim

| 09 Cp ees Cp
€1 Cp  ees Cpyy
(78 P (x) = ﬂ==;%==ﬁ§» SR B S R (o O
Sns1 S Gpo1 G vee Copel VZ:—
1 X e

i . 28.- Deforminantii (75) si polinomul (76) se pot exprima
| elegant cu ajutorul functlonﬂlel U[l] intrebuihtlnd un artlflclu
datorit lui HBIWE [21]« Pentru qcbasta séd notdm cu U [f] functlonq—

' 1a U[{£], punind in cvidentd variablia“xrde“@arE"depmnde"argumentu;*
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f(x) al acestci functionale. Functia f£(x) poate evenbtual si depindd
si de alte veriabile indcpendente. Dacéd f este o funciyic care depin-
.de de mal multe variabile to,tl,...,tn, operatia repetata

iUt L% Gty Uy [£] are un sens bine determinat i, cel pubin in cazu-

, by

irllc care ne intercscazd, csto independentd de ordinea operatiilor

| - .

8, 5 U, sesaygUy = -BEbE clar cd U, U, «esU, [f] este tot o funciio-
Lo tl tn to tl tn

nald liniara.

Tinia de ordinul i a determinantului A, se poate scrie

i iela 5 i 1+n—1
i U [t:.L ] U ['b'_ J as el U. [ ]
| by 1" 1= 6s .1, 1.1_ 6 1

jasa cd avem
|
|
I

SN 2
by = UtoUtl ...'Utn[tltz...tEV(to,tl,...,tn)]

‘unde

E 2 Sl
b 1 to tg wiete to

n

li l tl tl [ By I tl

]i V< LO, Ul’ A ..bn) = o [ ] L ] L ] [ ] L ] [ ] - [ ]

|

| 2 n

i 1 tn tn SO tn

Accastd formuld ramine valabild dacd permutém oricum intre

ele litercle to’tl""’tn' Tinind atunci scamd de faptul céd ordinea

operatiilor Ut y Up seeey U este indiferentd si tinind seamd de

| 1k n
' proprietétile 01ne cunoscute ale determinantilor relativ la schimba-
1iniilow s :
rea ordinei, deducecm -

2
) Utl... Utn[V (to,tl,...,tn)].

formuld care aratid cid in general., A, > O [22].

Acclasi procedeu aplicat polinomului (76) ne da&
i

P b i L oA <
L(x) AL n)l/2 6, %%, Il[V (Gt tn)fj‘(x )]

. carc ¢ o clegantd cexprimare a polinomului PIl
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|
B do observat ca slrul (73) poate sa fie si un sir flnlt.
;Astfel in cazul (70); sirul se termind cu polinomul Pn+l 4 In acest

caz (p i> 0)srs Boybiyeesy Bpgr 8int pozitivi, i;{;.« Ax = O penbru

|
k>n+l si determinarea polinoamelor P %! Kk > n#k nu are sens. Este i
i

\;1nut11 s8 intr8m in dekalii asupra acestor proprictifi,

29.~ Polinoamele ortogonale (73) atagate funciionalel

t

] | 1
liniare U[f] se bucurd de o impOrtanté proprietate de minimum pe !
|

.care ne propunem a o pune in eV1denta. & & S

e i ‘ 3 !
3a propunem a determlna pollnomul :
(77) P(X) = l+-¢¢

i
|
de gradul n+l, cu primul coeficient egal cu 1, pentru care U(P2] !
! |
devine minimum. Pentru acéasta, observém ca P(x) se poate scrie g

|

 sub forma ~
! N f
Eoles - : _ ¢n+ll/2 |

P(X) = aOPo + alPl toost an+an+l 9 aﬂ+l = (—EE—) ;

i atunci proprietiijile de ortogonalitate si‘de normalitate ne dauf

U[Paj = a2 + ai tooot a2 + ai+l', | '

e unde, se vede, cd minimul esbe atins daca& si numal daca a, =

1 cee = an = O, ppln urmare

min U[P®] = Btk

A

si este atins dacd gi numal dacd P = (== n+1)l/2

Poe1 o :

2 |
Din proprietatea de ortogonalitate a polinomului’P. +1 !
rezultd cd toate rdddcinile acestul polinom sint reale si dlstlncﬁe.

f
Intr-adevir, in cazul contrar, se poate gdsi un polinom Q(x) de ]

grad cel mult egal cu n, adtfel ca produsul QUx)P +l(X) sd fie 2 é

a
e

|

|

|

|
1
I

|

|

|

i i neidentic nul si avem atuncl Q contrad¢ctle cu ortogonalitatea1
{ Aceasté proprietate se poate preciza 1in anumite cazuri. Dacd, de
i

|
6Xey U[£]-cote-de forma -(importanté fn-pracbied) -~ - L
i
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ul£] Ibp(X)f(X)dx (p(x) 2 0 pe [a,b])

'rédéoinile pollnoamelor (75) sint situate toate in 1nterva1ul [a, b]

. Acest fapt are loc deocarece avem Ult] = Ulg] dacd £ = g pe intervalul
[a,b] |

_; 30.= PFic xo,xl,...,x réddicinile polinomului P . i fie

UiQ(X) un pollnom de graduln, Formula de Jnterpolare a lui LAGRANGE |

. (%)
1
U=, = P£+1X X7 “£§:ET“

i

ne da

n

u[eF] = X Hng(Xl> ;

=0 |:
, unde % { y |
| TnlME 2 ;

Mg U[( ot T ) J In="0dr, o Ne
P;l+ (Xi)(x Ki) ’ -9 *)

Aceste inegalitdfi ne aratd faptul important ca

PO’ Pl’o/O.’P 1 P.D."l"l

jeste sirul ortogonal gi normal atagat functionalei liniare pozitivé
I It |
g U [ e uif(xi).

1= 0

¥ Acoestd proprietate caracterizeazi structura sirului (73).

3le- Coefieientii p; intervin in formula de cuadratura geno—

Lgr lé' 1ntruclt P(x) cste pollnomul de 1nterpolare de gradul on+l care

/

1001n01de, impreund cu derivata sa, cu f£(x) resp. cu £'(x) pe pﬁnctele
I|

xl, deducem ca §i in § precedent,
ULL] = pef(xg) + o

‘unde p = U[f«P].\Rationamentele fdcute in § precedent ne arati

|

1l

i
i’atuncl cd dacd U[f] ¢ste o functionald pozitivd, corectia p se exprima
|

il

}c ‘ajutorul derivatei de ordinul 2n+2 prin formula f

w(25k2) oned |
T I T Y pEﬂL@-}-—}ﬁ@U[X e ] 8 s SE R . ],_
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32.~ Problema de minimum relativd la un polinom se genera-
‘1igcazd prin cidubtarca minimului oxpfesigi U[f—P)g], unde f(x) este;
';o functie oarecare, iar P(x) un polinom convenabil ds gradul n.
'Géutém‘iarﬁgi polinomul mipimizaft suwh Torma
: P(x) = aOPo + aLl]E’:L teoot anPn z
Avem atunci

U[(E=P)2] = U[£°] - 2 E a;U[£R,] + I a2 =

1=0 1

it s

Q
o2 g ] .2._’11 2
= U] +i§o<ai U[fPi]> 'iEO(U[fPi]) .
Minimul are loc pentru

a3

il

U:[fPi], 1 = O’l,.oo,n
isi avo

min U[(£=F?] = U[£Z] —iéocu[fPi])g.

Pentru a pune acest minim sub altd formd, considerdm un caz

ceva mal genecral. Fic" determinantul

| Cy cq ces  Cp Ulg]
A= e & 8 ¢ e s & @& 8 & & 2 s s O i
| n,
ol Cosl ***  Con Ulx"g]

ul£] UlxE] ... U[xP£] Ulfe]

unde f(x) si g(x) sint doud func{il de X.
Vom dezvolta acest determinant in doud feluris
Pe de o parbte, prin camhinied Ade 1inii i coloane, %inind ?

scaméd de ortogonalitatea si normalitatea polinoamelor 47505 doduoem

- = 5 - "1



il 0 0 tie's 0 U[gPo] '
Ol ST (5 AR 0 UlgP, ]
: 0 0 il ot 0 U[gP2] :
(78) HimiAg =.
g e 6 ol 1 UlgP, ]
Ul£P,] U[£P;] U[£P,].e ulrp ] Ul£g]

= A, (U[£E] ~i§0U[£Pi]U[gPi]) . Pe de altdparte,din

ONEESE o X

U

Up  4de U 1[W(to,tl,...,§n+l;f)W(to,tl,.l:,tn+l;g)],:

to 1 n+l

- unde
1 e AL t? ¢(t,)
La i cos B3 (1)

€'W(to’tl)';"tn+l;@)=

e b o ; o e e e 3 ¢ @

1 T

™ n
n+l °*** tn+l @(tn+l)

In sfirsit, dacd P(f3x) este polinomul lui Lagrange de
- gradul n relativ la funcfia £(x) cu nodurile to*tl""’tn’ avem
W(to’tl”"5tn+1 50) = V(tostii-;-stn)[P(¢$tn+l) = @(tn+l)]

i si (79) devine
' 1

...(80) &:mi
| ) 1 j ot o | _:
.UtoUtl wa o Utn+l [V (to,tl,...,tn)(P(f,tn+l) f(tn+l))(P(thn+l) £

’ \ ~&(b, 1007
\ Din (78) si (80) deducem n+l

1 , - n l
. (81) U'[fg] -iEO U{fPi] U[gPi] = o237 * |
2 : , |

 oUtOUtloooUtn+l [V (togtlgq9o,tn)<P<f;tn+l)—f(tn+l))(chgtn+l) -

~g(b,.12) 1.

In eazbl particular £ = g, -deduoem> | = . 00 oo



il e
min U (£-P)3] =

n+1

y 1l : » 2 i ] ) 2
= TTH+2 'An UtOUtl ...Ut [V <t0’tl,...’tn)(P<f’tn+l)-f(tnél) ] e

3%+~ B4 reludm expresia

al£,6] = Ul2a] ~  ulzp; J(eP,].

Am vazut cid daca @(n+l)(x) # 0, diferenta o(x) = P(¢3x)

este tot timpul de acelasi gemn cu ¢(n+l)(x) Dacd presupunem func@

g(x) datd si g(n+l>(x) # 0, A[f,g] este o functionald liniari, |
|

careia sc pot aplica rezultatele de la Nr. 17. Avem, din (81),
Al1,8] = Alx,8] =..e= 4[x",g] =

$1 pe baza observatiei de mai sus, A[f,g] £ 0, dacd f(n+l)(x) # Ov
| Deducem deci : il '

, f,n+l o : f
' (82) AlT8] = Bt 2sle] i
! unde !

; |
Ble] = Alx"",e] = U[x"Yg] - F ulx"*1p, Julep,] . |

Dar B[g] este tot o functionald liniard care verifici

conditiile cerute, deci

(n-a-l)g6
| (83) Blgl = & (Il_-l-l)!l)

Rezultatele de la Nr, 29 ne aratid insi cd
L A[xn+l;xn+l] 3 U[X2n+2] _i§§<U[Xn+lPi])2 2

*

j[x n+l n+l]

i v " R ‘ A
I" f = min U[(Xn+lr-P)2] = "'"IAl“I-:"]‘ . ‘

?inind seanmd -de (82) si (83), deducem deci i
A.
1 n+1

f(n+l)(®)g(n+l)(@l) R

1 (84 \[f,8] = . !
SR |

unde, in anumite cazuri, se poate incd preciza intervalul unde

trecbue sd rdmind cuprinse numerele © ,0; [23].

| G T (= T e S W o it R 0 [ gy My ) e TG B B T E e T I | P IR BN T TR
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4o 'Aproximare in medic patrutlca. Metoda oelor mul m101

.__._._....__...__._.._..._.._.—-.—._._....._...._._,.___ e RN =

o S N =
pevn e aw i )

34 ,- Dacd inlocuim O functie datd £(x), definita de exX.

' pe intervalul [a, b], prin o functile de aproximare ¢(x), precizia
|j in aceasta aprox1mare depinde de re estul R(x) = £(x) = ¢(x). |

De obicel aeste importantkoa acestd precizie si fie mésuwi
ratd printr-un numar y , care depinde, bine inteles, de B(x). I—’J:'e--5

cizia va fi decl datd de valoarea unei funchionale A[R]. Functlonala‘

A care se introduce agtfel ve doolnde de natura problemei prqctlce
l

care se studlaz&. Ne wom llmlta la ca zul important clnd functlonala

A[£] este de forma U[f ], unde U[£] este o funchionald liniard.

In particular, In aplicatii, ge intilnesc, d¢ CXas, uerJ
2,toarelo cazuri particulare }
1

194 U[£]

i

{bp(X)f(X)dx .

B Ul % s £(x; ) i

1 i=o0 |

1t

unde p(x) este o funchie 2 0) datd, Dy, nigte numerc pozitive datq
i8r X pXqpseesXy aint puncte date in intervelul [a,b]. fceste cazurd
 particulare corespund ca azurilor cind precizia aproximirii lul f(x)

1 prin functia ¢(x) este masurata de numarul |
; 1.y = p(X)R (x)dx = I p(x)[fCX) — @(A)]Zﬁx :

| T

i O o n 3 v, L

2. « Y =i§0PiR (Xl> —i:.z-o Pi[f(Xi) (PCXIL)] ‘9

: respective.

{

!

!

|

3

' !
? 0 astfel de aproximarc se numestbe o aproximare in medic |
atraticdi, decoarecc nunarul l

10 ( Y - )1/2 . 20 (;TL_)l/a !
J (x)ax ey {

i=o 1
|
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¢ste o valoarc medie a functiel |R(x) | pe intervalul [a,b] Tesp.
o valorilor [R(xy) | yeeey [RCE) | [24]0

B de nofat ¢l in cazul 2° furictiile consideratc nu intervin?
d001t prln valorile lor pe punctele XO,Al,‘..,an, deci e inutil

8 fic doflnltc in afard de ace oste puncte.,

35.~ Funchiile de aproximaré ¢(x) se aleg de obiced dintr-o
class de functii care sint in general combinatii liniare de ni@te.
alte funcyii date !
(85) Qo (X): (PJ,(X)’-\H} (Pn'/(X) .

Funciia de aproxlmare o(x) va f£i atunci db forma

(86)  g(x) = agee(x) + al@l(X) tooet By (X)»

unde a,y8qsewesdy sint congtante.

Precizin dproximdril se nisoard atunci prin numdrul

2 ' Cp e - Y e el
U[ (£-¢)“] care va depinde din gemocral de coeficienli o s@yyeceydpe
ﬁo puno 1mod1 vty ﬂ101, 0 probloma de cea. mal bun aproximare si

anumu dctbrmlnuroa coustﬂntulor a ;ﬂl,...a _astfol ca U[(f*@) ] s&

5 eq 5
3 i

alba con ma¢ mlca Valodrc posnblla. In cﬂzul pﬂrtlcular clnd (85)
51nt puturllb 5u00951vu nlc lul X, probloma rpv1no la aGOua a poll—
nowmulor ortowonhlc Lrauﬂta 1n S prOOLdont.

Problema noastrd dc ninimum cste o problcma algcbricd, deoa-

rece U[(f—@) ] 5c rcduce la un polinom de gradul al doilea in

'ao,a1,4..,gn. Intr—nduvar, pe bazﬂ llnlﬂrltapll lui U[f], avem

U[(£-0)?] 5 U[£2] - 2u[£e] # ule?],
unde

n

’ [ il ) N e :
u[£?e] = 2 a;0(fes],  Ule?] =t§°£§0aia.U[@i¢j] ‘

Problewa va depinde in primul rind de no ura formei



oy, P L
patratice U[¢?]. Dacd accastd formd cste definitd si pozitivi, con-
ditie carc in general va £1 verificatd in aplicatii, problcma de

minimum are o solublc unicd si bine determinatd. Acest lucru are
loc, in particular, dacé U[f] este o functionald liniard pozitivi,

iar functiile (85) indeplinesc anumite conditii de independent#
liniard. In acest caz, minimul se debtermini prin derivare $i coefi-
eilentii 8n3879e0ey8, sint dati de sistemul

(87) a,Ul9i00] + a1Uleio1] +evet a Ul9s¢n] = UlLfql ,

1 ='04l,ses,nn

31 atunci valoarea % a minimului cdutat este
(88) v = U[£°] - U[fe],
de unde

(89) aOU[f$o] + alU[f@l] e eaT anU[f@n] = U[fz] -Y o

56¢= Din formulele (37), (88) eliminind pe 81875 ee0,8

gasim valoarea lui vy sub forma citulul a doi determinanti

: U[f@o]
: Ulfe.]
D ' 2
® [} [ ] . . [ * » L] L] [ ] [) ) [ ] . U[f(Pn]
Lol iy N Y2
' U[£¢,] Ul£@1] oo Ulfe,] . U[£7]
(90) YD e s e i e S e
D
unde
D = || U[_@i(f)j]Hj_,J‘ =S H0N Ay L

(presununind bineinteles cid D nu se anuleazd),.
Putem aplica proccdeul de la Nr. 28 celor doli determinanti
din membrul al doilea al formulei (90). Dacad notam In gencral,
Po 4 Pryece Py

il ( ) = ll (Pl(ta>||j_’a :O,lguﬂﬁsk

to 9 tl’...gtk



deducem atunci

U Ut ...U U [W (fpopq)l ’...,(Pnpf) ]
1 Vo8 naeeeyt

R @oa@l 9~!5)¢n

UtoUti.,.U [ t 1By pueayt, ) i
Sub forme ﬂﬁaWOage se ‘pot obtlne 81 coeflclenbii a5 cére
fac minimid expr051a UL (£~ @) il Acesbe formule rar pot £i uﬁllo
ingd In pbracticid., In problomele practlce cste mai u$or sd rezolvam

sistemul (87) dire ct prln ellmlnarea succe81va a necunoscutelor

:‘[25]. Valoarea lui Y ge oalculeaza apoi cu aautorul formulel (88).

37 ¢ in cazul cind @l(x) = i, i= O l,¢..,m, problema
mlnlmulul se 31mp11f1ca prln introduoerea pollnoamelor ortogonale

corespunzatoare funcylonalel uf£]. Aceeasl 51mpllfoare se poate face‘

- ogi 1n cazul seneral, inlocuing ¢unc§1119 (85) pPrin niste alte

func{ii |

(91) Vo(), ¥a()y ove, Wulx),

care sa file comblnatii llnlare de funotllle (85), degi in genérai
de forma v n

\P (X) lo(pc)(X) '}‘ b l(pl(.a.) +ilo+ b (pn(X)

A Ooeflclentil constantl b i 81nt alesi’ odata pentru totdea—
una astfel oa functille (91) sa formeze un 81stem ortogonal 91_ :
normal de01 agtfel ca sa avem

Ul9;93] = 0, i 4 3y U] = I R el
Funotla de aprox1mare m(x) 0 cautam atuncl sublforma
@(4) o ¥ () 4 Yy (x) +isat c, ¥ (y)
Vom avea ca gila Nr. 32, '
nin U[(fr-cp) Jo= U[f i 2 (U[f‘l’l])
iar coefipiéntii Cl‘al comblnaylel mlnlmlzante gint datl de

9 - i )dh:% ' '0. U[fqlJo ",‘ 0, 1,0-1an.
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Formerea girului (91), ortogonal si normal, se face
printr-un procedeu numit ortogonalizare, asupra cdruia nu ingistim

aici,

58,= 0O aplicatie importantd a celei mai bune aproximari
in medie patraticd o avem in metoda celor mai mici patrate.
S& presupunem cd intr-o problemi practicd avem de determi-

nat valoarea numcricd a n ncecunoscube Xl,xg,...,xn.-Instrumcntelo

de care dispuncm ne permit s faccm direch o seric do obscrvatii
$i mdsurdtori pontru dotofminarea acestor valori sau, mal general,
pentru determinarea valorilor unor functii cunoscute i
fl(xl,xz,..O,xn), f2(Xl,X2,.ac,Xn),.¢., fn(xlgxg,;..,xn) de variad
bilcle K 9FEpyeeey X Fic bl’b2""’bm valorile numerice astfcl
obtinute,

Problema cste ca din aceste date (functiile fi si valorilo

bi) sd deduccem cele mai plauzibile valori alc necunoscutclor

; Problema noastrd rcvine la considorarea urmdtorului sistem

<92) fi(Xl,X2,o..,Xn) = bi’ 1 = 1,2,56.,I1-

’

Accst sistom Insd nu~l putem considera ca un sistoem obisnu-

it de m ccuabdli cu n nccunoscute pentru urmdtoarcle motive:

lO

. Beuafiile (92) nu sint histe ccuatii in scnsul riguros
\ i

al algcbrel, intrucit valorilc b, st obtin, in mod practic, numail
]

cu o anumitd précizic, Valorile lor sianbt totdeauna afcctate do

crori, nstfol incit b, nu rcprezintd valoarca lui fi(xl’XZ""’XnD
chiar Jacd Xl’XE"‘°’Xn ar fi inlocuitec gu valorilc lor realc, |
‘ i

decit cu o anumitd aproximatie. Sistemul (92) este decl, in gene-.

ral, din punct de vedere strict algebric, incompatibil.
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2%, Numdrul m al ecuatiilor este In general mult mai mare
decit numdrul n al necunoscutelor deoarece, principial se presupune
cd, cu c¢it mirim numdrul observajiilor gi misuritorilor pentru
determinarea g 9Xppeve X,y CU atlt mai mult erorile se vor compensa
S$1 se vor eliminsg.

Trebue sd observim aici c¢i este vorba numai de erbrile aga
zise decidentale 8i nu de erorile sistematice, provenite din anumi-
te ilmperfectiuni ale instrumentelor de observatie,

Slstemul (92) va trebui deci *rezolvat® printr-un anunit
procedeu, care aplicat ne va da valorile §l’§2"’;’§n cele mai
plauzibile ale necunoscutelor X 9Xpseee X

Problema noastréd s-a redus la gisirea unui astfel de proce-
~deu de reczolvare. Acest procedeu va i ales astfel incit crorile

(93) g1 = fi(§1’§2"“’§zn) = bis 1=1,2,000,m

sd fie cele mai acccptabile, din punctul de vederc al ideii noastre

¢¢ ne-o facem despre procizia unor m¥surdtori.

%9¢= Din punct de vcdere'matematio, acceptabilitatcea crorilor
(93) va fi caractorizati de un anumit numdr vy, dedus intr-un mod

. determinat din aceste erori. Do scurt, va fi caracterizatd dc valoa-

- Trca unci anumite functii e = E(E15€8p0009Ey) AC €1,E2,000,E, o Ou
Ccit accst numdr e cste mal mic (11 presupuncm pozitiv), cu atit

valorile §i sint mai plauzibile pentru Xy o

Dadéd inlocuim El,iz,.a.,i respectiv prin X 9X5peee,%, In

n n

(92)s & = €(€1,82 yevs,ey) dovine o functic de Xy 9Xpssee,x, §1
problcma noastrd, in definitiv, revine 1la determinarca minimulud
accstel funegii.,

Mctoda celor mai mici patrabte consistd tocmai In proecdeul

+de a lua pentru e sumawpatr&tolor“crorilor“f937;“déci‘*“““““”“"“““ﬂ

i L
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- (94) €2 ef + g8 +.,.+ ¢

- Tdelnd aici incd o ipotozd suplimentard si anume cf toate masuri-
torile influicntezd Tn mod ¢gal calculcle noaostre, deel ci ay |
acccasi "greutate. In cazul contrar, sc modificy pugin formula
(94), introducing lingd ficcare patrat e citc un coeficicnt pozi~f

tiv, rcprezenting groeutatea crorii roespoetive.
|
|

~
In conformitate cu accsta mcetodd, cele mail plauzibile
- valori ale necunoscutclor X9Xpseew,x . 8int ncelca carc fac minimi
cxpresia,

]

I' (95) & :iél[fi(xl,XZ,.-.,Xn) = -biﬂga i

Nu este locul si insistim aici asupra motivelor pentru c¢arc
Gocmal (94) si nu o algy funetic de ey,e, sesey€q  (cum nr £fi do |
CXey [E1 + Eptw..te,| sau fer] + [ea| +4eat l€m|) sc aplicd in

practicé. Accastd motivarce so face In calculul probabilitdtilor [26],

4o.~ B¢ aratd in teoria crorvilor do observapic cd pubtem
totdeauna reveni 1a cazul cind functiile fi(xl’X2""’Xn) sint

liniare si omogene 1In Xl,xg,...,xn, dgci sint dc forma

il loqu b > =, Ay Xq A AL + A, X
.tl(};.lg 29.0',.&11) (ll‘({l - 12X2 +oes hllnxn ’

7

unde aij sint numocre cunoscuta,

Problema nonstrid rovine atunei la un caz parbicular al

problemei de minim tratatd 1a inccputul acestui §. Pentru accstn
¢ destul sd ludm m puncte T11 Toreesy Ve (cari nu vor intervoni
de altfcl cxplicit) gi si definim functiile £(x)y 91(x), ¢a(x) :

eeey 9,(X) pe acestoe puncte prin formulclc

y (PJ.(yJ) = C‘ji}
: f(;YJ" )= bi

Problema rovine atunci La determinarea minimului lui i

j,:l,g,.{.,rl, J.:].,g,.tigﬁ L

t

e e b ek o iy
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Ulf] =j§lf(yi), o(x) = x70.(x) + XPo (%) +euet x 0 (%),
Valorile ceole mai plauzibilg»;l $1 minimul cdutat vy sc
obfinc rezolvind sistemul
- (96) [0:01]2y + [oipe]x, +eies [esonlx, = [foi], 1 = 1,2t 0
51

12 1wt t g -
| Y = [f ] b [f(?.];]xl = [l(PgJX2 —..-—[f(anXn ’
unde | |
2 L] e
[£°] =r§l Pp oo [f(PJ.] = }' brarib 1= 1,2ys00,n,
[
[(Pl(PJ] l I'_L rJ ] i’!j = 192,."."]:1 U

Diferite procedec, constind in diversc combinafii ale ccuatpii-
lor (92) si in difurito Inlocuiri ale variabilclor X cu altele,

simplifica calcululu ofcetive carc trebuiecsc cxecutatoe,

41l.~ Pentru a termina, ddm o aplicatic numc cricd; tratatd chiar
. de GAUSS, creatorul metodoi celor mai mici patrate,

Masurdtoarea (in metri) a diferentelor de indlyimi fontre

S ]

R
puncte 4,’s, T $i Intre indltimea virfului P a observatorului din

H

: GOttingen au dat ca rezultat

Q

i

P+ 64,334 5 R =P 4 3494566 5 R = Qu+ 283,596 ;

i

: (97)

H

-
Il

G + 206,580 38 = R ~ 76,108 3 T = R «+ 648,427

(6]

T =8 + 719,612 . ~ |

Acesta este sistemul (92)

Bineingteles ci din aceste ecuatii nu se vor putea deduce |
: S-=P
decit Indliimile relative =P, E~P, T-p $i nu 1nalt1m11e abgolute !

Py Gy Ry'8, My
!

Pentru a siuplifica calculele, in loc de necunoscutele

LGP, - R=Py 8S-F, T<P seo pot lua alteleylegate in mod simplu,de.acesuea..
| YLy _ , # : i
i f
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Tuim ca necunoscube pe g, Ty 8, b legate de primele prin ecuaiile’
Q=P+ 64,336 + q, R =P + 348,648 + T,

(98)

S =P + 271,929 + s, T =P + 994,207 + T

1

Atunci, exprimind totul in mm., ecuatiile (97) devin

q = 0,
r = WAl
qg-r = 718,
o} - 8 = 813, ) !
r -8 = - 813,
r - § = - 2868, i
s - bt = 2068. }

Sistemul (96) devine

3q - T = 5 = 1531,
-q + 4r ~ 8- G == 3681,
~q - * + 38 - b = 2868,

-r - 8+ 2t = 0,
care rezokvalb ne dd valorile cele mai plauzibile ale lui q; Ty S, %
(calculele ée fac prin elimindri succesive), | i
g = 991,1eeey T == 193,1ieey 8= 1395,700ey U= D06, 0ees
Valorile diferentelor Q-P, R-F, S5-F, PP ae deduc atunci in '

mod simplu din (98).

t
!
|

[1].~ Calculul valorii unui polinom pentru o valoare datd a
variabilci nu nocesitd decit’ 3 operatii fundamentale ale aritmeticels
{

jieun y s o 3 . o
-adunaroca, scaderca §i fnmulyirea. In problemele practice se blirR1Eas
l

s » S 3 . 3 g
roazd mai cu scamd asa zisc funcfill clementbarc. Din punct dc vedere

‘ i
ractic o functic este clementaréd daca valgg};q79;ﬂ§9_p9t”9b§;n9”,#

1
i
i
1
i



= DU o
' prin operatil aritmetice aritmetbice simple sau cu ajuborul unor
- tabele dinainte construite gi suficient de extinse,

1
)
i

[2].~ Aceasta este Torma lui LAGRANGE a restulul. Demonstra-
tia rezultd din cele ce urmeazd Nr, DI

[3]e= Unicitatea polinomului P(x) se demonstreazi astfel, |
Daca ar mai exista un polinom G(x), tot de grad cel mult egal cu nj
~care sd verifice conditiile (7), diferenta P(x)sgﬁx)’ar £fi un poli§ Y
nom de grad cel mult egal cu n care s-ar anula in cele n+l puncte !

(6). Dar acest lucru nu se poate decit dach P(x) este identic cu

Q(x). Bxistenta a cel putin unui polinom P(x), care verifici condi=~

i

tille impusc, reczultd din ccle ce urmcazi.

!

[4].~ A priori nu cstc cvident o P(x), mai precis cocficis
' {
{

‘entll acdstul polinom, sc oxprimd liniar $i omogen in raport cu

valorile f(xi) ale functici f£(xz). Sc poate insd demonstra accst

[
 lucru prin inductic completd, S8 presupuncm ci proprictatca cste !
, adevaratd cind avem numai n foduri KosXpaeosyXy 1 o Fic atunci Q(x)

:polinomul de intcrpolarc corespunzdtor. Prin ipotezd Q(x) cste de
[forma

| Q(x) = AOQOCX) + AlQl(X) +teoot An_lQn_l(X) 3

:undo Qo (%) 4 Ql(x),..;, Qn_l(x) sint polinoamc independente de funcﬁia
;f(x),iar Aoshiseea, A1 sint independonti de x si depind liniar s@
fomogen de valorile f(xi), dpm =110 IR T = |
: - Diferenga P(x)-q(x) ecstc un polinom de gradul n carc sé

' anulcazd pentru x = XorXpseoo,X 1 « Aven deci
, )

;(v> P(x) - Q(x) = A(X—XO>(X—X1)..a(X-Xn_l), ;

~unde A ¢ste independent de x. Fdcind x = X,y deducem

i ‘._.«:E{;%Tl__:v(%(:&n) .__:__A.(,XH::XU) (Xn..—..zgl;)_.__»_gﬂ Xn—"':n—el‘)".' RN



dc¢ unde sc vede cd A cste dqhsemenoa liniar si omogen in f(xi);
1 =0,1,..v,n. Formula (¥) nc arati atunci c# proprictatea osteo
adeviratd gi pentru n+l noduri. Pentru n = 0, deci pecntru un singuwr

nod, proprictatea cste imecdiati, _ |

' |
[5]¢~ Printr-un polinom de gradul n se intclege un polinom

dc grad cfectiv ccl mult egal cu n. Primul cocficient al unui poli-

nom poatc sd fie egal si cu 0. |

[6].; P.L. CEBISEV a cr :at teoria colei mai bunc aproxima-
tii studiind mecanismcle formate din barc articulate., Cercctirile ;
lul OEBT@EV, reunite In 4 volume [P.Li CEB&§EE, Polr » sobfanio }
socincnil, Tom I-IV, Moskva-Leningrad, 1966-1948] au avutb si contis
nud s& 2ibd o marce influicntd asupra doévoltérii matematicidi - modar—
ne, Ideile si reczultatele 1lud OEEE%EV in tcoria numerclor, bLcoria ‘
celel mai bunc eprowimatii si In calculul probabilitdtilor au descﬁis
ol drumuri spre progresul accstor ramuri ale stiinted.

; g iy ; ol
Polinomul cdutat aici oste polinomul w(x) = x 1

vee
de gradul n+l, deci cu primul coeficient egal cu 1, care difera oei
‘mai putin de zero p2 intervalul [a,b]. GEBE§EV a arabat cd acest |
polinom e caracterizat de proprietatea ¢% maximul L a lui |w(x) |,
I dIntervalul [a,b], este atins cel »%in (deci exact) de n+2 ori.
fPunctele unde maximul este atins siuv atunci, extremitiiile a, b
;ale intervalululd precum si réddcinile T13Toseeesyy, ale derivatei |
iw'(x), carc rdddcini sint ncapirat reale, distincte $1l cuprinse in

intervalul [a,b]e. De aici rezultd egalitatea

| (a+1)°[12 = o %)) = (x=a) (b=x)[ o' (x)]2,

de unde '

(V2" Py = 7 =) w'(x) , ‘




s

deci

(n+l) X = J)jré;ijg
.Ug%mﬂ)(b‘x) LT -

din tare sc¢ deduce, cfectuind integralele, forma caubatd a lui w(x)

Y

. (precum gi valoarca lui L).
[7].- Proprictatea rezultd din unlcitatea polinomului P(x).

[8].- Dac#d, in particular, ludm nodurile (15), gisim

b=a 1

s G S
2(n+1)
carc radminc cuprinsg intre Eﬁg si E%é ;

1

[9]«= Dupd teorema lui WEIERSTRASS “Uber dic analybische

!darstellﬁarkeit sogenannter Willklirlicher Functionen reeller Argu~,
mente", Sitzungsbef. Akad. Wissensch. Berlin,

fdaoé £(x) este o functie continud si e un numdr pozitiv, putem gidsi
‘un polinom P(x) astfel/oa : :
%(Y) CEx) - P(x)| < e

ipentrﬁ orice x cuprins in [a,b]. Fie n gradul polinomului P(x) %i
éT(X) polinomul de cea mal bund aproximatie a lul QEBf@EV de gradul;

.n, deci acel polinom de gradul n pentru care max |£(x)-P(x) |

i [a,b] . !
l |

‘este cel mai mic posibil. Din (Y) rezultd atunci

| £(x) = T(x) | < <

| Tned se stie c& f(x) - T(x) atinge maximul valorii sale

?absolute poteal nudEee neRrninaial ni) ReRpe sTEsmnats . ancghe puncte |
ifiind situate in intervalul [a,b]. De¢ aici rezultd cid diferenta E
£(x) = T(x) se anulcazd pc cel pufin n+l puncte distinete din [a,b]}
Luind n+l astfcl de puncte ca noduri, T(x) cste polinomul de intorE
polare a lui LAGRANGE corcspunzédtor. Din vasta bibliografic a poli%

|noamolor do cca mai bund sproximatic citdms P.L. CEBISEV, loc. cits




e = P e W = L LR e .l s i Zie o )

: | ~ 57 -

(6] , tom III § Scr 5 BERNSTETN "ngons sur les prODrlbtbS oxbrumazcs

1es,.4s™, Paris 1926% E BOREL "Letons sur les fonctions de varia-—:

bles rdéelles", Paris 1905% T. POPCVICIU "Despre cca mai buni aprox1~

" matic a functiilor continue prin pbllnoame", Cluj 19%7. F
b _ I
| [lo].= 88 considerdm pentru ficcarc N, un numdr de n+l
- noduri

o 2(B) | () & |

» X1 Tgeeny X
FlO atunci P (V) pollnomul lui LAGRANGE a functiei f(x) rolativ
. la nodurile (YY). Oricum ar fi alcse nodurilc (YY) se poatc gisi o?
; functie continud £(x), pentru care Pn(x) nu. tinde céﬁre f(x) pe
toate punctele intervalului, cind n - o . Acest lucru a fost demonL

|
{strat in cazul nodurilor echidistante de citre C. RUNGE "ﬁber empil
|

rigsche Funktionen und die Interpolation zwischen #quidistanten’ Ordinaton“

Zeitschr fir lath., u. Phy., 46, 224-243, 1901, Pentru cazul general

l

‘a se vedea G. FABER ”Uber die interpolatorische Darstellung stetigér
| Punkbionen" Jshresb. d. D. Math. Ver., 2%, 192-216, 1914,
| | ‘

| [11].~ Numdrul w(8) = max |f(x")-£(x*'*)| ocind |xt—xt ! | < 5’

se numcgto modulul de oscilajic al functiei £(x)e Daca functia cste
!contlnua pe intervalul [a,b], avem
lim w (8) =

| -0 | TS ‘
Din definifia lui w(8) rezultid inegalitatea |

[ £(=') = £x') | < w (fx'=x'"]) |
J

g1 cd w(d) este o functhie nedescrescatoarc, deci cd w (64) < w(ég}

‘pCl’ltI‘ 61 < '52 » l {

Pontru functia de aproximarc con31deratd avem deci !

(vvr) [£(x) = o(x) | = |£(x) = £(a+(i=1)h) + A f(a+(i—l)h)o(X‘3‘(i"£)h1{ S

+ —— S1E GO E et A (o= ) S (ST ET e
| | ,



w58~
ye' intervalul [a+(i-1)h,a+ih]. Dar, pc acest interval, : |

| £(x) - £(a+(i-10) | < w ([x=a=(i-1)h|) < ()

8 P(ar(ialdn) | ¢ & | xea-(i-1)k| < h

si deci din (Y1) deducem

| £G2) = o(x) | £ 20(h) = 20(R22)

formula carc cste valabild pc tot dintervalul [a,b]. Proprictatea
Ccorutd rezultd dacd f£(x) cstec o functic continud, Intrucit
h -a
llmw(-b-ﬁ-— =i 00ty

n - o

1

[12]+= Scrge BERNSTEIN "Démonstration du théordéme dc WEIHR-|

|
l
 STRASS fondbe sur lo caleul dos probebilités. Soc. math, Kharkow,|
1(2) 13, 1-2 (1912). ]

Polinomul da'gradul al doilea

(mlf +By D% = Ax® + 2Bx + G,

l

ramine ncnegativ, deei B2 - AC <€ O, d¢ unde 32 < AC, decd

[13] ¢~ Accastid inegalitate clasicd se poate demonstra qstfe%.
l
1
B < | B| < VES. Dsr,

A=

] i=o

s

2 5 . n n P J I
@y , B :igoaiﬁi s G =i§oBi . ]
i

[14].= A se vedea articolul citat a lui S. BERNSTEIN [12].
EPolinoqmole LTS BERNSTEiN dau deed o demonstratic cxtrem de
,oluganta teoremel lui WEIER ;TRASS [9]e ‘ |

Domonstrayla seC apllca cu putine modificiri oriecfrci funcHili
‘continue. Reluind modul %0 osclchiU w(8) [11], obsecrvim cd avem si

w(kd) < (k+l)m(6)

~ origare ar fi numdrul poz1t1v ke Avom atunci

|

e
.



e w( | x=a=ih|) < (JE:%:iEi + 1) w(d)

rde unde

| R(x) | < TSZRT z w( [x=a-ih ) (3)(x-a Y (b-x) P

A

? (XL 4 1) w(e) ¢ BT+ Lu(s), |
= T (b=a)? '

Dac&d lvdm & = Pﬁﬂ s deducem

| £(x) - B (“)I " w( =2 .

Pentru acest reczultat a se vedea T. POPOVICIU “Sur 1'appro-

.3 mation des fonctlons convexes d'ordre supérieurg” . Mathematica,

—

ilo, 4954 (1954) si "gur 1'approximation des fonctions continues
d'une varisble réelle par des polinomes”,Annales Sci. Univ. Jassy,

28, 208 (1942).

[15].~ Vezi prima noastrd lucrare citatda mai sus [14] sau
:cértioicé citatd la [9].

| [16]i~ & se vedea T. POPOVICIU "Notes sur les fonctions L

ioonvexes d'ordre supdrieur (IX)Y, ﬁull, Math. Soc. Roumaine des i
Sciy, 43,85-141 (1942). | i
| [17].~ Orice functic derivaté se bucura de proprieﬁétea cd is
toate valorile cuprinse intre doud valori aleil ei. Membrul Intii
fllnd media aritmeticd a valorilor f"(@ ), este cuprlnsa intre cel
/ |

mai mare si cel mai mic dintre aceste numerca. Pe bazs proprietatii

de mai sus oxistad deci un @ cuprins in cel mai mic interval (deci,

A fortiori, in intepvalul [a,b]) care confin punctcle ©j.

1' [18],- Metoda prin carc am obtinut formula lui GAUSS sec

hgproché des intéerales'yMath. Annalen, 25, 427-432 (1865) sau

IDifferenzenrechnung®, Loipzig 1896« e A ek 2 et S S



; g : L
~rlayaii it

|
o= Aocst lucry rczulta din Droprictateg Semnalaty 1la
a Cdrela, d derivaty cste

e [17] Do baz

e S

acd o iumcglo

diferity. e Z&ITo
‘pe un interval [asbl- sas 151 pdstroazy ge

[20].- Rbl&tllle de ortoge
ard de un factor

Inul pe acdgt intervalt

aft

constant. Normalitatea arc de SCOp a fixg ace
'constanha;.fe~ 1 = TR Tl i e b W S 8 S Ry : i

Ea e A
Clal]e= vousy gaper SZBGD , "Otbhomonal f@l-nom%gign’w1959’
p;:26.~.; ¥ o i ,
‘fea]isip
UL£], of aim

astg

"
| E |
Ll s ]

b
)

Ormula ne araty be bazg 1poteze1 fécute asupra Iujf

I
iV, P@ZlblVlLatea lui A

n Pentiy. orice

" atunci: clnd L] s,

a1 (70 gt geéneral, pentg
f(X), UL£] se ex

Tu functiije contlnue
Xprimd sub forma unej inte

erale a lui §OTRLTIEg |

;
u[£] I@ f(x)d&(x) _] f

unde a(x) este o Lunctle nedescrcscdboare.

§& numel daoy u(x) nu ge pe
numar finjgg de

|
Avem A, > O et 0, |

duce ld funciie aving un

l,o.a’ d.d(:

dJscontlnultabl, fiing constantd pe intervaleie dindre
f aceste dlSCOHtlﬂUltaLi _ : ;
I : (224 Formulg in Lscn@a este datorlta lu1 P. L ChBIBLV
1} Vezi log, cit,

‘sau T POPOVICIU loc, cit, : |

le= Deci ¢ Valoare cupringg %
1 a y
‘acestor Valori,

[25].= Pontry
constituc

Tt T iy

d¢scut1a Sistemelorp 1d

1n1are,
un 1nstrumont tuoru

!
|
determinant 4 I
tie foarte_dtil
‘ele prezinty Ingd compllcatll

1mportanya mlnlma.

! L26]~‘ Numérul
pPoate fi fo arte -
| v _

I81'¥ Ep +...L em[ cste 1nacccptab11, intru#it

S T



foarte mari in valoarc absolutd. Numdrul leq | +lea| +eeot|Enl| osto
inaccepbabil, ifntrucit in cazuri foartc simple, poate duce la
nedeteorminarca nccunoscutclor. Astfel min (| x| + |==2&| +|x=2| +|x=3 )=
| pentru :

= 4 gi are loc oricc valoarc a lui x cuprinsd intre 1 si 2., Daca s¢ J

ia (94), in cazul cind avem O singurd nccunoscutd Xq pentru care

s—au misurat direct valorile bl,b2,...,bm, avem

¥ b, )° '
L 1:1<Xl— 1 1
tocmail pentru media aritmeticd

& bl + Dy ottt bm

m

|
' 4 valorilor misuratec, deci tocmal valoarca cca mai probabila a lui

Xlo



