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C A ¡ C U I-, -rr iì A C'I' I C 1>

r. 4erg=r+gt+g=E1=+gl9r!9[gkic

l.- De obicei cÎnd Înt¡'-o probi.illiä 1rr'aci;j-cå i,:L"U:rvílle o

funclie f (y:) , cale d-epincle, de o)i¡ , cte vaiorile JL'.i x cu,oriise

în'br:Jun. interval Iu,1r], nir averl pent:l-'r-r aceasbä f"ui.ic'Çie o expiesie

sli¡plä care sä pernitå cal-culul uçox al valorii ej- e:'tacte pe:rtt'rr

orj-ce valoare a variabrl,ei -Í., i" aseiiÌonea c¿'.zLlri sQ lniocuier;te

func'çia f(x) printr-o al'bå furncÇie ,rr(x), cle o fornà1. slificlent cle

sinplä, ale c¿:Lrea valori ,9.i se ¡;rete ze uçolt ia calcutleie .;11¡¡1s1ice.

irent¡u o val-care xo a lu-i xrrp(,lo) 'va fi aturici o v'aloare aprr:xi¡.a-

tivá a hri fçxo). Grafic, procecLeu-l revine la a îlrlocui curba y=f(:l)

cu o al'bå currba y = ,ro(>l), a cij.L:er coìlts'L-l'tl-

ire sä fíe posibitä i:.-r ,,rod- siiLrplr-r çi cl-L

o suficientä preqízie.

In calculele pL:ac'r,-'i ce, în af arèL cr-c:

sirrrpiici i;abea furlc çiei ç(;c) r calre înlocu-

eçte:flunc-Çia c'Latå f(;t)? ceea ce ne ìn.lelle-

trig.l seazä este ¡nfl¡i;rea erorii f (x) cp(>r) ¡

c¿ì.ïe se conite prin aceastd. Îllocurire. ìíè va. in'beresa, î^ pall'úic-'r,-.

Iar, nu atit valoaltea exactä a. a.cesùe-ì erori¡ c:ì.t nai cul seailå

dacå ea rånrîne sau nL1 cupr-inså între anurtriùe lir:iii;e da're' -ÉIceste ti--

nil;e ne sînt impuse ile pr-ec.izia cerui;ä in calcr-rl-ele nLi,,ieîrce cli¡;-

probler,ra l:espectivä, O p:cinä 1n.4-icaçie ne-o c-á olice au;ilál r-,ozj-ui-v'î2

r) Ccnferinþe'ç1nute ta AGIIL în anril LC)+9..iceste cot-Lferiilçe sir.rÙ

,ou,blicate aici fárä nici o, mod-j-ficare. Uiicle .rezultate ir',eC'ite ar;,

f osl, urtteriotr co:üple'bate çi preci zatè.
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dacä çtijl cä valoare¿ absoltr:tä a erorú rä¡rîne mal ¡oioå d'ecit adest

nr,unär Ut aceaêta¡lreifi;ru 'toat,e va1orile lui x ouprS-nse în intesralul
,.¡t

IurþJ. ,r,

Dacàí. <i-eci purteut d-enons'i;ra cä pentru orice valoare a lui' rc

cl1n inÙerval-ul' [",1r] r inegalita'bea

lf(x) - q(x)l < Ê(t) lrt.x, - g\x/l \ Þ

e sar;isfåcu.bä, fr-rnc-Çia q(x) poa,oe servi pen'bru calculul aproxiiuabif

al lui f (x) cu preci-z-iunea cerutä ' '

@,
scrie
(2)

2.- Fun,c'þia q(>c) se poate numi în 6enera o Luac-tie--ê9--quqg

a lu:i f (x). Dacä notä¡r cu -c'(x) d"iferen'Ça f (x) - q(x)¡ putem

f (:c) = cP(x) + R(x).

Avem'd'eünci o d-e a furo'þieí f (x),iar rì(¡r)

este æF-H¿I acestei formule '
Pentru a vedea claaä i-Lre6alitatea (1) subsistärtrebue sä stu-

cÉen restul r?(x) . o ale¡5ere cornrenabilä a fu-ncliei de apro:ciroaro q(x)

va perrrtÍte în geperal sä cleliinitän pe I R(x) | as'bfeI ca inegalitatea

(I) sä fie. ,lapisfè cuj;äo . ,i,,, ,, '" 
.^ /_)\ ^x f., nIn rezumat, penÙru ca o for¡lulä d'e aproximare (2) sä fÍe utí-

lízabirä în calculel-e practice I se alege fwrclia cld aproximare q(x) d.e

o fornå particularä comod.är dffi aÏ ff d'e Ox¡; urr pÓI{nom, o tin:ie PoIi-

gonalä¡ un polinoin brigonornetric, etc. Aceasüä alegere filnd- fäcuüä' 
'

'díferiüe ind.:ica'9-ii ca,.e 1e avem asupla tuncliei f (x) ne vor pernÍbe d'd-

linitarea resüu1ui iì(x) ¡ Asemenea i"nd.i er:'ij.j- e.sllpra funo!1ei f (:c')' 'rezul¡

üä dé oblëei ùin rela.-hf.j.lr ';4r':::i;i'';e Ia care satisface aoeastä functie'

Daoä d.e exr ¡ çtim cå f (x) satisface o ecualie ciiferenliarä de for¡'a

dy
æ xlr )wt
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'ji d.acä çtim oä funclyia F(xry) rämîne cuprinsä între d.ouä limitc

fixc n func-i;ia f (x) arc o d.erivatä care ränîne ouprinsä Înürc aceste

lirrriüe.
Vom cxamina mai jos restul în cîteva formuLo d.e apro>cimârc¡

3.- AeLc mai avantoase funcli-i d.o aproximarc slnt polinoamele,

cyaci acestca sîrrt celc mai simplo funcfii- -rtît d.ín punct d-e ved-erc

beoretj-c qît çi practic [f]t. Vom cxamina d-eci cîteva probleme de

aproximarc prín polinoa¡ie cari se utilizeazä în practioå'

_O formu-lä clasicä d-e aproxi-mare esbe bine cunoscutä fprrnulä a

lui fAyI,oR, oarc sc oroþinc d.acä Iuäm ca po}Ínom d.e aproximare polinoniul

lrr(x) = f(c) +

und.c "c 1,=t",un punct d,in intervalul [trb]niar f t(x), f t t(x)¡...

tLerivatele succcsj.ve alc funclici f (x) . '

în Analiza materoabi.cä se d.emonsbreazâ oä restul formulei

aproximare corespunzätoare

3) f(x)=Drr(x)+R(x)

se poate pune, de QXr ¡ sub forma lzJ

R(x ) - (*--")t11 ,(n+])1o¡ ,
(n+I) I

und.e @ cste un numäh cuprins intre x çi or

Dacä çüim cä cxistä un numär pozitiv M astfel- ca sä avem

luä¡r c = 
a+Þ . din (4) ded.uoem imod-íat cä

2

sînü

de

l

(n+L) I

Mare le d-csavantaj al form'Iei d.c aproxinare (t) este Óä"pollno¡uuL

Trr(x) nu d.epind.e d.ecîü d.e valorile funcliei f(x) çi ale' d'orivatclor

sale ï¡o: punctul c, deci numaí d-e valorile funcliei f (x) ùin irÌcd'íata

apropicrc e punctului cr Dín aceastä cauzä, Tn(x) va ÖÍferi in Scncral

tr
I

(

.rÌ, i-r'

,\iî

?ir :t';:'"

f.i

I

(

f-;
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rlh TA_ltO¿Ì, raï serveapro:ci¡¡ativ aI funcþiel f (x).
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€,rrfåcienü d.e pU+ot.il c
çte pentru caLc,rirrr 

\P

buln-

str )

,r.., a

Ekistä
3'b.'4"¡ un ,Polfnon p.(1),care i a pe punctele (6)

de grad. ce I ¡ault 9gal ouaceeaçi val_o are ca çi funcfia
deci ca

f (x) r astf,el
ìì ,¡ !s

, TI a
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enpírice, care sînb cunoscute numai pentru anuníbe valori (6) ale

variabilei x. Valorile funci;ieí pc punctele (6) sc cal-culeazä Cu

obicoi expcrimental lnùerpolarea pcrmibe atunci sä complctarn¡ s..u

curn se mai zicer sä prelungip func!ía pe intervqlcle parliale d-etor-

¡ninate d-e punctele (6), Polinomul P(x) fiind. clefiniü penbru toafc

valorile (reale) atc lui x, eI prclungcçÙa funclia çí în afarä clc

acesüe intervale çi anulne prin e>Ítrqp.olarg. Accstc valorí aproxina-

üive penüru f(x) sînt înså în general mult mai pu1;in bune. Þollno*

cînd toate cele n+I noduri se confund.ä într-un singuf punct o¡ îoa-

te val-orile aproximatlve ale funeliei f(x), În afarä d.o punctul ct

se ob$in d.e fapÙ prin extrapolarer

Pentru a caÌcula efe ctiv polinomul de int-erpolarc P(x) I

IA0RAI{GE î1 pune sub forma urmätoare [a] t

(B) P(x) = f(xo)to(x) + f(xr)Lt(x) r¡r¡t f(xn)T..,rr(x)t

lÀnde ïro(x), lrr(x),., r, L,rr(x) sînt niçùo polinoane d-e graclul n [5],
oonvenabj.le çi índ-cpend.ente de functia f (x) ¡

Formulele (7) n'e aratä imed.iat cä

T.,i(x1) = Ir r,t(x¡) = ot

. k = OrI9...¡i-Iri+lt...tnt t = Otltrro¡11¡

, d.e und.e d.eduoem imediat cá.

f,r(x) ã
(x-xo ) (x-xr ) . ,. (x-xi-1) (:t-xt+1). . . (x-xrr)

(x1-*o ) (xr-x1) . . . (x1-xi-I) (*i**i*l)''' (xt-xo)

i = 0rlrrir¡II .

Fenbru a prescurta formulele, fie
(g) r,r(x) = (x-xo)(x-x1).ii-(ry-*r.)

'polinomrrl d.e grad.ul- n+1, cu primul cocficlent I çi Oare axe ca

,räd.ácini tocmai nod.urile de inÙerpolarer AÙunci putem soríe

(x) = o(8). 1'- r i = orlrrro¡rl.-

'r

'- /.. .',. ì
I ;. , r-- -t' 1r

' .. : '. ...-,
.1,.,.,'" :., i--t 

..

f {a I

l;',: :'il

,j,'l; ' ;'i.: , ii;"'r'ir'"'- ''r i:
,-..' ¿ $.d \.v

,..¡:'!'li

I

l.¡i .:_ì:i

;'i1 i:i' i. '' \i.l

:.1

i.l i.;l :- .ll; ;-: .''

,,"ìii,ft,,-'.ii

.- ,,

;¡i:fv:."-{- i i l' 
"::, 

.-'

:il \
,.'. .Il. -"

.t,', ,j i:j !:.;J Ii:'r ji j 11 '111¡;;i C!t'1
;i fi.{,i i,l J'jl.t;if

¡ }J
i i) :i.;¡mr ì';j:i: iii''i i,'ii ,ï rilj i';; ii-rr;'r"i i ",' iiù'''.'!

r11i¡ '.i 1,.:-i
.7gsi¡,Sr'1i¡/,Ì7¡ g;1fufu!;ri:rr

:. .: rr': r i;r -,-

-., ]

.,¡
:,, i. ; '.'-:'

i' .t,[i,i,'i ¡"lì/r('f '

,:: .l j

*. ).;ll,:'

ìi 1¿ + ¡ r ' \

' ;..':.,.' :

! 'r:

.,e,:,. : .t,rr ''

. ).,.;
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çi gäsinr clcci, î^ clcf inii;ivY

n_:
-:^-L=u

\
ìr rÃj /

J
u(x)

i(ro) xP ( )
(t t(x, ) )(-xi

d-c und-e 
'e 

zur'bä rqgq.,-@s -lq-!''{StsêSg$ '
f (xr; uf;)

,- t- +' + iì(x)
ot (xi) x-xi

5,- Evelu¡.rca rcstului în formura (rr-) se poate facc în

fclul urrnái;or. Dacä puncm accst rest su'o forrna

R(x) = $' tr: (x) t

atunci forniura (1Ì) d-ctcrminå corirplet pe A pcntru o valoarc d'abå

a lui x (c1if critá d'c un nod-) ' Func.Çia auxiliarä

F(z) = f (z) ' P(z) Ao (z)

s,L) anulcazä atunci pcntru urmäton'relc vaLori alc lui z't

(I2) xo, xl,"o¡xrat x'
. lnsä, o consecin!á lmccliatå e cunoscutci tcorerne a lui

RO'_,LE nc aratài cä d-acä o fr-rnc.lic sc anul-oazäp; n+2 puncte d'intr-un

inÜerval,d-erì-vatasasùanu]-cazäpr,celpu1;inn+I,d.eri-vataSa
a d.oua pl cet puþi.Ì1 I1e c c o ¡ d'erivata sa d-e ord-inul i pc cel pu'Çin

n+2-i...-qi+..€-i.^..a_.i.-^L^âîÂr.n1{j.nrl.ln+].pooelpulinI

punct d-in accst inicrval (rnai precis d-in cel nai mic interval oare

conline cele n+2 rädåcini are fun.cÇiei). Aplicînd" aceastä proprie-

tatefuncliciT(z),veclerLcäputenrgäsj-unnumärOcuprinslnccl
nai mic interval care conline punctele (Lz), a'stfel ca p(n+l)Ct> = O'

Avcm însä
p(n+t ) e)

d.e d.uccn

,(n+l) qz¡ (n+1) tA

(n+}) o

I
( II)

çifäcînd-z=o
f

a
n+
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ìn Aefinitiv clcci, restul în formula lui LAGRAI\GE esto

R(x) =
f (n+l) (0) rp(x) ,Qî) (n+t) I

rrnde O esÙe cuprins în inbcivalul [trb].
Dacä | 1(n+f ) (*) | < M (M ind.epend-ent d.e x) peiltru orice x

din intervalul !urb] çi d-acä cr cste cea ¡rai narc valoare a luj- lo(x)L

cînd x parcurge acesb i'nterval, egalitatea (Li) ne d'ä 
:

(14) lR(x) I < ffil M.

6.- Val-oarca .onstuntoì ø d-epind-e d-e noclurile de interpolare .

Cea maj- mÍcä. valoare a lui s, va fi ob'þínutä atunci cîn-d- maximul lui

I ur (x) [ Ain intervalul [urb] va fi cel mai rrric posibil' Deùeri-rinaroa

ninimului lui c¿ esto una d.ih iraportantete probler:ne rezolvate,d.c

p.L. SEBîçEV în teoria polinoamclor d"e cca mai burrð' aproxinalie,

creÊatä d.e el [6]. CUBîçUV a arätat cä penbru accasta trcbue så

Iuäm

r,l(x) = cos (n+t) ¡ *"."o"ftf*J

A"=

çi atunci

iar nod-urilc d-e interpolarc clevj-n

(t5) xi = + - þ"osaffin,' j- = orl¡.'o¡r1.

t{od.urile fiind:, astf eI- àJqsc, delir,ritarea restului este

I R(x) I
ù1.

gonrparînd. ou f orrnula (Ð ¡ sc vcd.e eö polinoanele d-e intcrpo-

. Iare, ccl pulin teoretic, d-uc la o nai bunä aproxirnare d-coît f ori:tula

Iul [AlIrOR.
, ?,- Deliriritareá restului în fornu-Ia d-o interpolarc a lui

LAGlrAi{GE d-epind.e d-e dcU-miùarca valorii 'absolutc a d-erivatci d-e

4Fì

.ir, '

# a

1rü

rt

r !.r- èi_j: 
--- 

_,¿+,
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or.¿inul n+l a funcfj,oi. gä presupullerJ î¡rså cä t-itrrctia vc::'-j-'iiciL c.

Ipo7ezä nai gcncralä d-ccît d-crivabilitatca çi anlt¿Ìe cä c;;istiji o crrj-

st,anbâ I{ astfel ca

16) lt(*') -f(x")l(Klx'-x"lt

oricare ar fi xr, xf r d-in intcrvalul [urb]. O as¡fcl crc func'Çic fiL.)

,ice cä verifj-cä cond-ilia l-ui LIPSCHIIìZ. O funclic carc voriflc¿i, o

astfel d-c cond.iþie estc i;otd.cauna continuä, înså poatc sä lru ad:-:j 5rL

d.erivatä pc orice punot al intervaluli-ti I a rbJ . Pcr:iru func{;iilc oo: ti¡

nue cond.i!ía lui LIPSCHIfZ., esto r,,,etrictivä, aça cìi o func-þJ-c j)Q J-t-;

sä fíc contlnuä fårä ca sä verj-ficc o cor:,J-itíc d-o jlor:ra (16). D¡c¡'i

însä o funclþ1e f(x) erc o clerivatå continuä ire j-::;ulvilul Io,bi, üx

vcrificõ. cond.i!1a lui LIPSCHITZ ,(16) pû accst íntcrval¡ j.ar ctcrlvali¡i

f t(x) nu poatc så întrcacå în valoaro a.bsolu.,ii consbånta ji-¡

funcliilor carc vcrific5. o cond.í{,ic å tui LIPí;Clj:'lZ con}irc, -Ì-: il" -'-'-

ticular; funcþiilc a cäror reprczcntarc gra.flioå cs'i,c¡ o ii:-r.ic .:'-.j- o;

nalå (cu un nunrär finit d-e vîrfuri).

Flepolir:r.onrulc]cintcrpolare(to),Daciifuilc-þiaSclccj.i-ic..l].¡¡'

I pe intcrValul [o,b], aven P(x) = t (nai gcncral ?'veiìl P(:r) = f (:':),

d.acá f (x) csùe un p.clinon d-c graclul n l7l). Dcitucun i.cci

r = -e #.#!9
Çir tinînd scamír ùc o"'*"ir.-r)i,liru,"t

_ $ r(x),; r(xi) . g(9 .- i3'o ot (xi ) - x-xi tn(x)=f(x)-P(x)

Avern d-cci

, , lir(x)¡._i"-ftFffi"1€1.
Dac5. f (x) vcrificä cond.ilia iui LIPSCiII'I'Z (16), AVCI:I

()
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n K lx-x. I lur(:c) |

I n(") l<rì. T6'q.il - 6=if ,

5au

Q7) I R(x) l< ltP lcu(x) l< tcPo e

unde 1r
Þ = 1=tr. TF(xJ-l,(rB)

- Este lnutit sä ne oprin nai nult asupra oazului gcnera] (ei)

çi volr consj-d-era deci cîtcva cazuri- particulare'

A - --^Li ^--'r ^ú.,. ---l o-i oX I rrXr"r e.Íì noduri d-o itftcf-ör- -H'ie, î* particular,¡ n-I Çi sä llrar:r ca nod'uri d-e itrtcl'

porãre ohiar extremitä-þire a, b ale intcrvalurur., polinonur cr-c i-*.tcr-

polarç este atunci

P(x) = r(a)ffi + f(b)ffi ¡

Sinterl aici în cazul -"1-$g

o ieí niarc , cînci" curlca Y = f(:g)

cste înlocuj-tå cu d-reaPÙa carc

Icagä pu-nctclc A çi Br corcíiiÐtil'Ì-

zâboave aroscisclor a çi b'

Restul 1ì(x) În r'orirula d-o

interpolarc colrespunzäüo¡rro Fjc

f í8.7

ob!1ne oalculind Pe cú çi P' Aven

cú =' flûx lul(x) | = Lrax
/a .2

l(x-a)("-¡) I = IDU9J- I

tax
p- 2

D-ã.

(¡-ar2
B

,v*

.Avenr d.esi

(19) I n(x) l< Iiï

Öacälttr(x) I < 1\lI çi
R) ( )(2o 'x t

o



ve¡ifraä con{L tía lu:i f,lPScEt DZ' { l-6 )
GJ

d.utli d-e l_ntcrpo I
rarc çi c a 7)üI n=2 , Iuand- AD lfo

sá cons1 ûe

url
a+bT I 1ntcrv lului t a b l a

b ç l_ j I o cu]. CI

t c (.
)t a

inJ-(/ tare d f t.
(:,, â tunc i

Porino[lut d.e crpo
a+b

2 ) 2f (a+bT ) (x-a ) (b-:< ) +

t f ( a) (x-b ) (x +
P (x ) a+bT ) l+ f (b ) ( a ) ( 5a

f i9.4.

Sîntcni aici în cezui f"t"Æ'*afþå

par-ab-9lici, cînd curba Y = f(x)

a"t" înlocuitä ou Parabola avî:'d'

axa verüica]ä çi trocÎnd" Pri¡t

punctole rêPrezentative At Bt Ct'

corespunzätoare absciselor a' bt

-Ð . Ufr ôalcul sinplu ne aratä'' atunci cá
'z' \,' sr*Y'* ':: 

a+br r - (b:a)7
g = r.l"lxr l(x-a) (x-b)(x - T) I = W t

: Aven deci

' d.acä t(x) verificå condilia L.,IPSCH]:IZ (16)'

,sinplu çí anume cu ajutorul

i Este inutil sä consi
.

interPolare sî.nt' d"istribuit

ca c ul clr fe

i cazul gencrill cînd' nodurÍIe 0c
derän aic

e într-un rrlod" oar

J¡È'= i
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,'fn ca].culele numerice este iiuportant ca'lod.urj-le de i-n.te:pc'l'. ': '::

I fi, çi ele cît mai. simple, Noduri, cun ar fi cele a.ate de fornllli;.Lc
2ì r-I

eÐ, sonduc Ia dificultä.Çi d-e calcul din cauza nu¡:crelor oosf;-,;,;__.,i t

oare sînt în generaf lraïionale. E ad-evärat cå acesl,e nixnere se i:oi;

calcula odatä pentru i;otdreauna, d.ar în practicä e nai avall.ba;:,¡ :l

întrebuintar d.e €xr ¡ nod-uri echid-is'bante. Dacä cle ex. )i Jl'--1,-r:--,,;- 'i:'.

tinpulriar f(x) un rezultat numeric experj-mentalr flê d-i.m i:ii-'-l" ! . li

bine seana d.e mersul general a1 fenomeneul-ui d.acä experi-cnçeic ;.-)

f ac 1a intervale d-e timP egale.

Sä presupunem d.eci cä nod.urile d.e interpolare (6) sînÙ .j-:L:n-,tcic

. care'înparü intervalul [.rb] îtt n pårli egale. Avem

. b-a
h 

- 

-

rr-nxi = a+ihr i = 0rlr'.rerl¡ a

În acest caz polinomul (21) clevine polinomul cle interpol-¡ro

' aI lui NEV\ITON, 
,,

, (?2) Nrr(x) = À" * rå Ài(x-a) (x-a-h) ' ' (x-a-(r-I)h) '
Io,- pentru calcularea coeficíenlitor Ài în polinoniul rJ-e ir.ü¿ro

polare pus sub forma (22), introd'ucem

, ale func!íei f(x) t

d.Íf ere cle .J-i zate sucoccJ.vu

A f(x) =

A¿f (x) =

x+Ìr x
t

Af
)

(21)
aaaaa.aÒla"t'

aaaala¡taac'f"

Ded.ucem atunci, printr-un calcul siinplu

l-Nrr(x) = Lt + 2Àz(x-a) + 77t{x-a)(x-a-h)i' rr

12 wrr(x) = 2t7r-z t 1,27u{x-a) + 4.J\'a (x-a)(x*a-h) *" r

aaaaaataa¡t"' a a

.l. ,... .: :,

r_.. ..j

¡i C'i-

', 
ti.. ('I

', i4{,¡.-., , .

. .'ð.,, -ì "'' .. . ' ',
' ' ::.' 't '' j: "" :-

:,;a¡i¡. .
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aiNrr(x) = i!Ài + (i+I)i...2Àr*.(x-a) + (I:ä*:å.fåff;=iï oo

a a o I a a I I c a r aó ¡

Pcnüru a obtine accstc formulc I nc bazäl pe proprietatca
ínporÙanüå a d-iferentelor, care rÌe spune ci.i d-ifcrenla unei sume estc

, egatd cu sr-rrna d-iferenfelor termenilor sumei. Dacä faoem x=â, d-ed.ucem

Ài = frn'rurr(a), í = Orlre ro¡rr;

uncle i pcntru simplificare, punem Aof (x) = f (x) ,

Dacä 'þinem scama d.e formule Ie (7), care in cazul nostru
devin

Nrr(a+ih) = f(a+ih), i - Orlrrrr¡rÌ¡
ob!in-cn

: a\(ul = lit(a), i = orl,r¡¡rnr
d.eci

, ¡,, = * A¿f(a), i = Orl¡r,.¡rJ.

, Si polinonul d-e interpolare (ZZ) d.evine

i (z+) Nrr(x) = r(a) *,å., SfÐ,x-a) (x-a-h)... (x-a-(1-r)h) .

; Cocfícien!íi acestui polinom d-e interpol-are se oblin
uçor, întrucît formul-ele (2t) pcrmit så ialculãun prin operalii sisüc¡-

r rnatice simple t-abloul d.ifercn elor
f(al

¡ f(a)

f (a+h) A 2f,(,a)

A f(a+h)

f a+2h ) Azf (a+h)

J ¡ f(a+2h)

f (a+nh)

". .r" ì'¡i"'--An f( a) '

- *!:,ð_ -i
Ì-.'- *-rf " "+:o-, 

;.-=- ;o,, ryl r Þt

3t*- 
-+..¿+\ 

_::-- -

-..rË-.>

'ii
>-"i: l:|j..c :.:...:- -r jrlr4 _È.s.

- -.J "j. .

. t. j.

-:1{Ì_.¿:.,.-

":;i

:1

rrj r; c-:ì,1.r -! :, - - . ...".,1 j.j .t..,.Ê.ir:.¡:d.Þ-r.i._.5..e{

ir

I

I

I
I



w

Coeficj.e.oþür./,-¡,din. "(n) sînt, afarä d.e far.;grii 1f e

,åi.f,ç,¡rs.¡aç"1" subliniaùe qifl lcest bablou.

Õonform celor spuse, formula d.c interpolarc a tui i:ri;',,¡,li,i.l

e poato scrj-e

f (x) = Nrr(x) + R(x),

und'e 
o(n+r)¡o l .R(x) = fu.n)fr' (*-")(x-a-h). . . (x-a-nh).

In cal-cu1el-e numerice se. întrebuintcazä pol-inonul- (2:t)

sub d.iferibe alte forme nod.ificate, asupra cårora nu 'voiilL sii i,;Í:! !,1-

üäro aici.

Fig.5

' Il. - Alegînd- eonvcnabil nod.urilc d-e inùerpoLarc prcor-ur .5i

. nurnärul 1or, se poabe gäsi un polinom d.e interpol-aie, carc så

satisfacä inegalitaùea (I), pentru un É ) 0 d.at d-inainte. Acesü

" r. fapbr ad-1cä aproximarea ind.efinitä prin polinoame d-e interpolerc,
:.: e ste ad-evärat pentru orlde funclie continuä f (x) , d-upä crl:n re zuLEá,

l' d.in o inportanüä bcoremä a lui ITEIERSTRA,SS çi d.in proprietäliIe
:,polinoamel-or d-e cea rnaj- bunä aproxima'g-ie al-e l-ui C¡BÎS¡V [9].
',i Su çtie.însä cä alegcrea in acest fel a.nod-urilor d.epind.e rì11 nul:rûi

' d.e m¡märul l-or ci Sir în mod. escntiaÌ, de funcl;ia f (x) [fo].

¡

r:. ae tfel d,e polinoame , sau mai- general d.e funclii, de aproximsre r

Pentru a d.a wr prim. cxcmplu, sä l-uän ca funclie d.c aprozi-
nare q(x) funclia carc ia valorile f(*i) pc puncbcle x, çi carc.

este liniarä p^; fiucâlrc

d-in interval-elc Ixo rxlJ t

[*rr*2] r . . ., [*r,.-]-rxrrJ .

Proced.eul rovine la a

înlocui curba y - f(x) prin o

liniq pol-igonalä înscr-i.,.;ä :

,'i. ,t i.¡i--,
I t'.-)l), .'-Àl':' o ' : \'L -r

'j'i :.

-f i..

..;d.?
iÎ''

<,r,iü ¿

t

t

'¡é

ll | .i
.,i^'-" :ì1 , 1 r¡, .

I 1,,

..... il n,

,.t l)r ' t rii' I I - 'i ir'.,,: .+,i:r, -.-

r i.¡;ii' t -ì ' !¡

t-

i . .'i '' .J *1ù- '_ :: - -_g "

I

o

.:$
',- 

ì:

j¿

Èl
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í'"þçrv'al.ele parliaIe [a+(i-Ð\q+üJ, i = LrZrr r r g.Íì, e(x)
cu pollnomul d.e interpolare. clc_.Énr-¡-r,.r tntîi cu nocLurilo î:¡

tät.-. 
--1. ,-' -ir ,;if;'-1i ,intl--¡r;' u q;_:î*n:l saam¿, 1,¡ ltc :-.:-:-l J:r:_f . . . . ,. :

;

, avem atr:ngi-

. ç(x) = t(ä+(i-L)h-) + Af (a+(i*I)¡-r /:r.-z*(i-.t)L)

,pontru x cuprj-ns între a+(i-1)h çi a+ih"
, lacä presupuncm cä funcli.a. f (x) verificä condilia lr,ri L-,,;;.;,,,.1,Ì2,

(L6)¡ rcstuL ln formula d.c apro>rinnrr: ùolcstrrnzätoare esL-e d-cli:::j-.ü^ü
', d.e formula
'(25 ln(') I . #rr.

Dacä n crcçte indefinitr mcmbrul- al d_oilea al incgalitä.þíi
'(2r) tind.c oäürc oo Rezulùä cå acesù *oroced-eu pcrniüe o apro).1iiiar..e

ind'efinil-ä a funcliej- f (x) " Accst lucru cste d-c altfcl ad.evärat
.oricare ar fi func-þia conbinuä f (x) [Uj"
' Metocla accasÙa d-e aproximar:ê este tot o neL-od-á d.e intcrçc-
Lare çi a'nume inter-polarca prin l-inia poligonal_ä i-..rscrisä.

,. 0 altä metod.ä d-e aproximarc, sau d.p intcrpol_arc, î. gcnelrl
.lai bunär dar mai pulin întrebuinlatå în prac'bi.cä, sjc ob.çi.rro c-oJ-

iÞe fie care interwal Ia+(i-:l )h, a+i,h ] +-. rr,., j 'r o.1.r 
,.ì 3 cu polinorr..l

ide interpolare d-c grad-ul al d-oirca, avînd. ca noclur.i eztrc::ilbii;;i1-;
'sl nijlocul accstui interval" Resbul- în formula d"e aproxirilarc co.-,i:..-
.Þun Zõtnfl,-', i,-;: fi l:rivìJ-^1- ]. c^r-,.rr.t lâ

in(') t <ffiN,
i :\lcazul cînd- func!í¿r verifjcä cond_iff;a r..16;þ*



1'
,.|

#

L2.-, Sc ¡roù consid-cra çi a.ltc polinoanie d-c aproxiúarc. Gcne-

¿Lizînd" no-Çiunca cl-e polinom d-c interpolarc corcspunzätor unor noduri

l"u^r, (6) r putcm consiclcra polinoe.rnc c1e forrna (B), und.e

,1, (x) , Ll(x) , . . . eJ-.,rr(x) sînt polinoame d.e graci-ul n, d.ifcri'be d.c 'acclca

oaTc inücrvin în formula d-c in'berpolarc a luÍ I,AGRAI\TGE. lt. c'azuL cel

nai interesant al noclurilor echid-istante, S. BERI\TStEIN a gäsit IfZ]
un asüfcl cle polinom, care arc ím.portantç propriet-ä$ir

Polinomul lui S. BERiriS'ItriIN estc

(26) err(x) = ;l ." Ê F(a+itr) (f ) {"-u¡t(b-r)*-t,
If /1 \

\ D-a/ i= ó

(h b-a
)¿ t

Pcntru ca sä cvaluäm rcstul în formula cle aproximare

f (x) = lrr(x) + R(x)

Corospunzätoarc2 obscrvfuä înbÎi cä

.(z?) ,å. (f)C"-o¡i(b=*)^-i= (b-u)tt 
,

far irolinoainclc (zr-a)i(¡-*)t-i' rämîn pozj-tive, cînd- x rämîne cup'r¡j¡r"

:îrltrc e çi b. Avem atunci
:'

rdot, .' .

,:t i

und-e

Prcsupunînd- cä funcL l...

16), vem avca ,, r,,

l;i.a f(x) vcrifícä cond,ifia lui LEIPSCHITZ

28)

nhv(x) =i=Ës I x-a-ih I (i)(x-a)tçb-*)t-t.e)

Pcntru a d.cl.irnita rnaí d"eparte pe V(x) nc vom folosi d-c



r-B

urmäùoarea irlcgali babc d.atoÍitä ru-i cAUCHy, lLTl
üol3o * alll *..,* ørrl3n I ct o +CÚ *. .0.* + r. .* nq

Sá puncm

si= I tc-'a;ih Ì I {
_|J1

) (*-a)t(b-*)^-t r'i
i = 0rlrrrr¡rl .

Pr= (n ) (x-a) (b-*)t-t ,i
abunci,pe baza formulelor (ZD, (Zg),

cúopo * ør13r *.. ¡+ocrrBr, = V(x) ,

a3 + uft+.-.+ crfr_= p(x) =rËo (x-a-ih)tci>(*-uii(rr-*)r-Í,

Fä + p", *...* Få = (b-a)n.

un cn]-cur clcmentar, pe care nu îl d.etail-ämr DC d.ä

p(x) = 
(b=a),l(x-a) (b-x) )

aça cä, în d_cfinitiv,

v (x) S S{ ilGt-ÉryrbrÐ |

fnsä (x-a)(¡-*) f W ¡ x parrcurge intcrvatu] ia,bl,
aça cä avcm

Aceastä formuLä nc ara1,ä cä polinomul l-ui S. BERI,trSIEIN

permite o aproximare ind.efinitä a funcliei f(x). Rezulüatul este

unclie continuä f(x) [f+j.d-e altfel valabj-l pcntru orice f

L7.- Pcnbru a pune polinomul (26) sub o formä mai utilizabilä
în ca.lculc, sä cal-culän întii d-erivata Jui-. Avem

,
Ì



-19)
d.c und.c

efi(x) = ffiy r;¡: r(a+(i+r)h)c';t)(*-u)i(b-¡¡n-1-i
n-1

- r¡" r( a+ih) ("It) (x-a)i (¡-*)t-t-tJ t

sau, folosin.d..notafirlc (Zt),

Øo) nfi(x) = # rF: ^ 
r(a+ih) c"ft) (x-a)i(¡-*)'-r--i

- Pentru d-èrivaüdr-e d.c ord.in superior d_ed.ucem abunci
(,T) B

k
n(x) =

n -1 k+l- k n-k
,9" ou r(a+ih) (";o) (x-a)t(r-*)n'k-i.a

(b-a)n
Din fornuLa (il) ti.ed_uccm

efkìul =
k1 rr.- h Ak f(a), k=OrI¡...r', lBr.(a)=f(u)J.(b-a)

rnlocuind- aecsüe valori în for.'rur-a r-ui- TAYIOR,

n,r(x) = B,r(a) ",- +.)(x-a) . lå;(",](x-a) z +...+
(n) (a)

(x-a¡n'
obþÍnem în d.cfinibiv,

n,r(x) =n=Ëo #,il, Akr(a) . (x-a)k.

prietäti importanüc . Fortnula (2?) nc aratä cã. p.ntru orice val-oare
, a lui x cli¡r intcrvalul [u, b] , Brr(xt r:
:ielizatä) a ïr.umcrelor f (a+íh), i=O¡1¡ r.
;,!iunînc botd.cauna cuprins întrc limitele
i

,..funcçia f,tx). Daeá furiclia f (x) este cr
. ?ate A f(a+íh) sînt pozitive çi (jo) ne

ste o med"ie ari bmcticä (gene _

{ lrrr Rezultä d.e aici cä Brr(x)
înüre care ri.nîne cuprinsä

cscätoarc, clif eronlc1c d.iví-
arabä cä derivata Bfi(x) este

aseacn.a pozitivä pc interva]ul Iurb]. porinornul Brr(x) csüe d-eci_

scðr.tor, cc.l puþin pc intcrvaLul_ [o,bJ. Aceste proprietäli poü sä
e încä ¡auIü prccizaÙc t151. PolinonuJ lui s. tsERNSTEIN nu numai cä

ii'

if-

:,i= . ..'+dÊ-:./,¡T.ila.-

t;

I

i,:.. i

!l
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dar se çi apropie

.\\',: .i

çvAluar

, valoarg

b r(x)ox

reprezintå, d.upä or-im srl çtie, aría ABba

cuprinsä înbrc axa Ox, curba Y = f(x)

çi ord-onatcle Punatelor a, b.

Ca1culul unci integrale d-eflnite

este necesar çi în diferiÙe alte pro-

iïor a

lei
(12) T

"fa

f í9.6, ,,,þ,le* acþioçr'
.. ; :- . "'i; t'-' '.:2"" . i.. l;

'':; Pc'ntru;¿tx,öHTbUïA ö"1faloìars* "i*utich 
a'1núegralei''I, ît

,cazul clnd. funplia f(x) esüc prca conplieatä, sau cînd' ca esbe cuj.los-

;: cuua enplrlo, putem lnlocui aceastõ. funclic cu o funclþie d'c apro:li-
I

i uraro q(x) çí lua pcpüru I se vdloarc apropiatå pc

b

ßÐ { o(:r)o-x '

Decä noüä,n cu p diforcnla dintre intcgralclc (12) çi (77),

ûb$åäè$¡ ff$nulg pg,pJÉr-Èqiìgu¿.L qP#',o.x+¡ra t¿ll.ä

(¡+) r=fo*(x)dx+P' ,

Ë.

,Ulld.e p , cste rest4 acesteí fornule. Nurnärul p måsoarä preclzia 
:

cu care integral-a (7Ð rcpre zj.ntá. valoarea in'tc;gral-ei (lZ) G ì

À.
.l¿n carculcle practicc sç va arege pentru ç(x) o funclic simplät

s¿igntegral-a (tÐ sá sc poËrtä"cal-cula uçor'çi'cr* o suficicntå cxactÍ-

-" - at ^

1€tJ'ta1 ..: ¿

i,r

'i ifi i :": ¿ Ð'r

l.

Lr

'J

' :ì'

'I

L(

')' f;-'
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fnür-o astfcl cle f-'ormu.lä sc alcg¡ pe de o parùe, punotele

e7*1e c,.1J(", î.rr niocl .convonabil în intcrvaful IarbJ çlr'pe d-e aIüä

arùc r sc de'r;orlttj-nä cocfj.ci-uie'þii p ¡ asùf el ca f ormula sä fie
..x.e.c'l¡â,ocnbru p = 0, cî:rci f(x) se red.uce l-a un polinom oareoare d-o

aiL ccl inu-lt ugs.I cu url ar,.umiû ¡.uniár I, De ox¡ în lformula (15)t t-n

a7,u.l- cîncl iuäm pen'U-ru <p(x) polinonul c1c interpolare P(x), [ii sÎnt

tor:ninai;ia'Uocrrrai prin ccniJiçia ca p sä fie,nul d.adä f(x) se red.u-ce

la u-n pòlinom oarccare clc graduJ nr

iv'lai general sG pot consiclera fornule (16) în care anumiùe d-eri-

tc s{ nu figurezc în unele din punctele x, , 'd-eci formule în care

cocficicnl;i p sînt d.a!í egali cu O d.inaintc. De ascmenear sc consi-

d.e ra f o rmuIo ( 7 6 ) l-n arc sc tlall /) È
L
U U nurnaruI t c1e mal_ r-nal-nte pnI

anu-'lite conclilii sr-rplí-rnen'tare i-mpusc n-oc1u-rilor (6) .

lde vom. nÈi::gini aici la urx- caz o-c¡:burl d.e generalo cînd. ptrtem

gåsi o oxprîesie, sinplä penl-ru cxlrri.marea resfului p t

Difcren!a

U[fJ

sau nai general,

ulfl

n

=I:X i-- o þi f (xi),

= r -rå. [prt(*i) +
t

þLr f t(xr) + pÍk)r(k) ç*r) j,

es'i;c ccoa cc sc nu-ner;tc o åU:igjlogglëjig_i._arå. 0 astfel- cic funcgionalir

are o valoalle numericä carc clcpind.e d.e funclia f(x) çi sc bucurä

d.e propricbaùea cä avem

G7) u[ø f + pe] = u u[rJ + f¡ u[e] ,

d-acá f (x), S(x) sint clouä funci;ii Crcfinite pe interval-u.l Iu,b] ,

iar cú ,P d.ouä constanùe oarocare . Despre functiile pc carç l-c

o .tlts 1 d rAJT. voIl. presupunc ca VCT l_ f l_ c cL pro I,r1 e t a þ t_ l_ cle on t l- rru ]. ta L
tJ

çi ctc d-erivabilitate caue intervin. Aceste proprictälí sînt aproapc

boùctoauna veriliicatc în aplicalii.

,t -.

'i
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Dacä o func{;ionalä fj¿11qr5 i_je

,se anureazä penbru nici o rr_rncså rr,l'":;:"åï"ï":;;ïï::n 
,.,,

or¿inul n'rf diferibèi de 0 pe i'bervar-ur. [*,bJ, puborn gäsi o formäconvenabil-ä a v'aioriL acesbe-i f urrrc!-ionaf e clr. ajutorul acestei. de'ivaüe 
"

Fie U[fi o asù-fe] d_e furiolionafä. rru'c!i" *n+_1 are d.erivar,.ad'e or.Linul n+r- egar-å- cu (n+l)r, deci / o, prin u"'Ìlare

u[xn+-lJ / o.

_-., Formul-a (t7) ne aratä acum cä clacä

F(x) = il[¡n+J-jr(x) 
__ U[fjxr*a,

avem

u[Fl = u[u[x*]jr(*) _ u¡r¡*rofJ = u[xnrt;ulrJ _ u[rJu[*r*lj = o.Rezultä d'e aici cä r(n+1)(x) L-rebtr.e sÈi. se anli.fr-.ze în i'berva-rr-rl

i;iJ,,ï: 
deci p(n+t)('l 

= o, ur.d.e o esbe cli¡-,¡j¡s în inrcrvar-u.r-

.(n+1),-u.--'*, (x) = u[::n+lj r(rnr)(*) Ê (*+r¡ lulfj
u[rj = ulfi.i/ ¡(n+r)(.r ,

ded'uce acesr rezur-raf Jt"?:¡r-u veri-fica cä u[rJ / o/ o (pentru orice u 5 o S ¡1. Avem aici un criL_e::iufi "su_ficÍer.rt sä_l- enun!äm l_fOj.

Ulxl-r-.'J .o. = U[xnJ

çi d.e ctucem

)
c

penl-ru a

Pentru t (n+1) (x)
..rl imp Iu 'tì

JJ tt aIe TTa

n <7- ca aÌ¡em

U t I j
9 )

ul( +

¿

n
)lìo,penbrualÀ5¡,

ci .avem u[f, ) o, c]'acä ¡(n-rt)(r.) ) o pen.bni or'ce r din [u,b,.Ile'z-ultä 'cä in -ipcri,-eze1e (5Ð, fornula (zs) esbe valabilä.



I¿a fler cste çi clacä sci'nel-e ) ;;;i. ì sc înlocuiesc respectiv cu
1 çi ( în (39).
l'-

Vom face acun cîbcva apticalii ale gcncrali bäli1or d.e ¡nai
StlS r

18'- Sä colisj-clerärn formul-a d.c curad-raturä aproxirnativå

(a-o) r=F[r(u)+'fi(b)l+ et
numltã. fc-rrnrul-a þq3ps:Uul_rl!. Accastä formul_jr sc obline luîncl pcntru

q(x) poÌinornul c1c intcrpol-arc mr(x) d.c

grad.ul 1. Forinula rovine deci l_a înlocu_
irea ariei ccrute f prin aria trapczului.

^.ABba" fn cazul nostru

ulrj=r-*irC"l+r(b)j
fig"l , çi luînd. n - 1, d.ed_ucem

0,u[ lj = u[xJ

ul

oe u[*2j

j
J

6

5 , a _( À S b,0

Formula (18) sc aplicä çi avem

p---Ç+ÉreerLz ! r0) '
rt'or¡nurla trapezul-uj- apro:<iirraazá, integral-a f .botd-cauna în acetraçi

sens, cînc1 f e r(x) estc de scmn constant, pcntru a gäsi o apr-oximarc
d'c sons con'brar, putem proccd.a prin d-iferite mod.ificäri al-e formul_ei
brapezu-lui; una ciintre acostc rnod.ificåri constä în a corecta formula,
prin ad.åu6area unui ternrcn d.c forna

v[t'(a):i'(b)j,
fiincl o constantä corrvenabil_å.

Pcnbru formula corecta.üä avcm

-2+_

:a ì..;,

.:tl:':, .-i'

I

î¡--'r. :

' - ' j'!l:- ì
l_. .

; l f.:. );'

a

'." 'i..1'".i 
'.ì

iJ il' l-:::'

t-"

i'r,-"ì.""''':'

;... '

I

t'
I
I

rr r'i l-;
: .t-

lf : i l

I , r.¡ ;. n 
r iìiit' l
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- 2v(a-b)

u[j +V.

Dacåàilu¿fur u = (b-a)2 , avem

u[x2 J

a(-J

= ${r -
a+bT )t ì o

çi d.cd-ucem formula cie cuaclraturä aproximativä
ì-(4r) r = $9¡r{ol + r(b)1 * (¡reÉ[r,(u) - r'(b)] + p ,

und-o rust-ul- c clat clc fornul-a

(b-a) 2

p- F f'(o)
2+ a

Rezultä cä d.acä f tt(x) cstc cl.c scmn constant, inùegrara r
este cuprins5. î::tre
(+z) Str(a) + r(u) l2

l_

(+t) StrC"l + r(b)l + (þ:u\2[r,(o) - r' (b)]

ft fine r sê poate rnocLifica formul-a trapezului, înlocuincl nocluri-
l-e arb prin altele.

r-mpre

Sä tuän ca noclusi pu-nctelc ar(= a + ?), b1(= b - fl, care

unä cu i-rijlocur +, împart inbcrvalul- luru] în partcu pår'çi
cgalc. sä'consid.eräm f ormul-a d-e cuadrat-urä aproximativä,

(44) r=Stf(ar)+r(b1)J+p,

IäcÎnd. calculcle, în acosù caz avc-m

uirJ = u[x] = o, ul*21 = 
(Þ#r' ) o,

0,

uI åCn - $tþ',o, *rSÀ 5 bi ,

)0nqd
". ---t- _.-.
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criterlul d.e nrai suÊ sc apticä çi rcstul esüc cle forma

h = (b;g)7f,r(o) .1", - 96 - \Y/

Sc vc;d.e cä în gcneral forrnula (44) este mai bunä d'ecît fornu-

. Dqcã. t r r (X,) rämîne de senì-Ï] consbant, 1nte6rala f esüe

ä între nurnorcl c (42) çi
. b-âr.r^ \ ...e/1^'\l#tr(ur) +,f (b1) J.

Expresia GÐ arc o inÙerpretarc geolaetricä inÙercsantä' Fic

. Ao Punctul und.c ordonata lqi
', a, tae b'angenta în 'A' Ia curbä'

(41)

j-ar Bo punctul und-e ordonata

Iui b, taie tangenta în B \*r J ,..:
ourbä. Fle aPoÍ Ao r Bå PPoeÇ-

tiilc puncüelor Aor Bo Pe 0{*

ôonatele Punctclor àr b resPec-

tiv. Expresia (+Ð rcprc zÍ-nbð'

a'bunoi' aria tfapozului AsB tba1",;

. Fie AI, B, Puncüele fePrÇ:" '

. fie¡8'. 
-

x = gf r ,Þf Íespoctiv Ç1'Alr Bi nroeotiile punctel-or 4'r: ur n" ord'o-'

ia (+Ð rePrezintä atunci aria
natele punctclol ar b reppcctiv'. Expres úLrLv't c'trrJ('¿rr\'-r

.. I t
ürapezulrii 

' 
AtBlbq.

I

I

!,.- : ._:

ì,.'^ ,''.:

..!

/ :\ :

Y

I

'--{Lr" ì,.".. '

'' '??:Ì:F-*'- '.'
."; *-i . :

.:j.:é. .. ,'

,....'.

..t '¡.

¿¡riÉ.:r. !..?!

] 1r,\' :

'l

l.'i" I .l

.4'



Ded.ucem atunci
ge

2n
n
x

L 1

ft-ù2
n!-'-
'j Lzn^

6, es'be un' Ilunc

tate ounoscr't-tå

tl ¡
t1

f ? r + t
I

t d.in interval-ul [.+(i-I)h,a+íh]. Insä o pI'Q-

a cte¡--ivauelor iI7] ne ara'bä cä puteil sorie

f r 1( o,) t = f | '(o) ?

f1 inc,- ouprins in intervâIurl [arbl. AVen ut*,.. 
,,v

r = H Ê [r(a+(i-l)h) + r(a+ih) ) - ffÈ:ILI .-4
f,-¡

+6)

La fel Cred-uceÍn d"in (41)

Tn 'sfîrçit, aplicînd .fiecärui inf erv

b-a ¿
[r'(u) * Í'(b)] +

+7)

aI I a¡- (i-t)h, a+ih]

forrnula (4/t), cleclucem

b-a Ênr(uoffn(48) r =iÃ i=1

?o.- O al'cÈi fol¡.ulä C.e cuadra'bi'irä apro:cirtrat'ivä este

i. = H[t(a) -r 4r(#) ',. r(b)].+ P(49 )

nu¡ritá oÎil . Á.ceastä forri-.ul-á se ob çine tuind- 'penf ru

cp(x) pollnonul ö-e interpolare N,(x) de

a¡-b
aCuI 2, cu nocluril-e în Punctele a' T,

b. Proced-eul d-e aprolciirrale revine cieci

taîn].ocuíreaarieiceruteprinariacu-
prinsä între a:ia O:c, parabola y = N2(x) t

cú axa verticalä ç1 crd-onatele punctelor

a¡b. De aceea' aceastä netodä se 'nai

numeçU-e çi rrietod-a

fig.9

.lì -' . -+..¡"* ,* n..
rli| j

ir

..'¡!¡¡i.!+;r tr- - 1-.: ii..: t.l iirl i)¡,..i

a

._Fl+-È'¡- ,+

,,li.

.?flF@3.*.-

Í-

| ...,
...':- l-' :ij

ii$ ii,tl

'I -,

,i1 ,r

,..-..,.!* 
t..:,1
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. AVem în acest caz (n = 7),
t ¡ - )- ç-r

ú[r]=U[x]=Ulx-J=uL *7) = o, uIx4] t

(,a-n)?('ataþ',Í [ ) pentrua=(À5ry0 t

3
l

5 o' .a+b,pcntruTsÀ5b'

Formula (18,> e aPlicabifä çi avem

p = - q# 1(rv)ço) .

uL t b l( IV ) rämîne de nti ê chimb q t pe anterval a t t
D a f (x ) S emnac

a int aIa to td-e a.una într-un ac e I aç l-
par abo Iei aprs oxime aZ e gr ,

l tr zului put em mod_if i c
t c 1 l_n c azuJ f o rmule c+/v

d-e tcrmina a ç

rmulapentruaobl;ineatuncioaproximared'esensconfrar'
Sä corectärn formu)-a, cu un ternen d'e forma

v[f'*(a) - flt¡(b)]

fiind o constantä convena-bi-lã"

PentTuformulacarbsêob.þinead.äogind-aceastäcoreetie'
V

A]rGIII

u[,*4] = ':'
, ¿ 24v(a-b) r ì

u[r] = u[x] ='u[x2] = u[x'] = o;

(a*lil(g+e¡-ä^) + 6v pontrrr a -( À 5 # I

(

t
l

Dacä luän I 'àve!o

a+bpentlu -uT

:i l; + ij -;-ì: -r

.¡-- '".

i )

:.- ;:,; r 1 ,

."1;;.,
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(o), 
'

e în general este nai'bunä d.ecîb (5o).'

Fo::rni¡.1-ele (+Ðt, (lo), (51) se po'u apfica în fiecare cl1n

rvalele [*+(i-+)i., a-l'iir] çi obþinem atunci formul-e1e d-e oua

turä a

(TV)

5Ð rÈ

S#Ë [r,,,(a) I r,,,(b)J - fli+4 r(rv)ço) ,1L52n' L92on'
t

$+) r =ffi te.Ë-cr(u+9*r.) + rcuÉ#¡ll ,n urå, r(uo?ifi')i o

rn;o u.r .LI ind. 1nte ltval-uI i_
b j l-.i1 'br-un nLritar sufL c ]' ent de pärÇ l_ e I a1

fo¡¡:rulele precectente perrirJ-ù o a.pror.iirlare oricit d.e'ounä a lui I,
ilineânçeles cä -Êornule'le (1',6), (47), (4s) ,' (52), (5Ð, (5+)

se. po'i; s'babili çi clilect, aplicincl criteriul d.e l-a i'îr, L7.

2I.o ilie 2k un nu¡rär par çi sä luå¡n ca funclie q(x) polino-

mul Iui 'JAIAOR T2k=I(*) corespunzator: nijlocuLui c = # a1 inter-
valuh¡1 ["rbj.- fven atunci .fornúla cìe cuadraturä apro:rimativä

-,*1 r(zr)(")*fBf)251J' * 
Jåo I ztu(zlc+r) t

1(2rc) q.¡ .

jl

-:itr,.ir :; -. ::- j .. . ' .

"l

I

LI ': .

.'

rt' i'

t . **ti.
':i qi.I *-' r;l <j

, ',,,-,
t.. ,, :

:.' l ì-r ''
i ):

.;:i: , ir..

., r"i ;r,
I :'

I :-,l

:: ì-\r.

!

ê

.l
. .r-ri; ;ì', .,

* i4í

. ""..:'r'í ..'

jr,,



r=(b-a)r(#) *(oãPt'f,'(@),

r = (r-a)r($, * @rL'çeåÞ¡ . Sãåfr(rv)ço) .

}.ceste formule d.au în general aceiaç1 precizie ca çÍ for-

ele (4I) çi (5o).

Dacå ]uäÍo ca fqnclie d-e aproximare polinonul (26) aI lui

. BERI\STEIN çi d-acä observäfl' cä

"["(r¿*)i(þ-x)n-idx ¡ 
(b-.)t*l,

ducerl formu]a d-e cuad.raturä aproxinaüivã"

.Atunci cond.i ( 5+ ) devin

*ri ,å"'( a+ih) - (S*"' " ( @) '
.A.ceastå formuLá este niai simplä d-ecîù (46), d-ar în general

mai pu{in precisä.

ZZ.-'fntr-o formulä generalä rl.o cìrad-raüurä aproxfmatlvä de

forma. (16) 'inbewín'celo n+l pr-rnoüe, sTurnoduri I xo r x1r o r e txn p¡ecum

'çi (k+1)(n+l) coeficiengi Fir l¿ir..rrplt'/, i = 0rlrroÒelì¡ "A'ceste

tpuncte çi aceçti coefic:-enti vor putea fi d.etertninali În genoral

astf,el ca p sä fie egal äu O penl,ru orioe . polinon f (x) de grad- oel

mulù egar cu (]r+2)(n+Ilr. Pentru aceasta u:"""":1 çi suficient ca

,sä'aven p = O pentru t(x) = xJ, i = Orlrr..rt (k+2)(n+I) -l' Aceste .

-. i . tcond.itii se scriu '

$+) lïh+tfl =rå" i p, *i T ¡*\*1-t *r -r'F ¡i¡-r)"'(i-k+r)u[o-1"i+:'

i =,0¡I¡rr.r(k+2)(n+1) - 1' :

pentru a nu complica luorurile ne vom linita La caz-u} k :: O¡

-1L-
Pen'bru & = Ir2, obsinem respecÙiv formulele

/-Tj a.,t . { : .

,l i'r'':'i

ll.

- tt'

i., l.* .:

ì.

: rt t- .ll

' ,_ 'i ' 
"

i. ri , i'¡ . .r: ,,:¡ ' '.À..

-"-' i-

,ìi::.,
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¡ j*r-* j+t n

=xPri= o-

_-j^i j - 0r.1r.'.¡2n+L.
+ ,

soq;d.ernonsi;reazå cå aces'b sistom are o sorulie bine d-eierni--

Pentru a ob'þine aceasbä solulie sä consid.oräm polinomul d-c

rpolare generali zab P(x) de gradul Zn+L çi oaro verifioä cond'i-

P(xi) = f(*i), Pt(*i) = ft(x1)t i = Otltrtoerr '

a.cost polinom poate fi considerat ca l-imita polinomulr-rÍ d-e

l-are a lui LAG?,.Êri.iGi; cci'espunzåÙof nodnril-or xo rxf rts1r
e ucem d'e aici cä d-acäxrr;:--r, cind- x{+ xrr 'i = O,11o ' ' ¡rJr Ded'

rPq

.r.t

inuäm sä punem

o(x) = (x'xo)(x-xt)...(x-x6),

6) ' f(x) -P

In sïrr$L

"P(x) = X- .l-r

'polinoamelo

(x) =

t, .polinomul P(x) sc poate pune sùb f orma

Ir.,r(x)f (*i) I tr(x)r'(xi)J r

J,O(x), Mr(x) sînt d-e grad"ul Zn+L çi sînt d'eterml-

te de oond.iliile
lr(xi) = 1r r-.,r(x¡) = Or k = orfro'ot1-fr i+1'ecierr

r,i(x¡) = 0t k= Orlrrcclflf i = 0l1r'"'1Il ç

I

I

)

= r,[ri( ) =, Or lc = Or1r... ¡i-l¡ i+It ' o'erl¡

i = 0r1rj,o¡fi. :

wti (xr ) xk

. ¡ .i.

, -': l

'-.:'i

i.;",r .;

'.,.,-j i. l.
., :i '.' i: .1

i "r

"i: i.: ' ¡ o'""1. ï1, '-' ::l-: '.'r.'l ;'rÌ ' i

''i ¡.;,,,....,', :...,,;,:J- :,.ç..-,.:

i:.t ,1. ;.,, ,.i.{|i;., . ì-..t,ïr,:ril: j.r:

. ..i-ií'.ì .'.i:j' (,, ,...".!. iiriri - i,1r..r.,11¡,,1,

-i^l;t;., .i.r:;1'-.rl_,, 1., i ::. ] -,,: _ .ì.t::..

'.j'. ..i':,',' l. .1,:...,

*.i_,* 1'-i .;-.,;:.,.,u.,, . tV l......... :..: i. , .i

i'r' ' r:! 'l

'.i

"'l.l '. ., 'l'.:'-" i, '. * , .-n,. "i - ,r;,, "i'.: a.. i
,"' t')

ç . , I i ; 'i.,, .., ... . . 1 ,,j

,,,,.1 .. ,:',.,

;..;_,-_! ¡



i = 0r.I ,. ' ',fI ,

¡ Punînd-o

6A)

6t) M+(x) = ' "1 ';',.r 
ule a(xr)

) devine

.ll.få)

aça eä (yg

complet' noduiÍl" *o¡xì,. r. 1x¡r

Daoä e(x) 'esbe un pofdnorn oarecare
n,

ne',d-ä

comp.leü d.etcrminab,d.e . aceastä

[ (x-a) C"=¡l Jt*l.
ålo, d.Ístihe be, çf C1.1-

noduriJ.e cåuûate

1' .:

t

f'

j :-l :



!Ínînd, seamä èe -(6r) , (62), ded-ucem varorile coeficiengiroe {60}¡

þi= I
Jba i l2dx.

(,)t 2.(1)
Se ved.s cå aceçti coeficien'Çi sînt toli pozitivi.

2+.- În rezumaü, d.acä xo rxr¡ . .. ,x' sînt räd.äçinile porÍnon¡c,
(6¿+) çf trr sînÈ d,rtÍ d.e formurele (6Ð, d-educem formura i

i

care c¡ste rsi,ÊÁ.usF I tB] r
Fornuse (Sø¡ ne anaüå eä în cazur formulei 1ui Gaussf Tt[f¡

so buçr¡rä 4ç psepæj.ebaÈea aä dacä t(2n+2)çx¡ este d.iferiü ae o pe
tervalql,[a¡bJ,r aven 1J[fJ / o l]9i. pe de a1tä parüe, !1nind,

seamä A,* t56}ç,

penhrtr a Ealeutra aoeastä integral_ä, tinem seamä d_e (64) çå
. '- i

avêm,+ [ritegbînd..'gËrgeoslv prin,pärfi, . -t,.,:* q;i'.l;T l! r'i-at

{o*.ufrç)g¡n"

-t , .:ti \' " ,*".¡,*-.('+)**l (x)Õ(x) 1",
'!",!r'j' Ðoabê 'd.orivátelb-' -lui trr('x), plnä Ia ord.inuL n inclusiv, se

anuleazä fn a .çl l& -b,, aça cä ne ränÎ.ne nrrmal uLüi¡rul: termcn sase
:,: 

. 
:,: ,;; 

,a-J. 
,'. 

1. ,r:

esüc diferlü d.e øersr Pentru a ealcula acesb termen, obsen¡än Eä
.. : .. ,. : ,.,, 

.t, .... 
.:.. : .i

avem ,\n+ ,,(i{i1}1,,çi , . ,. i, ¡;
-i

, ti..,, ='ll-r)o+1 ffi*ìç(o-u)-2t*,., ,','u**
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e*5ts'P,#"(b-a )Zn*i,UIx2n+e,

iar resi,ul îrr formula l_ui GAUSS se va scric
+l +p=

sîttþ

entru log 2.
ôlnc

s +n

[ (2n+2) ! J
(b-a ¡2n+3t(2n+2) ( r)(2n+Ð I

Fie, d-o cxr ¡ r1=1. in accst caz räd_äcinile porinornului (64)

¡.¡-Ïr 'l

if t þ(r-a¡
çi formuila lui GAUSS d.evine

(66)

r = þttcry - ffr + r(-$. ffi¡ - (F#*(rv)ço¡
Ì

iP

icarc 
esbe ma'i prccisä d-ecÎt formul-a lui sriiipsoN. Avantajur practic

ial for¡nuroi lui isfii[pgoN co'stä însä çi în faptul cä nod_urilc { din
lintervat ul I a,b J çînt simple .

25,- Sä faccm o apliaavic mr¡oericå. Fic Ínl_egrala
Trldx

r 

-

"" l-+x l

¡a cärci val_oarc cste c.galä êu 1og 2, I oga.riLmul- fiind. cel nepcrian.'Caiculul aproxÍmativ al_ integralci (66) ÍLc va d.a valori aproximabivc
i

azuL nestru, a Orb l-, f (x) ffi r f '(x)
I

nus
t

;ô
:J-

i

tt(x) '?
(æ r Pe i-ntcrvaluL [orli co^sid-crab, ft,(x)

lde scrnri., rã.raînînd. pozitivä. Aplicînd formul_ele (46), Ø7), avem d.ecii
I

i7)
z
J-
4n 4(!-ori,z<s32n' n

z)
4n+

cI]'r-i'r. = frJf + trËZ +.. o* d;1 .

Dacä, nai cxa.ct, observä¡r cå f r r(x) rämîne cupri_nsä înüre

ç,iï;" i !.. ';g'r;$; ! : J,üi. d'i,è S .

f ,{; * þo'tn lt'*'}

{
,¡

'x

iaI*Ls.. S +

. ,l 1 .,. ìlj'

.'F

- :l:' - ò,.

. l¡ ,¡ {:

. 'I rl .:L'r,

,. -. #,¡., . J i
# l.d,b"',+ri * .

--vùf4Fj¡a"+i * i ¡ - .:^1,.È.r¡+. rå{$þøg¡1
,,ii -r, ii ¡i ... +. *:,

;.!' :,, ,',r g . "r ':
'î t 'i -- :,1

.¿ii
.:T:)

n.

r

'd .fË j,,
ì -' "f¡

't

' ,f... ¿

$ +"$%r q ': ,^.

*,,: ,

ri: I

. .;
t:

*:t, ,' ; +i''ri¡.:,'
''''+{:", ]" '

':
¡i' 3t' 'r' '¡; l:"' I -''). "'. tt,'', t 
" 

.'.' 
#'-,. ,'] 

:, -j

.,t.:
,l

,4 í.,. .r*-

,.:

:.,- ,t, . I

.,.:..!4. j
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çi 2, 'formulel-e (46) t (+7) pcrmit sä înlocuim lirnitele (67) cu

foarele

68) ,

-preclse.

Luînd., d-e oxr n=jt ineg'alÍbälife (68) ne d.au

O t69O7. ... -( IoB 2 ( 0 , 6)16, . ,

ci pe log 2 ca 2 zeoj-male exacte.

. Formul-a (48) d.ä pentru 1og 2 valoarea aproximativä 2S4r, - S2r.,.,

oare, pentru n=Zt ne d,ä pe log 2 cu d.ouä zecimale ex¿Icte.

Dacä observäm cä

çi ca f ( ]V ) (x ) ranr_nc p zi ti 10c f crvalul- t 0 1 l f ormu1e1e ( 52 ) t,

O3) ne d.au

IruÎnd. n = 1, oblincm log 2 = 01697l,.r, cu 4 zecinale

cxacüe r

3, Heggegligeggs=Eglrggggg=gxlgsggglg.
Ì

26.- Vorn rcgäsí formula d.e cuadraturå aproximaùivä a lui
S, fäcînd" niçüe consid"erafiwri maf "generale . Acesbe consid.e-

liuni ne conêuc çi ta alüe forrrrule d.e aproxÍmare care poü sä fiç
til-e în praoticä. '

e

Sä consid-enäm o funclional-ä liniarä U[f] d.efinitä în par-

oular pentru o¡ice func$ie sontinuã. f(x) d.efinitä într-un aru.imi

tervaL, ,sau nr-lrnai pentru.anumite valori p') un inüerval. Desp

avem



valentä cu pozitivÍtatea tuturor coeficientilor pr.

QL)

Nurnerel-e

c.: = U[xa] , i = O¡1¡,.,
t_

sc monreilüel.e corespunzätoare funclionalei U[fJ.

Avem

Qz) u[ aoxi + ur_*i-f * r . r*.i j
I

lci-l
Reciproc¡ üD Sir infinib d.e numere ooralr.r.r. clefinéçte o

funciþionalä liniura b¡f 3, caxe se apticä cel pu$in polinoaroelþr prin
formula (?2) . Aceadüä funclionalä va fi tle ùipul celei de m.aí sus,

d.acä numcrelc e* sînù supuse la anurnite öond.i'þ;Í,i r"strictive. Aici
însä nu voÍt examina asemonea problcnre, nunite .

27,- Funcl;ionatei liniare U[f J se ataçeazä un çir d.e polinoame

Qî) Po, P1r.ra¡Prr2rrr z

und.e ficcare oste d.e grad. egal cu ind.iccle coxcspunzätor çi oare

vcrificä urmåüoarclc d"ouä proprietäti:
Lo u[P1P¡j = o, pentru i / i.
zo utPll = r-, i = o¡r¡...

Proprictatoa 10 exprimä or1,-oßo¿ral-iüatea polinoamelor (7Ð,

iar 2onolmqlitat-gg l-or. Siru} QÐ este aüu¡ei çirul de, polineame-

se nun}e

ãA c +a
o l"

1...* aiCO.

6

-37
Ð u[f] à o,

cä f(x) ) o' egalitatea în (69) avînd- loc d.acä çi numal d.acä r(x)
anuleazä id.entic. Îtt aceastä caracteri'zate se tine seamå natural
feluL cum e d.efinitä func'þia f (x). Dacä d.e ex. funolionala este

forma

o) utfl =,Ë^plf(*i) ,
I-.v

und.e pi sîn'b niçte constante d.ate (d.iferite d.e zero), independ.ente

'de functia f (x), nu consid.erèím d.eciü funclii d.efinite pe punctele

Q

a Pentru o func _LI onalä d-e f orma 7 0 ) po ZT þ l_v t_ E aù ô 4 I oJi A tÂ eohii (

t ',;

x',

ìi

,(

:i -' I r:r ::;. ;.;1,,1:1, ì¡ : _

: .i . ,-t. :.r ' .l . , i, r'i .í.

',. .:-' : ,. :...

.'¡. :

.' : |: '

,

*,,.,.',,,.1:r,.,,\::, ..çllr"rlri: ;,i. .", 1 i''il

-t-'.t

I .' :t

,:_ i*1. r:',

..- .,-;li.l.rr!
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gon.alc çi ndrmale ataçab f.rrr"iionaleji U[f ]. Acêst Slr esto

.i
l,et detefmirrat çi polí.noantele (71) se Bot calcirl-a eu àjutoful

ntclor ç?t¡. Pol-inomul P, csüo caractcrlzaþ oe ecüaliilo [20]

ufxiroJ = o, i = ö,1, 
",1 

; rn-Li u¡Pfr: - 1, 
:

cå d.acä purrem :

' Prr(x) = *o*t * "rf-l t.cr* tn

observän cä

utPfll = aou[xnP;],

ducem sistenul

| "o"i*r, 
* alci+n-l *...t ârr"l = 0, 1 = Orlr... ¡f,i-12

I

uo(uoo2ra o a1"2h*l f o*.* "*"rr) = I.

Fie

7+)

.ro 0-c"o 91

"l "z
Q5) A"= r fI = 0¡1¡...

oaa n

Qn cn+l ,.è cìn

Rezoivînd'sístemul (7+) gäsim

o
o

"]

c,l-

a2 'oG cn+I

(?'r) fo(x) = :;=L-
u \hr A' Qn-l "t. "2tt-1

nxtrv

' 28.- Dstqpminan!1í (7Ð çi polinomul- (?6) se pot ex.prina

elegariü ,cu ajut-o,ruf funcgionalei U[fi rlntrebutJa!înd. un artificiu
datorít lui i-IËiNE lZLl" Pcnttru aceasüa sä notäm eu u*[fJ funcfi;ona-

Ia IJ{f ], punÍnd în oviden!ä varÌabiTA-rde"e aro--d-epinüe -arBrr¡rentul'
i

f-i ¡ fr'

1.:

i: U;i': !i

L

: i.:"
: .:. .: ,.'.,. -i.r-

. \ .'i;

::-.-: .i'..'., ,. .¡'¿
I

_' l, 
.'

i;" i J .'i '' 
-î:.- 

,-:;..,, ii '{" ';'J) '''r

¡

.: ¡.! "'

'. 1: 1 .i. :

: : ,.r..

'; i

'-'i i'..i'

;,.::. ." ..ì: ''

'ii ; i' i;

I ,.' -i:.',t.l'.i jl .,:.i:r+lrr,:-i ;'"'';'"'i'

;.' : .i. .!-r i. t: .i;t -t-r' t,'; j i'rr''lí' '¡-

'a.: ;r. 1-.,. 
I

'. ,i .::

'.'., 'jr\_ t/':

' .: tl j . t i,'r'i :t:-r.Í,,::¡-:. ;1,-. :i--' ji :.' ..'.r..', :-' ,-¡ l': ,':li ,..:::'. 'irii.is - r ,., .1 ¡ i,. ,

;l-rt".: '.:;1,::- i.:";''r':, h:l i'j: 'i:'':

.,. , ; '-t, 1,r,. .

..."_ì

i i. .-..

:_ ,-.*,r. . "..
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f (x) al acastci funclionaLe. Func'þia f(x) poate evenbual sä depind-ä

çi d.e alte variabile ind.cpcnd-ente. Dacä f esÙe o funclic care d"cpin-

,dc de mai multe Variabile tortl¡...¡bor operaSia repeùaüä

U, U, ... U*- tf] are un sens bínc d.eberminat Çir cel pui;in în ca.zltr-
'uo"Itn

'riic ão"" ne j-ntercscazä, este ind-epend.entä d.e ord.inea operaliilor
I

lU,- , U* trr¡t
'o "l

naJa lanaara.

Ut . Esie clar 
"U 

Uro Urr. ..Utn[f ] este üot o funcl;io-
n

Linia d-c ord.inul i a d.ebcrminantului A¡¡ Se poaÙe scrie

u,-t
U.l--r

aça cá avcüi

tî:li 'ub..tti-rl
* L*I

aara U !
Li

rri+n-1
-1 l

J1

An = urour, "'. urrr.[þf7"'tþ(totütt'r"tn)J t

und.e

1 !

U 4
ú

taa
,n
1;

o

rÏ1f I ial

V('bort1r.'.'bn)
o

1

t O a a a

t b2 trr
aol nn n

Aoe as t,å formulä rämîne valabÍlä d.acä pe rmuüäm oricu4i întrc 
,

ele literele tortle...¡ürr.'r'inînd. atuncí seamä cle fapbul cä ord.inea

operaliilor U.,- , Ut_ , . . Ò , U'- este ind.iferentä çi linînd. seamä d'e
UO' UI' ' tJn

pronri.etätile bine cunoscu-be a1e d.eterniinanlilor rcl-ativ la schi¡rba-
llin-iilor '' i

rca ord-inci, d-ed-uccm ' J

An= utoutr... urrr[vz(torbl ?.).rtn)1.

forrnulå carc araù-ä cä În general. An '> 0 IZZ),

Acclaçi proced.eu aplícat polinomului (76) nc d-ä

I
urr-urr" ' urrr[v2 ( tt' t2t "" 'tnìÏ (x-t

È
)lrrr(x) =

ni ( Arr-tAn)

caïe e o clcgantá cxprimare a polinonului Pr, .



, : :E d.e observat cä:çirul QÐ poate sä fie çi un çib finit
r}

üfet în cazul- (7o)'r çiáf "" terminä cu polinomul Pn+I . In aces

z '(ptr) O), Ao-¡41¡,'.'.'r An#r sînÈ pozitivi, iar Ar = O penbru

I çi d.eterminaroa polÍnoamelor P¡r k ) n*I nu are sens. Este

nutif sä ínträn în d"eÈ,alii asupra acesüor proprieüä!í.

. 29.- PolinoameLe'ortogonale (77) ataçate funclfonalef

are U[f] se bucurä d.e o lmportanüä proprietaùe d.e minirnun pe

nc propunem a o puno în evid-en!ä.
ne ..,

Sf,-propunen a d.eùermfna polínonul

Q7) P(x) = xtr*l+,.¿

d.e und.e t

!

i

I

i
I

I
I

I
I
i

I

I

I

I
i
I

i
I
I

I

I

I

I

I

I

I

I
I
¡

I

I

:

I
I

a3e

a1

ub forma

P(x) = âoPo + aIPI to r ¡* an+IPn+l r ân+I = (

çi atunci proprietåfiJ-e de orüogonalibate çi 
-d"e 

normalítate ne dau

u[pe] ¡É 
^3 

*'"1 *.-* 4, * 4*r ,

sè ved.e, oä mlnímul esüe atins d.acä çi numai d.aoä âo =

= ... = ar, = 0¡ Prin ufFlarê,

nin ut#l i
çÍ este atins dacä ç1 nr.uai daéä P = ( n+J- '

Din proprietaüea d.e ortogohalibabe a poJ-inomuluí Pn+I

rezulüä cä toate räd.äcinil.e acestui polingrn sînt reale çi d.istinc

lnbr-ad.evär, în oazul contlanr sê poate gäsi un polinon Q(x). ¿e

gfad. ce1 muJ-ü egal oo-, t, ad.tfel ca p,rod.usul Q(x)Pn+1(x) sä.fie I
çí nei¿entic nul çi àvèn'aüunci c contrad.iclie ou ortqgonalltatea

Aceasùä proprieüate se poate preci za în anumj-te cazutJ' Dacä, de

-€xr¡ U[fJ-esl;e-<]e f.ornra (impoctantä î-n*pnaot^leä)' -' -" -'--;*

I=i . ,i'i

. .-1... .\':Ì
ri.,¡ .' rl'

û.4 e"ô!$. i-

' -'-. I t r

,,.;.ìì:i.,i!+¡iÈ.i I . :.16 .,;, ,i,-.r r..'.j,:.., {;*î]ïi, lj 3i'11.'l 
',, 

.r.

.ì. 
-.i 

; .. ,.1 i:. ;

\..1 I'¡..:.

¡.i

. ; - *!:!

i ..

,i i a :

'':.1- ì-1,r ' :

I

'..i,'



i'-4Lt

uirJ ={op(x)r(x)ox (p(x) à o Be [a,bj)
däcfnilo polfnoaqreror (?Ð srnb sJ.buate toate În lnt
est f,apt are 1oc deoareoe avem U[fJ = U[g] d.acä f ;
,bJ.

.

erval-ul. ["rbJ .

g pe interva3.ul

ra

fa

VO,- Fie. xorx1r...¡x'lä.d.ã.cinile polinomului prr*t Çi fie
Q(x) un polinom d-e gradurn. FormuLa d-e i.nberpolaro a l-ui laGRÁ.ÀrGE

Q(x) = råo

riê cLä

at

'Ð

n+I

(

nt
J = rIoFtiQ*

n

=.X prf(xo).
I=O J.

jt

(xi

Pn+
xi

)

(
)?l i = 0rfr¡rrrflr

1

Po, 1, o-. o t nt

u

a

1I.- Coefj_oionfií ¡r1 lntervin în fornul_a
ralä, î'brucît p(x) osùo polinomur d.ô inùerpoíare

,d.e cuadraturá gone-

èe eirs.dul 2n+I care
t-ttoJ- d.e Inpreunä cu d.erlVA t cl t cu f x ) re Èp ctt f X pe p.ùrnc .t- A e( )

d.e d.uc ouI çr. Ln re Ç e d.e nts

U[fj= pif(x1)+p t

und.e p = UIf-PJ ' Rallona¡rcnbele fäeute în S preced"ent ne aratä
unoi cä d,acä u[fJ osto o funclionalä pozitlvä, coreclia p so ugpit*ä

j

eijuüorul d-er{vatci d.e orùirruJ- zn+Z prin formula I

Lri; Df'

I

';l:!

-'t'! .j:.'r':

,^j .,i.

;, r.t :

., J¿'

.::.

r-.t:

'i't- '1 ;

"í. i:i,'','

-'r.'t' f',,';iì iii;r:-";'

::

.,t'.ì .r

_- r,

,:.i i-.1. 
r'.,.: 'l-'l:'i C)'¡'

: 1j

i.

'i j' '

' ,l-.i'

1-T 1¡ " !Ì.

a

r i;: lti

rr.Ð:'1

,:l.r

' o.r¿i.'' .!
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)2.- Problema d.c rilinimum relativä Ia un polinom se gefìef A-'¡

zeazá- prÍn cáur:area ninimului cxprosi-'i U[f-f)2J, u'nd'o f(x) esüe

o fugolie oarç;ce1e, iar P(x) un polinom convenabíI du¡ gradul n'

Cåutän iaråçi polinornul $*ni;giäeÞ-! sr:rh 'Î'lrma

f (x) = aoFo + uLPt * ¡ . o* **Pr, .

Averl a'bunc1

u[(r-p)z] =u[r2] 2 Êaru[rPr] + iof=
i= o i=o

= rJ[12] +rË"(ai - u[fPrJ )2 'rå"(uirPiJ)2.

Minimul, aro loc Penbru

ai = U[fPiJn i ã 0rlrrrr¡rl

çi avcm

nin u[ (r-pz] = u[rz] - rå"(u[rPi] )2.

pentru. a pune accsù niniin sub altä forrnä, considerèin un oaz

1

ceva mai general. Fio d-cterminanbul

"o
or

o1 oaa cn u[e]

u[xeJ
I

cn+I

A= aaaaa..lt..')'Ò

c cn+1 ara "zn ul**'e]
u[xnr] u[f s]

ÏI
u[fJ ulxf] aar

und.e g(x) çi e(x) sînt d'ouä functif d'e x' 
;

von clezvolta 6qcst d.ctcrroínanü în douå feluri' I

pe d.e o parte¡ Flîin an',rlrjnxra,í ,lê llnl,i çi coloaner tinîn¿ I

seamä d.e ortogonalitqüç,a çi normalltaþea polinoamçlor (?V), d-cclucein

,, '



I
0

0

o

I
o

a a9 0

0

0

u[gP. J

u[ sPlJ

u[ sr2J

aoa

aaô

78) A an
oaaaalaaaralóaaa¿aaaa

0 0 0 a a'l- I u[ gPrj

u[te]

. d.e la Nr.ZB,

u[rPoi u[rurJ ulrP2J , .., u[ærrJ

= an (u[rs] *råou[rÞrJulspil). Pe de alüäparterdin

?s) o = ç*e-r a

u- u- ¿!. u- _[vü(üÕrtl ,.r.rtn+l;f)w(tort],o ul un+tr- ' u' r' t..rt ün+r ¡g) I r

lr
o

LU-
l_

ì

at

rll i;
lL

E(to)

ç( tr)
o

óaÒ rnu1
lÃl(to rtl, . . . 1bn+lç q)=

¡, ;
,nun+L

i.
q(r

a

ìLr un+I ¡ó¡ n+1 )

ïn sfîrçi'b, d.acã. P(f ;x) este polínomul Iui. Lagrange d.c

grad.ur n re)-a.'biv la funcþÍa f(x) cu nod.urile ùortr¡.,.1tr.r avem

vù(torù1,.,iitrr+L ;q) = V(to,tL f tttrtn)[P(ef bn+I) A(ü¡¡¡1)j

çi (79) d.evine

(Bo )

'urour, . r. urrrî, iv2(to,tl¡'i ¡tn)(P(f itn+1)'f (tn+r))(P(e;trr.-1)-t

' Dfn (78) çÍ (Bo) d.eduoem I -8(ùn+l))i' 
i llr

i

tt 1'

l,

Br) u1fe] -rå" ulfpi] uiepiJ = G*ÐT ó

.U- Ur .. rIJ-uo ul- un+l lvz( to , rl , )..,t.) (p(f ;trr*r)-f (tr,*r) ) (p(g;tn+r) *

-g(tr.*1) ) J ,

d.g_d._r¡go4
I

In cazuf _pemtl.oulap f_ *= g,
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t

rirín u[ (f-P) n
l

' æStt urour, . . .ubrr*r[v2(to rtr j. . . , ür) (p(f itr.or)-r(toðr)2J .

,3,- Sä reluärn e:presj.a

A[r,sJ = ìrlre] -råou[rurJtriapiJ.
(n+ I )Aû v¿"t 21) b aa da a a (x I 0 dif It r nta q (x ) Þt ( a x ),

cs t c to þ f inpul d e ac cI (aÈ L semn lt a
( n+ I ) (x ) D a fu¡çac þrc êupunem t

I (x ) cLa ua çí I n+ I ) (x ) / 0 Ai f l te func, , tj
ts) e È t1 a 1r.nJ. ara

care 1 È c P ot fÌp1i c a re zuL üaüe I e d-e 1 a Nr 17 Aven d1 ( I I )a , n

,tllrg] = Alxrg] r¡or= Alxnrgj = O

çi pe baza observafiei d.e rrai sus, alf ,ei I o, dacä ¡(n+t)(*) / o.i
Ded"uccm d"eci !

I

¡

I
I

l
t

¡

I

I

I

-l

I

I

I

I

I
i
I

I

ì

I

!

I
:

i
I

(e2 )

und.o

Alf,sl = #Pul*:
s[ej = A[xn+',sj = u[r3+'si -rå"u[***trrJuispij .

Dar, B[g] este toü o fturclionarä itniarä care verificä

sI eJ *n+1r*t*l].

Rezul_taùele d.e ]-a Nr, Zg no arabä însä cä

It[*t*f ,*^*1] = u[*2t*23 -rå"(u[r,tot"r_j)2 =

= min ut(**+1-P)21 = + ,

r finîncl seamä,.d-e (82) çí (Bt), d.ed.ucem decj.

(84) /i[f'si = a

an+J

E (n+1)
( o)e (n+1) (@r),

[ (n+1) l]
uncle , în anumite cazurl ¡ sê poate încä prcciza interval-ul qnd.e

trcbuc sir rämînä cuprinsc numurele O r Or l?tl a

,.,*-¡:r.,i -4-¡ - , ..; i .;;a !:,- 12. ."^

I

,

:

.1
.t'

j.

¡ìl

t:i
t

+



4,'èCggfiggsg=ig=qgg*9=89!Ig,!I"ä' ir''eb9! g-99lgg=ggi=gigi

Bglgg!9"

e int
34.'-DaeåÎnloou-imofunc.þieda,Uäf(x),definitä0ccXl

orvalul Iurb.], prin .o funclie d.e aproxj-mare ç(x), preoizi'a

astä aproxiuiare d.epin-clc de res'bul tt(x) = f (x) Q(x)'în ace

c important/oa accstå precizio så fic måsu-

l^ ful rt I 9Fa.

ratä prirrtr-urr numõ.r Y r care d.epinctol bine Înþeles, åÇ n(x)' Pre-]

ci.zia, va f i d.eci Oatä d.e valoarea unej- funclionale ¿'iR] ' FuÀcfional'a
¡

¿l care se introduoe asffe} va d-epÍndc de natura problernci practioe:
i

care se sÙucliazä. No vom limita Ia ce'zu:* irnporbant cînd func!íonala

Àtf I çste d-e forma U[fz]

In Parbicular,

, unde Ütf] esbe o funcl;ionalä linfarä' .

i

în aplical;íi r EG Întîlneso, d'o cxr ¡ urrnä-t

toarelc' oazurrj- Parblculare
bp(x)f(x)dx ?-oI¡ u[f] =

uIf] Ë

Ja
n
x20, o PÍf(*i.)

urtðo P(x) este;ofunclie(ìO)ÔatärPlníçtenume'ccpozi'tivedatei

iar xo rxlr. ..xn. eînt punote Öate în inbe;rv¿rLtr-l Iurb]. /iceste cazur*i

particulapq core spurrdcazurilorcîndprecizíaaproxirnËrrÍiluir(x)

pri.n funclia q(x) este mäsuratä d'e nrimärul

I

I

I

i

!

I

I

I

i
I
I

re spectiv.
O astfel d.<;,apro¡cimarc se numcçto o aproximare

d.coarc¡oe nurnü.rul

ro ( sY - )L/2
{ (x) ox

(+4L/?
E1l.i=o*r

20

în mc0ic

F

l {
.-' ür ri ,¡ -i ir: í..! _ : : i :; ;ã .ìi l-1-

. ill

v
.t:,:

:
-1. :. , ., i. ,.-



sbc o v.'lloarc ;ne d.íe a func{'iei lft(x) | pe in'br;rv¡rlul IatbJ 'rcsp. '

a v¡:.lorilor
.\l

¡n.ç"u) l ,..,, lR(xn) I [24'J.

E d.o noi;at ci1 în c¿rzuL 2o funcllile consid.eratc nu in'bclyin '

dccît. prin valorilo lor pe punctel€ *oqxl¡...exrrl d-eci c ínutil ' ;

sä fic d.ofinite În afarå d.e asesto puncte '

15.^ lr'qnctiile de aproxinrar,ê q(x) se aLeg d-e obicei clini-r*o

clasä d.e funclii care sînt în general oombinalii }iniare d-o nÍçte

altc funclÇii d-ate

(85 ) eo (x)i qr(x),.,.r Qn(x) .

(86)

Func'çia d..o aproxiutare ç(x) va fi atunci d'e fprma

,q(x) = âoQ"(x) + alOr(x) l'."+ anQ'(x)I

und.9 âorûlrrrr¡âr, sint eonqtanto.

precizi¿r rlpröFinð,rii se roäsoarä atunci prin nurtí'.rul

U[ (f-.p)2J 
"o=" 

,rn dcpind-c în gencral d.c cocficien.çii ao t a]¡ e o r 
7 

crno¡

so punc irneclia'b, aícÍ, o problcmä dc cca.mai bunä aproxíma::e çi

anume d-ci,crmrnaroa 
.ooris.bantcLor "" i,irl t', iân t"tt:l "l :t l:::'ll.:t

aibä coa i¡roi,r'icü. Valoarc posi-bítö.. in cazul partioular cînd (85)
'l!

sînt putcrilo succqsir4y^,aIo lu¡, x, þro'orcrna ¡cvinc ]a acooa a -poli-

nonmclor ort-ogone1c,r,Ùltrtatä î+. . , Þreccc-L9nt "
'

'lcma ¡:roag.trä d-c minimurn esÙc o problenä algcbricät deoa-
-L'ro þ.

t-
roco U[(f-,,p)Ll,sc.,rcd.uce I..1 u]'r. polinon d-e gqad.ul aI d'oilca în 

:

ûorâI,. ô. rtn. llrùr:adcvär, pu baza 'liniaritälíi lui U[f ], avcin

uIfaq] = r=Êo.iü[,f Qi],' uIq.t] =*Ë"uå.orujuI q'ç¡] :

Problor.ra va' d-cpincle' în prirnuÏ 'rîn¿ d-e n¡ i;ura f ornci
..¡.... .. -.*.



-Ll7_
.patlr{-ii,-icc U[qrt]. D¿rc5. accas'bi fornä csUc d.cfinibä çi poz,itj.vår con-

d.1tic carc îri gcrioral va fi vorif ici.,tir în a.plica'gii, problc;ila d-c

mi-:rj-nrun arc o solu'Çic unicä çi binc ci.c Ucrninab¡":.. ,A.çest lucru ¿re I

loc, în particul-at', clacå UIfJ este o fu-nc!ionalä liniarä poz,iùi.vä,

iar funcl;iile' (il5) înd.eplir:.esc anurni'i;e cond.i-þii c1e inciepen,jen!ä

liniarä. Jn acost caz) minímul se d-ebelm:Lnä prin d.erivare çi coefi-
olen.!ii ao I al, . , G , ao sînt d.a þi d-e siste¡nul

(57) uoUiÇicpol + ufu[çiqr] +...+ "r.U[eie,,] = U[frql ,

i - 0r1e...¡.ÍJ- |

Çj. atunci valoarea V a nlnimu.lui cäuùat este

(88) y = u[r2] - u[f,ç],
d-e und.e

(89) *oU[fço] + uru[fcprj *.r.-f urrU[fcpn] = u¡12l -y,

i6,- Din forrnulele (87), (BB) elirninînÖ pe âo,â1,",.?âns

gäsim valoarea lui .¡ sub f orrna cî butui a doi cleùerninanli

U[f.p"]

t
a

a
a

t

U

f cp 

'.]
U

farl
D

9ata.aa.r a a a a

.U[fç"] uIf,ptJ uIr.p"J u[12J(lo¡'i
1)

uncle

D = ll u[qi,pil lli,¡ = 0,1,r'e^ .

(irre su¡ru.n-înd. bÍr:eîn!eIes cä D nu sc anuleazä).

':
d-in ncrLbrul al cloil-ea aL formulei (9o;. Dacä noüäm În gcneral,

d (
Ço f Qf¡.0.9Q¡

LL!,O , ,lirro¡lz¡
ll çt(tj) lli,¡ =or1e."oek)

.ütF-;:...:r,.. .:rr,.-':._i4." . . -:!st¡!!!Sr.!t$ --
. . aa Srt

-_-3\.#--,=*

.:-..:2i ) aì. .: .. :, . . i :: ¡:,îr ?.r:i ta, .; : \:..,;::ì 1..,..-:.-. . _

'i.

: -:.. ili(!'::t t.: .:., i J:i- ?' .'

'4fta'
' "lrTfiì - 1

- ,a;.



d-ed.ucem a'bunci
+B

uü[-w2 ( Qn rf+ rt
U ¡ ¡ r IJ,'õ orQ

I

t )
I t ,ü ),1

urour.. 
. .P,4lwt (;; rQl ¡

Ltur t Lt " l'rr.
sub forme ana]oage se pot oblihe çi coefiòic

rac miriiraä e:'presia ur(r-.pjãri"*"J,Jl'r""**r" 
"r= ;;:ïrï#:" 

:

insä în pract'icå' În problemole practioe cste ,o"t ..ru",, sä rezor-vänrsistcmul- (87) ¿ireét prir: elininarea suecesivä a necunoscu-teror
L25l ' val-oarea lul y se car-cüleazä apoi cu *¡*ro"uì ;o|j]-;, 

',nr, 
,

3'7o- ly¡ cazul cînd. çi(x) = xl, Í = órlrdro¡rrr¡ problemaninimurui se sirnprificä prin intro¿ucejlea pótioou*"rrr" ;=;;;;;_r"corespunzätoare frurclionalei ulf J, .A,ceeaçi sÍmplifsare 
"" ,;;;;ìu"u,çi în cazU1 general, înlo.cuihd. func-þiifie (85) prin niçte al_te :

fuirc þii
(9r) y,o(x), yrr(x) r. þ ?, v,r(x),
care sä fle combina!'' l,'piare de funcliile (s?),.. d.eci în gene¡all
d.e forma

\
, 'li(x) = biotp.(x)'-t brler(x) +...+ b.rrrrp,r(x) . ,

c,lefrceen!1i const-anti bi-' sînt a10çi od-aù-ä pentru tobd.ea-una asrfãi'oa runô!1ile (9r) *e'io"ìreze ;r-;;; oiru*o,ru, çi ino¡mal, cleci astfel ca sä avem, , ëtÞure-L ca. SA avem :

u[v/ivJj = o, i / j¡ utvij = I, i,i = o,rrrro¡.Lr .

Funcfia d-e aproximare 'rp(x) o cäutäm atunci sub forma(-c), covo (x) -F crvr(x) *1.. o,* crryrr(x) . i

. Vom avearca çi Ia Nr. jZ,
min 

.uf 
(r*,p)zJ = uf rl j -rå"(uf ryrl )z ,

. 
lu" 

coefrei,entii cr-'ai comtriria!iuf,-ñirrimizanbq sînh d.a!1 de
oi = Ulf yriJ , i = Or tr, , ,.. ,n.

r r e ¡ p¡

I

)j

'ir
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tr'ori-tr¿irea çi::ului (gr), ortogonal çi nornal-r s€ face
printr-ur. procccleu nuinit o$-oåq_gl*iÍ_1lg,, asupra cärui_a nu lnsis.L-äm

aici' . 
:

18,- 0 aplicaþio inportenbä a celei mai bune ap::oximriri .

itr ncd-ie pa.traticä o avem în me od"a ce a.tra be.

Sä pre supuncm cä într-o problornä prac bicå avem d.e d.etermi:-
nat valoeroa ntuncricä a n n\jcunoscu'cc *Ir:rreocrerirrr rnstrunentelc
cle calro d-ispuncm no pcrr:niü sä faccm d.ircct o scrj.e clc obscrval;ii .

çi näsuråtori pcntru dctcrminarea accstor valori saue m¿ri g..""n:-r'
' pcntxu d.ctornlnarea velorilor unor funclii cunoscuùc ,

, ff(*f tx2e.. o ?lcn), f¡(xl_rxyr,.. ¡xrr) r. ô r, frr(x, za2t t.. ¡xrr)
. l:il-clc ){.7tx2r. oì rxn. F'ic blrb2¡... ¡b* valorilc nurncricc

ob!in.uL-c.

Problcina csbc ca d"in accstc d-ate (fr-rncliilc fi çi valorilo
bi) sä clcd-uccm c.ile mai plauzibile valori alc nocunoscutcl-or 

'

Ta;-r)i1eon.eXrar

Problcna noasbrä rcvinc la consid.orarca urmäbor:ul-ui sistr:ro
d.c ccua þli
(gz) f , (xa -:i2t o, . e xn) = bi ,

, .{l"cest sisÙom Însä rlü-1 puf-orn consiclora ca un sistorn obiçnu-
It clc m cculrþ1i cu n nocunoscutc pcn'oru urrnätoarclc motivoâ 

'

Lo. Ecuaf.ijla (92) nu sînb iriçtc ccuaþii în scnsul riguro
al algcbrci, îrr1;r'ucîu' valorilo b, s'c oblin, în rnod. practic, numai

cu o anuinitå prb cízia. Val-orilc l-or sîn'b bobd.cauna ¿rf cctabo d-,¡ (

cror'Ír :rstful încîb bi n-u lcprazJ'n'úö. valoarca lui fr(x, tx2t,..,xn)
chiar' J-ecä *1,),2e r r c e)ír, alr fi înlocuibc cu val-oriLc lor rea1c, 

I

clecÎi cu o anurnj-tä aprorciila'þie. Sis'oernul- (gZ) este d.eci, în g"r1u-l

ral.r..dig puncb d"e vedere stric'rr algebric , incompabibil.

d-c variaJ
¿.,.stf cl :

l- I12, ò i o erlr
j

I

ii
ri

li
l

l1

i

ll
i

rl

s

!--

: ' rr :t:a!r\'li*l ¡

¡^¡iri l+¡ -, 5 :: .,- ; .' ì

-., .¡gr. ',ir.:.V}r-. 
.

:,é¿':a.

llÊJä4É A à

)'

).e...;,r,.,r-r

-¡U,¡*.ld¡n.dr*,i;r.r 
î*+'

r-iy'.'.

¡-.&-

íi t+-1.'+.r.

¡¡t

\è^ r':\

OF

a""I

t -ç;.i- i-'i

å.i.aó

l'?'r: '

e

4Ê . . Sflr.. .1àrr._.-ë.r*ËrilþJçil*Þ *.. !. ,

...*+r,ji¡o".
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2o , t$l-Inärul m al ecua.'þiilor esùe în general uiul,u mai nare

decÎt nuuårurl n aL necunoscutel-or cleoarece, pri-nci-pial se presupune
cä, crt cît rrräri"¡n nunärul observaliil-or çi mäsurã.'boril-or pentru
d'eterni-narea liL-{? r r ? r rxrrr clt atiü mai nul-t erorile se vor coÌupensa
çi se vor el_j-nina.

Trebue sä ollservän aici cå este vorba nuuirai d.e erbril_ê aça
z:-se dbcioenÙale çi nu d-e eroril-e sisi;e¡naüj-ce, provenibe d-in anurni-
te iurporfecþiuni afe instrumenbelor cle observalie.

Sistemul (92) va trebui cieci 'rezolvabte printr-un anunj-t
proced-eu, care aprica'r,' ne va d-a valorile ïr rx2r..;rîn ceJe mai
plauzibile ale ilecunoscu.Uel_or xlr*2¡ r r o ¡xrrr

Probl-e¡na n.oasträ s-a recÌLrs l-a gäsirea unui astfel d-e proce-
d'eu d'e vczolvaro. Acest proccd.eu va fi ales asbfel încît crorile
e1) Êi = fi(ç.LrËzr...rlrr) - bi, i = Lrzr.rrrrn

sä fie ccl-c nai acccpüa'biLe, d.in punctul cle vcd-crc al id.oii 
'oastrece r.c-o faccm d-cspro p'ucizia unor r:räsuräùori.

19'* Din punct d-c ved-crc iiiai,-crirabic, acccpùabiliùaùca crorilor
et) va fi caracÙr;rj-za'tä clc un anuinib nunär yt d-od-us înùr-un mod

' d'otorminaÙ cu-n accsto crori. 1,3 scurb, va fi caraci;orÍ zaþé, d.c v¿rloa-
llca unci anurnitc func!Íi Ð = e(e¿ ¡Eêt,,.eEa) d.c €:.rE ?et.teExr. Cu
cÎt ¡rccs'b nurnär e cs'uc maÍ mic (îr pr.:supuncm pozibiv)r cü abîb
vnlo:-'ilc Ë. sînt niai plauzibilc pcntru x1 . I

t_

, Dacå înLocr.r.im 
.*Irï2, 

. . . ,ïr, rcspcctiv prin *1rr.r e . . ,.¡xr, îfr
et)r t = e(e1re2 2.,.'Ðra) cruvinc o funclic d.c x, tx2tt..¡x1, Çi

. problcna noastrå, în d-cfinlüiv, rcvinc lá ¿ctcrminarca mini,nului 
;

accs.bcí funciii.
Ìïctod.a cclor mai ruici pai;rabc consistä toc;maÍ în proccd_cul

luta pcnblu E srlrûa'-p'atratcJor-crorif-or (gTJ; döcÏ- --'- .- -,i'

l

i

t.

l

I

I

I

:l d.e a

r"i Í" r-r *r+ , .Jç¡¡¡ç ;¡1 1 L rd.1 ¡ ,!;:;

r-!i:

: :+.ì,:l -i+i,;.,éi.lrl r¡q¡¡ :.

,4.*lwnfÈñ.

''1 r:it tj' 'l

¡::¡.llú¡lq l

- .È- {-¡å+

a
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e+) ¿
1

fäcînd aici încä o ipoùczä sr-rpJ-irnci:l-arä çi anujno cõ. toabc rnäsurÈi-'borirc inf luiun"þczä 1' nod. cgar calcur-crc no¡:strc, cl,,:ci cä ûu
: åìcooiìÇi ltglcui;¡ìtcr?. Îr.,. cazul_ contrarr sc mod.ificä puJ;in formul_a
, (9+) 

'
, tiv,

inbroclucînd- lingä ficcarc palrat e ! cîtc un cocficicnt pozÍ_
rcprczi_:ntînd_ grcutatca ororii rospcoi;i.vc.

rn conformir-ai;c cu accs-bä mctod.ä, cclc mai. prauzibiì-e
, val-ori- ele nccurogcutclor xrrrcrr¡rrrx' sîn'ü ¡:ceroa carc fae ìrrinimä

t =rårfrr(xt tx2t n.. exrr) - bÍ]12.

Nu r¡stc locul sir insis.bäm aici ¡.supr,? motivclor pcnL-ru carc
L-oonai (l+; rsi nu o altå func'g-ic d-c Er¡ e 2 e r.. r €rn (curn ¡:,r fi d.c
cxe e lut o Ee*roo*e¡1 | sau ru.r + I.rr ìLcor-r! [urf) sc aplicä în
prtct-icä' Accasbå motivarc sc facc în cr,Iculul prob¡.bilitäli1or ldol.

4-o.- se ¿rreüá în t,eoria croriror d.c observa,çic cä putcm
' totd.c¡una rcvcni- ra cazur cî^d- funcliilc fi_("t e1(2t...¡xrr) sînt

lin-lrrc çi omogcrJ-c în x, ¡)î2tør.r)h, d.cci sînù d"c forma

ft(xte)c2rr..¡xra) = oilxl 1L eiz*z *¡¡.* 
"Írr*r, ,

u¡.clc flt i sînb numorc cunoscutc, ./
JJ

probrcna norsträ rcvinc nbuncí ra un caz parbicurar aI
problcmci d.c ninj-m trabatä 1a inccputu] nccsüui S. pcnbru accsba

j " dcstul s¿-i l-uã.nr m punct" II, yzr.rr, yn (cnri nu ver intcrvonÍ
, d" nlbfcl_ oxplioiù) çi sä ctc.;finim funcliilc f(x), er(x)r gz(x) ,

I .' . , (P,l(x) pc accstc puncto prin formuLclc

ai(r¡ ) = tj.i.
1(rj I = o, 

j i -- l-'21"'¡rrs i - rr2rre r¡& .

FroblcmL rovinc aL-unci L¡l d-ctcrmj-naror:r rrrinimului 1uia
u[ (f*ç)'J, undo

c>qprcsia,

(e5)

t
I

I
I

I

I

I

I

I

ì

'I
i

¡
I
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rp(x) = x1e1(x) -r xrrpr(x) *, r r+ xrrgrr(x).

v'ar-orire cor-e mai plauzibilo iÍi çi rninínr-rl cäuùat y sc
ob þinc rozoJvînd" sisüc,.nul
(lo¡ [,piprJxr + [ç,.q ,J*z -f r ò,"* f cpirp,,,]xr, = [r,pr], i = rrzr...,n,
çi

, y=[r2]r[fq]j.Tr-lr.pajxz-i.:-frrpn]xo, ,.

Und.C . .. 
,."if .'')l i , 

.. 

¡ ¡¡r--IÌ

.^2_ m _2 _ ,1, 
mLf*J =*=x, bi , [fçiJ''--j. b"o"ii i = lrzrtttTtrs

'F r m I

LQiQ¡i ="!1arÍar¡ , iri = r12sror¡' .
\1

Difc;ri'uc; proccd-oc, constÎnd. în clivi¡rsc conr'ì:ina,gii alc ccua..þii.-
lor (lz¡ çi în d'ifuriùo înlocuiri alc v¿rria.bilcl-or x cu a.ttolc,
simplificä carcur-cIe cfocùivc carc -brcbuicsc c:cccubabc¡ 

,

4l-'- Pcnüru t 'ccrmina, cläm o aplicafi<; nunicri.cä, .brrtatä chiar
d'c GAUS$, crua'bgr'ul mctod-oi ccror rnai rrricÍ pcr.brabc,

lViäsurit-oarea (în rnebri) a cLj-ferenleror d.e înä1limi între '

R"puncte .1,'s¡ 'r- çi înüre Înä]fiilea vîrfului p a observatoruluí d.in,
ieö'Utingen au d.a'b ca rezul.baù

Q=P+64t134 i 1{=p+ 1+91566 ¡R=Q+ zl3t.5g6, 
'

S = ,") + 2o6rJ\o 6 ,S = R _ llrl:o} ç T = i? + 6+8?42? i

T = S {. TLggIZ . \

Acesta esbe sistenul_ (92),
Bineînþeles cä ¿in aceste ecuafii nu se yor purtea d_educe

<lecî i; inällirnile relative Q-p, i,-$;Pd-p çi nu înår!ínir-e absot-ute
1', .ì, Ir., S, T.

Pe''bru a siii,plifica calcurele, în roc d.e necunoscuùere
R-P, s-P, T-p se pot J.ua ar-'r,'er-e ¡legqùe în ¡rod. simplu d.e ace ã.

utrj =rËrt(q),

e7)

li

Ëqe
I
i

I

i
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I
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luèun ca necunoscute pe Qr T¡ s, t legate de primele prin eoualFiiLe'

q-P+'o41196+ Qr 'lì=P+1481648+ rt

ìgB

S * P + 2?L¡rt'4 + s' T = P + l)4r7ol + t'

Atuncj., exprÍmind tci;ul în rI11..e ecualiile (97)

q =0t
r = 718,

q - r = TLBt

q s - BL1,

r s BlSt

T 'b = - z]'ojt

s-t-2868.

fjistemul (96) cJevine

'5q.- r- s =L51L,
'ti Ì -, 168L,

t - 2868t

clevin

L

i
I

:

I

1

I

i

:

:

'

i
,lL

i

I
I

i
I

¡

:

;

l

I
i

-q+4r* s-
-q- u+1s

-r.' s+2i =0r
care Íezod¡vaü ne dá valorile cere nai plauzibile al-e lui Q¡ rr se

(catculclc sc fac prin eliminäri sucoesive) t

a = 991eI...r x L95t 1'o', s = L195'?"" b - 5a6¡o¡nr

Valori}edifcrenþc}orQ-P,R.P,Fj-P,[-Psed-ed-uoatunoiîn
nocl sinPlu d.in (98), .

5 . ggEplc!s{i=Ei=iegi9 glil=ÞlÞ}lg Ë5ggå99'

tlJr- caioulul valorii unui polinon pcntru o valoare claÙä a

variabilci nu nc;ccsit â ð"ccî', 7 0pcra!ii fund.anienbale alc aritroctic
i ,, , ^

'ad.unaroa, scåd.crca çi Înmulçirca. În problcmcJe pracbice so utili-

zaazá. mai cr¿ soarnä aça zisL¡ funclii 91w4ry' Din punct d-c vcd'cr

ementgr-{ cla-cä valgl}Iq qi-pq pgt gbline
p

+-
ractic o funclic estc cl'

I
I

I

I

I

I

eL
i
I

t,
I

I
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prin opcra'çii arif-rneLicc ¡lrj-trnc-U-icc simpJ-c sau cLl ajuborul Llner
tabere d"inainte consürui.'be çi suficient d_e ext-inse.

Ilzl.- Aceasta este f orqra lui LAGIìAIÍGE a restul-ui. Demonstra-
lia rezu].'aä d.in cele ce ur.meazä l\ir. 5.

L1l.- Unici'batea polinoüru-Iui P(x) se d-emons'breazä astfel.
Daoä ar nai exisùa 'n polinom Q(x), bot d.e grad. cel murt egal cu n

care sä verifice cond.iliile (,/), cLifer-enta p(r)-Q(r.) ar fi un pol
nom d-e gracl cel urulL- e6a1 cu n care s-ar anuJa în cele n+l pru1cùe

(6)' Dar acest l-ucru nu se poate d.ecîù d.acä p(x) es¡e id.entÍc cu

Q(x). llxistcnla a ccl- pulin um_rf, poli-nom p(x),
'giilc impuscr rezultä din cclc cc u.r,ncazä.

irl

care vcrificä cond.i

[4J.- A priéri nu os'bc ovid.cnt cä p(x), rnaj- prccís cocfici
'cniii accistui polinomr so r;xprj_mä l_iniar çi onogcn în raporü cu
vaiorilc t(xi) alc funclici f(z), Sc poato înså d-cinonstra accst
lucru prin inciucglc comprcù-ä, sä ;oï,c$upuncm cä propriotatca osbc
ad"cväraùä cîncl avom numai rr iiod-uri xor,xrr..r¡rx¡_f . Fi-c atunci Q(x
polinomul d.e int,.;rpolarc Çorespunzätor" Prin ipotczä Q(x) cstc d.c

Q(x) = AoQo(x) + Arer(x) *ror-i. A¡_1Qrr_1(x) 
e

uncl<¡ Qo(>c) r Q1(x) ,. o. t Qrr*1(x) sinj; poi-inoamc inclcpcnclcnL-c d.c func
r(x)riar AorAl*rcr An-l sînt inclcpcnrJcnli d.c x çi d.epind. l-iniar ç
omogen d.e valorilc f (x1) r i = Orf ,. r. ,n-1.

Difcrcnþa r'(x)-Q(:r) csto un polínom d.c grad.ur n care sc
ar:.ul-cazå pentru ' - xorxlroo o.rxn*l . .Avcm d_cci

, ( t) P(x) I Q(x) = A(,x->co) (x-xr).. o (x-xrr_1),

, ur-rd.r: A cstc ind.epcnclcnü d.c :(o }.ã.cînd. x = xrÌ, cì_cd_uccnr

i

f

I

I
f

I

I

I

)
i
I

I
l

I

fo lr!r.a

Ëi"
I
+L

I

a
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clc unclc sc vccLc cä A csùe cr-$somcnca r-i'iar çÍ oinogcn în f(x1)r
i = 0r1,n.rsn.o l'ormuJ,l (Y) rro aratir abuncj- cå proþrictatea cs.bc

nci-evåra'bä çi pcn'bru n+I nod,uri. Por.Lbru r = O, clccl pcntru un si
uod", lrroj¡riota'i;c,:. csbc inreciiatä"

n8u+

l5l.* Prini,r-url polinom d.r:,.. graclul- n sc înlcl ogo un pollnoúr
d.c grad. ofcctj-v ecL rru-rlb cgat cu nt
nom poabc sä fÍe cgal çi ou On

Primul cocficicnü aI unui poli1

[o].- P.L, c.r¡BÌsEv a cr ;r\ù i;eoria ccl-r¡i nai bunc aproxirla-
!-ii s'buclii-nd. lnccani-smclc for¡.oa'br: d-in barc articulate. CcrcctärÍlo
l-ui CnnÎpilV, rcunitc în 4 voh;¡rc [1"],¡ CERÎÈEF, ilpo1r,. sobranic
socincnii, Tom r-rv, r\,loskva-r,rcningracì., r966-1948J au avut çi cont
nuä sä aibå o narü influicn!å asupla d.czvoltärii matcmaticiå . rnod.or-

I,lc' Id-cil,: çi rczulL-irùclc lui C¡r';is:¡v în tcoria nunc.rolor, tcoria ;

iccl-ci -rnai bunc eproxinia'çii- çj- În ealculul probabilitälilor au cicsciiis

'noi clrur¡ruri spro prog;rosul eccsùor ramuri alc çbiÌn-þc;i.
Polinonrur cirutat ¡.ici cstc polinomur c,L(x) = xil+I *.o.

d-e gracì-uI ¡.+l-r d-eci cu pri-r,rul coeficient egal cu I, calre cliferä c
mal pulin d.e zero p) interval-uL [urb], CnnîçnV a arätat cä acesü
po114om e carac'berizat d_e proprietabea cË. na:cimul L a lui lLu(x) l,
-t ini;ervalu] [urb-j , esüe abins ceJ l',.''J-Ln (aeci exacü) ¿e n+z ori.
Punctel-e und-e naximul este at:'-ns sî¡ru atunci, exùrenritäi;il-e a, b
al-e inbcrvalul-uí precum çi råd.äcinil-e :lñ2j. , . ,I' ale d.erivatei
ult (x) , Óare räd.äc j-ni sînb ncapäraù reale, d.istincùe çi cuprirrsc in
intcrvalul ["rb]" Do aici rczul--bä cgalitatea

(n+r) nl",

d-c uno-e

j'

er
i

ï\

\t-2
t

(n+1) ,2(x) --=l@T o'(x)
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dcci

çn+t) f dJ.
"r

d. (Ð

-

?r-'c( b-x Fã-U
d.in þare sc d.cd.ucc o cfcctuînd. inte gral-e lo o f orma cäutatå a lui o(x)

, (precr:m çi valoarea lui I-,).

t ?1.- Proprioùatca ¡:czultä d"in unicitatca polinonului P(x).

t8j.- Dacä, în partict"rlal, luårn nod-urile (LÐ, gäsin .

b*a
IJCÍ' = ãrn-rT)

_À___
a

:

I

t

i
I
I

I
I
I
I

I

I

I

I
I

I

i
I

;

I

b:g
T{'

carc rå¡lînc cuprj-ns în1,ro çi

[9.] .- Dupå tcorcma lui \,ü]JI-ERSTIRASS "llbqg*dig. gJr+l-*ii.Êcþg.

I dar s-L e r ]=Éqrhe i- t s o pj e nanil! e r Ì¡/il 1Eüqli qher Fuqq Li e4M- t

ggglgrt, Sitzungsbe¡p. Akad.. IVissensch. Berlinr 
i

d"acä f(x) este o funclj-e continuä çi e un nr.inår pozitiv, putent gäsf
,un polinom P(x) astfel oa

(') lr(r.)-P(x)l<s
pentru orice x cuprÍns în [u,'oJ. -U-j-e n graclul po]-inomului P(x) çi
,I(x) polinomul d"e cea mai bunä aproximatie a lui AEBfEfiV 4e grad.ul

n, cleci acel polinom d.e grad.ul tr pentru care-max- lf(")-p(x) I

Ia'b]'
t:ste ce1 mai nic posibil" Din (Y) rezul-tä a'br-rnci

lr(") 4 'l(x)l< t:
Însä se ,?tie cä f (x) T(x) atinge maximul valorii sale

abSOlU'be pÌ Or.'l n¡lt4 | '.:.1 '^1'r ^r- ^:" r¡t,11 î, ''t'-^-*o'r-n,. '^llqte-' pUnCte

fiind. situate în lntervalul Iarb]. Dc aiol rezultä cä. diferenta

f(x) [(x) se anulcaz,ä T;i: cel pu'þ1n n+I puncüc d-istincte din [urb

în¿ n+L as'bfcl d-e puncte ca nocluri, T(x) cste polinoniul d.e intcr

rrolaro a lui IAGIìAI\GE cor,ospunzátor* Din v'asta bibtiografle a pplí
EBTSEV-'" t

ri
I

;

l
I

(
1

I

I
,.-no afilg_lo¡ _ Qc:-_gg_L Iq_ai l-u11{_*qgr_gxt nari oa itän¡ P L l:o a cit +
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t6l , rom rIf ¡ Sr:cgò Í¡¡iirrisr.:u

,lt¡_gr. . ¡1r ¡ Parj-s 1926.? E ..BOREL

bles réellcsr', Paris Lgojî [. pOpOVfCfU ¡l

ma L cl,

s

ê a b

li+1qr conbþgg -HpJ¿p.ti.+9gp9", Cluj rg7? ,

[loj.' sä consid.cräm pcntru ficcarc n, un mrmär d.c n+L
nodLr.rí

(rv) 
"S"), *Í*),..¡, "f*)

Fic atunci Prr(x) polinomul lui I¡AGR.íIIIGE a func'Çici f(x) ro]-abiv
la nod.uriLc (Yv). Oricum ar fi ar-cse nod.urilc (ry) se poatc.gäsi o

f unc þie cont-inuä f (x) , pentr.u care rrr(x) nu tind.e cäùre f (x) pe

toaùe. punctele ini;ervalului, cînd. n -+ co . Acest lucru a f ost d.emon-

straù în cazur nod,urilor echid.ístante d.e cätre c. IluN

rische Funktionen und. die fnterpol C' f on zwischen äoui
Zeitschr fíir ii,Ìaùh. 11. Phy. , 46, zz4-24J1 l-9o]. pen'bru cazu1 gurr""ål-
a se veclea G. I¡.ABER e e n o fo c D tell- L^b(j

u,nk-ti nenjr Jahresb. d.. D, Ii[ath. ver., 25, r9z-2ro, ]_91_4.

I rr].- irir.¡¡rärul o( ô) = nåx lt(*' )-f (x. ' ) I oînd lxr -xr r ¡ 5
se nuneçtc mod-ulul d.e oscila-þic al funcfiei f (x). Dacä f,unclia csû
continuå p" intervalul [*rb], avcm

limrÍô)Ë0..
ô_Ð

Din d.efinif ia lui o( ô) rezultä inegaì_iüaùea

I t'(*') - f(x") I S r ( lx,-xr' l)
çi cä o(õ) estc o funcgie ned-escrescäboarc, d.eoi cä r*l (ör) J r¡(ô¿

pcntru ô1 <

P<¡ntru func þia d-o aproximarc consi-d.cratä avcm d.cci
(vYY) lr(x) <p(x)l= lr(x) -f(a+(i-r)h) + Af(a+(i-r-)h).(x-a-(i-l

I

I

ô
I

Ç
i

i

,

)

)h) {
I

\

¡

| )...:i

lt'

ì,? .:r j
..,: j':'t:i..!.-,rli,,:., .- ,1,,..r..i ,

,



tr'c intc::val-u-l I ao ( i-l)h, a+ih] .

lf(x) - f(a+(i-r)h)ls

5B

Dar¡ pc accst intcrval,
(¡ ( lx-a-(i-r)n l) <

'it

l

I

l

lr

I

I

l

at*,.-r.:;i.ì,llj..:r ',. _:.iìi J.ì -:'-riilì-i,'i. í .i'i.j,*. -:,. .,... ,-: ¡',ì..:'.i'r,i:

*l:-:-l':ì ,'::t l'. . .;-.;-'¡ii ', ',",i.-- "..;-ti;:,.*,',r.,-r, ¡¿,.'::l:

l¡ i'(a+(í*1)h) 
I

çi d-.rci d.in (vrl) <lccluccm

I r(r*)

formula earo cs'bc valal¡ilä po

ì ccrutä rezul-tä d.acä f (x) csi;c

Polinonul d.c¡

I *-u-(i-]-)h I

tot intervalul [*rb], Propriobabca

o func$íc contirluä, înùrucî'b

<hs

)

ti

-' ,i -.it'J.,-; i : .ì.".iiii ''..,[: r' . ]:;i,i--iri :..'-i:. '",, j'-¡:; -'",:,*,..r...1:: :. ¡ -,-'.1:;-',- 1 
;;i.r,.,.i. 

; ./ -, ,.,. r, l

ç(x) (zc,r(rr)=zr(Tl t

.:l'i-, j :., i-: 'r;i j;r.l-;,

¡,,'

:,.r' . .-. :i.iJ.

¡YT

. .r.; ;, , i;,11' -' .'

limtlr( b-a
Un

lI+oo

I re ] . - Scrßc BEIìNSrlìlN "Q-é.¡¡gngjgeg'Leq._&.-_þ1ioròrnc.*{q*'ïgJg4:

c uil le c s11bab t Soc. inath, Kharkow,

i G) Li t L=2 (191e),

,.,.r;.i¡rf.i.l.r .i ',.- ; jr .,j':,. I ,i i)l ,ijt,::,-'.t,5.i'' x.., .' i.,,.-.{-'1- ..i .:"i¡'i.,'i ',,,i' '.r.,.í.

l i
e\.4

lr iii

r

Aecas'bä incgalitabe clasicä sc poate d.qmonstra astfc

Erad.ul ,aI cloll-ca

ç

-.:.:.5:]-å-';.:i,i.t-:i,:-:)-.*,-:'jå, .;:::jrr...'',r:t:.,'. j -..,,:.]i...""jrjl: ' "'o: 
: ': ';' ;:" i' r; :¡t'

i.i .- . tii-Ì;,¡',-j.j.'.j,.. ",'¡f",.,u,:;1.. .;: ,

Ê (or- +l3i)2
L=o

ncncgativ, clcci B

B | 5 ilJn'. Dar,

)
.ôic +, 2llx

(0,
+ Ç,

d.c und.e
tB' -< AC, d-cci

tss1
rif,rnt_nc

continuc.

¿

:11
\'1

i-= o

/,''t, i ..-,'. i r., | .,r. .' ..'i-i:t.;, . . I .i.-r. ; n
ç

L=
P?

t

' ^i. i.; ,- ;1 '. '-,1, r çi.il '. .i \l ,';, : '*i,: '

i- .'-

.,j-: ,ri ." t ;- ;-r-,,rr .¡, t-r i

o

i. - _-...' -: ^_- _ _' _"_'_':

o

[r+]¡- A so vcdca arbiootr-ul ciüat a lui Ë. BEIìNSIEI]'T [12]:
Polinoamclc }-ri S. BERNSTIIN d.au dv^of o d.cmonstralic cxtrcm d.c

clcgantä tcorcm'cj- lui -rriIfIìR,fiTR.A*S$ [9] t
Od.l-f LCilr.1 crr''1 .'rì Îa;f .

.[i-l], obscrväm cä

Dcmonstratia sc ap çu pu-Þine'm

, osoilalt j-e ,r¡(

oriçaro ar fi nunärul pozitív k. Avom atunci

:r 
':,r 

ïj i' .i -i.i ::. .' il:' . . i,: ,;

"(l;

func!

avcm ç

, {'r :, )', ,=

a

í'i

,' li,.. I',-¡-,r"
^ '+ r'j tt..:.

'l¡'¡*,,,:.:l^1, 1i ,,,,i,í.";;,'þr. ,'::.-:,-1 :t '!-{-,¡i:.. :4,¡lì !r.-.--.-... '
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ür( I ]r-a-ih l) 5 (l=# + 1) tll(ô)

d"ç und"c

lr¿(x)tSfs*f
II

L
= o

o( lx-a-j h l) (i) (*-u)r (b-*)^-i 5

s( v(x) +1)o(ô)5 (m.1)o(6)"
ô(b-a) n

b-aUacaJ.uam o=lþ , d.eclucem

lr(*)-e,r(x)lSâ*(Y). , 
i

Pcntru acest- rczultat a se veclea T. POJIOVICIU o'gE*f*þpPlg-'

n d.es onc 'bions convexes d-r or érieurse? abher4atic a t

ro, 49-51+- (LW+) çi "fuË-L:g!!r.9.x-i¿gl;Lqn .æE-J-a nctions cotrtinues

d"j uI+ç-vrl-+t"Bþrlååelfg"-pqr.-4'9-F--p-9]i'ry |?, Annales sc i. Unív. Jassy,

t,z}r 2oB (1942).

t15 j.- IJ'<¿zi pririla noas'brä fucrare citatä slal sus If+] sau

càtrbicicä citatä l-a [9].
[fe]¿- A se vedea l. POPOV:I-CI

I

U rrNotes sur les fonctions

convexes d.r or eur (IX¡tt, Br.l11. I\{ath. Sc¡c . Rouinaine d.es

proprietatea cä i
. i[ernbru] înùîi

ci.', +r 
'B5-L+L 

(19+2).

[17J.- Orice functio d.çriva'bå se bucurä d'e I

i

!

r!
itJ
j

oàbe valoril-e cuprinse între d.ouå valori alei oi

I ilnd. med.ia aritmeùicä a valorilor ftt(€i), cste cuprinsä între cÌel

:rai mare çi cel mai mlc d.intre aceste nurnero. PQ baza proprietätii

!ac
I
I

lr,

t'

mai sus cxistå d-cci u.n 6 cuprins în ce1 rnai mic intcrval (d-eci,

fortierio în intcrvalul Irrbi) care oonl;in punctcle 0i.

[fe].- lVietod"a prin carc arn olr-þinut formula lui GAUSS sc

tlatorcçtc lui A.å". 1\'IAIR.I(OFF t ur Ia mó urlec

aooroché d.os intóEralesot ,Matn, Annalon, 25, +2?-4tZ (18tj5) sau

_ltDifforenzen¡:cc.nnungtt, Leipzig 1896.

I
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IrgJ.- Aocst luc¡u
i17j.pq baza cärciao dacå

rczultä d.in propricbatc¡a 
S cmnalatå t

,'pc un int-crval larbJ
o ;flu.ncþic dcrivatä csbe difcritä,d.c zc¡:o

LzoJ.- Rel
¡ €û îçi pästrcazä st;innaI pc acôsü inüelva1q

afarä dc ü11 ¿.

dc orb.ogonaj_itabc .deberminä polinornul p
'batea arc dc

n ,constantä,;. j.

P. 26,'

aþ-iiIe

U[f J

scöp a fixa ac,rasiriã

Í?

j ulf J, cå;

: ll ll1t 'are l_oC, d.e

se :cedLrc

f (x), Uf

acesüe disconti nuÍtäJ,f .

Yezi loc. cib. L6l

se e:cprimä sub forma unei inte

generalr pentru funcþiile conüinue
grale a lui STIEtrTJ,ES

nu Péâter,f:i degatív; Pozi tÍVi ü

pobezei fäcute asupra luÍ

e l_a forma finibä (Zo¡.
':'si ':ànume 

, i.' aüuncl cind 'Uttr lL-JÀ.ln

*oo

'AU.';

îü

f.o rç*¡¿ø(x) 
?

4.vem An ¡ Or n = o,
I

I

I

nlre

t

;

I

I

I

I

i

,t
I

/

nu se r,educe l-
inu-ibä-þir f,iind co

o

itä lui p.L. OEBÎSI]V.
t

[2+],- Deci

cons ti üue un instrr,r.me¡¡6' 
¿_

I

'lnportan!ä ¡ninimä.

POPOVTC]U 1
o vaLoare cuprinsä î¡rtrc rnaxiniul. çi ininiraul

l-or lihiar

cafiÍ ínuüile

r-n

[26Jr- Nu-uräru. l€r * ê'¿'+¡cr'F err'cstc i'acccptabil,ri f,oarre &r-o'çi ln aecraçÍ, ûirnp -1i""*-or;-:;;;;: "r,,,
Ð'2"¡ . i
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foartc Írari în valoarc absolutä. Numäru1 lt, I +lezl +"'* le*l osto-

I i-nacc<¡pbabil, întrucit în cazuri foartc sinplc) poato d-uce Ia

!*cd-c.i;crminarÇa nccunoscuticlol. As'r,fel nrin (lxl +lx-Zhl +[x-2 1 +lx-Jl)=

l= 4 çi arc t|:"jfTcc v¿rroalc n rui x cuprinsä întru r çi 2' Dacä sc J:'"'

i" (94), în cazLrL cincl avcm o singurä nccunoscutá xI pcntru carc

s-au nrási-rr¡rt diroct valoril" bI ,'?2" " rbru¡ avem '

m .2 ;

i min X1(xl-bi )-

tocinaj- .pw-rLtïü rneclia aritmc bicä ;

b +b
m

I ,..X a..nnrn ,]c,o.i i-oe.ilrni valo ' probabilä a
, a vatorilor inäsuratc, d-oci i;ocinai valoarca cea mal- luí

':.. ja: å., I :'.i;.iÌr:.

:-i;'r,..t'r i',i'-.''lii :;' . ":i:j"'i' 
" 'i.'::"";':-':""

ìr.i,*'i, ¡'1
.i;ai.:11: -.

I ii,i ,',ì ;. , .f ", .ì i-:,-- ì' ít'.ir:!,
.4.:.!:-{.r,i rlj-¡r' .nr,¡ iJ !

*;t;,lr l:¡1,!li: ¿i''r;i.Ï:åiiÏ
:.içli i r:i iirl l :i? ' -:: r¡ (; -L ,-- .-; !
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