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C. R. Acad. Sc. Paris, t. 264, P. 437-439 (6 mars 1967). Série A

EQUATIONS DIFFERENTIELLES. — Contributions g Pétude qualitative des
oscillations non linéaires. Oscillations harmoniques. Note (*) de M. foay
Muxteay, présentée par M. Henri Villat.

Dans cette Note, on donne pour certains systémes différentiels des critéres
d’existence d’une oscillation harmonique au moins, c’est-a-dire d’une solution
périodique ayant la méme période que les seconds membres (').

Tutortme 1. — Soit le systéme d’équations différentielles
(1) Z="h(y) —F(z)+ E(2), y=-—g(x)),

pour lequel les conditions suivantes sont remplies : les fonctions E, F, g,
h:R — R sont continues, satisfont & une hypothése assurant Uunicité de
chaque solution du probléme de Cauchy pour le systéme (1), la fonction E est
périodique de période 5% 0 et il existe des nombres positifs a, b, ¢ et y,,
avec a < b, tels que

(i) |z]|>a=>F(2)signz > «;

(i) |2 |> b=>F(2) signz > o - max (s, €), ot

a=sup|E(t)], = max |F(x) |, Y= max | g(x)], €= max |2 (y)]
e liwl=a lal<a [ylze

et
0= (a+B3) (147);

(i) | 2| > a = g(») signz > o;
(iv) lim G(z) =, ou G() :/0 g(t) dz;

a3
(V) y>=o=h(y)signy>o, |y|>c= h(y) signy > ¢, a = ¢2;
(i) H(—ya) = H{ys) = d } max [H(c), H(— ¢}, o

H(y) :Jnl‘/z(-/)) dn et d==a(1+7y) + max[G (b), G(—)].

Alors le systéme (1) posséde au moins une solution harmonique.

Remarque 1. — Le théoréme précédent constitue une extension, méme
pour le cas h(y) =y, d’un résultat de G. E. Reuter (°). Des résultats
analogues ont été annoncés par W. Miiller (*) pour le systéme

E=h(y) —F(2)+p(t, 2, 9), J=—(gz)+q(t, =, y).
Tutorime 2. — Soit le systéme d’équations différentielles
(2) E=N(y), Jy=—g(x) —F(y) +e(1),

pour lequel les conditions suivantes sont remplies : les fonctions e, F, g,
h:R — R sont continues, satisfont & une hypothése assurant 'unicité de

sy o




(2)

S

chaque solution du probléme de Cauchy pour le systéme (2), la fonction e est
périodique de période I £ o, et

(i) il existe des nombres positifs c et Y, tels que

[y 1>Y = F(y)signy>m+ 2, inf A(y)signy >o0;

RS
(11) il exuste X > o tel que 2 Y = X et
lz|>X = g(x) signx><1—+—ﬁ>(ln+?)+g
F = max |F(y) ], h= max | h(y) |, m ==sup|e ()|
ERPY IvieY [ER

Alors le systéme (2) posséde au moins une solution harmonique.

Remarque 2. — Le théoréme 2 est une généralisation d’un résultat de
5. Mizohata et M. Yamagut: (*).

Tutorime 3. — Sout donné le systéme d’équations différentielles
(3) e=h(y), == 2 y)y—g@) +e(l)

assujettt aux conditions suivantes :

(1) Les fonctions f: R*—~ R, e, g, h : R — R sont continues, satisfont & une
hypothése assurant Uunicité de chaque solution du probléme de Cauchy pour
le systéme (3) et la fonction e est périodique;

(11) Il exuste des nombres posttifs a, b, M tels que

le |20, oLysignwZa =» f(x, y)>—M,
x2+3'2§b27 }’]é“ = 1.)/]](,(']7’ )/)>E+Av
ot
E=sup|e(s)], A= max |g(x)]|+¢ et > 0;
(€R |v]|£La

(1) lim g(z)signz > Ma+ E :
(iv) ys£ o=>yh(y) >0 et lim [ h(n)dq=c.

IR R R
Alors le systéme (3) posséde au moins une solution harmonique.

Remarque 3. — Le théoreme 3 contient les résultats établis par
I. Muntean (*) et Z. Op1al ().
Tutorime 4. — St pour le systéme (3) la condition (1) du théoréme 3 est

remplie et, de plus, ont lieu les conditions :
A. Il existe des nombres positifs a et o et le nombre réel M, tels que
12]<a;1x[>a et oLysigneLa = flx, y)>—M,
r>a et y>o = f(z,y)y+g(x e+ 0,
rZ—a et  yZo = flx, y)y-+g(x)=e—7,

e;—=supe(t), e;== inf e (t);
‘eR (€R

B. |2]>a et ysignsZ—a=f(z, y) >,
C. || > aetysignz > zsigne > a=f(z, —y) + [ (2, 2) 0;

(3)
D. |z| > a= g(z) signz>o0;
E. La fonction h est impaire, non décrotssante,
Y :
/O = 5 1 el lim A =0o0.
y# Ry = g

Alors le systéme (3) posséde au moins une solution harmonique.

Remarque 4. — Le théoréme 4 est une généralisation d’un théoréme
de G. Villar (7).

Pour démontrer les théorémes précédents on prouve au début que toutes
les solutions des systémes considérés sont relativement bornées (ou méme
globalement bornées) dans un ensemble compact et simplement connexe K
du plan z, y. Pour les théorémes 1, 2 et 3 la frontiére de I’ensemble K est
donnée par I'équation V(z, y) = ¢, ol ¢ > o0 et

Vi, y) :/ &%) dE —+~f (o) dn—+ U (x, y),
0 0

avec une fonction U linéaire par morceaux et convenablement choisie.
Dans le cas du théoréme 4, cette frontiére est formée des arcs de trajectoires
des certains systémes autonomes attachés au systeme (3).

L’existence des solutions harmoniques est déduite ensuite du principe
bien connu de Brouwer sur les points fixes.
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