BEIN FARBUNGSPROBLEM DER KNOTENPUNKTE EINES
GRAPHEN BEZUGLICH DER DISTANZ p
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FLORICA KRAMER und HORST KRAMER
(Cluj)

In dieser Arbeit betrachten wir ein Firbungsproblem der Kontenpunkte eines
ungerichteten Graphen, in dem je zwei Knotenpunkte deren Distanz kleiner als
eine gegebene natiirliche Zahl p ist, stets verschiedene Farben zugeordnet

werden.

Ein Graph @ = (X,U) besteht aus einer nichtleeren Menge X,
deren Elemente Knotenpunkte genannt werden, und einer Menge U,
deren FElemente nichtgeordnete Paare (z, y) mit #€X und yeX sind
und Kanten genannt werden. Eine Schlinge ist eine Kante der Form
(#, #). In dem nun folgenden betrachten wir nur endliche, ungerichtete,
schlingenlose Graphen, in denen jedes Knotenpunktepaar hochstens durch
eine Kante verbunden ist. Ein Graph G ist vollstandig, falls in ihm je
zwei Knotenpunkte stets durch eine Kante verbunden sind. Wir wollen
einen. Graphen @ Teilgraph eines Graphen G nennen, falls die Kno-
tenpunkte bzw. die Kanten von G' zugleich Knotenpunkte bzw. Kan-
ten von G sind.

Ein Weg in einem Graphen G ist eine abwechselnde Folge von Kno-
tenpunkten und Kanten des Graphen G der Form : :

ayy (@yy Q) G2y (By 3)y Agye v vy Q1 (@n-1y Ap)y O

d.h. jede Kante der Folge verbindet die beiden danebenstehenden Kno
tenpunkte und in der Folge wiederholt sich kein Knotenpunkt. Ein
Kreis ist ein geschlossener Weg, d.h. sein erster und letzter Knotenpunkt
fallen zusammen. Die Linge eines Weges bzw. eines Kreises soll gleich
der Kantenanzahl des Weges bzw. des Kreises sein. Ein Graph & heilt
zusammenhingend, wenn zu je zwei Knotenpunkten stets ein Weg exi-
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stiert, der die beiden Knotenpunkte verbindet. Bin Baum ist ein endlj
zusammenhingender, kreisloser Graph. Ist ein Knotenpunkt 4 der
punkt simtlicher Kanten eines Baumes, so heit der Baum ein Stern
und a sein Zentrum. Unter dem Grad g(a) eines Knotenpunktes @ in
einem Graphen ¢ verstehen wir die Anzahl der Kanten, die den Knq.
tenpunkt @ als Endpunkt besitzen. Die Anzahl der Knotenpunkte
Graphen G = (X,U) bezeichnen wir mit | X|.

Unter der Distanz d(x, y) .zweier Knotenpunkte 2 und Y eineg
Graphen @ verstehen wir die Linge des kiirzesten Weges in @, der qjq
beiden Knotenpunkte verbindet. Sind zwei Knotenpunkte z und ¥ eineg
Graphen @ durch keinen Weg verbunden so wird die Distanz g x
gleich co genommen. Der Diameter eines Graphen ¢ = (X,U) ist gleich
der groften Distanz zweier Knotenpunkte aus X und wird mit D(@)
bezeichnet. Es ist

cher,
Eng-

eineg

D (G) = max d(z, y).
v, veX
Ist a ein Knotenpunkt des Graphen G so bezeichnen wir mit G—q
den Graphen, den man aus G durch das Entfernen des Knotenpunktes 4
und aller Kanten, die @ als Endpunkt besitzen, erhilt.

Wir betrachten nun folgendes Féarbungsproblem der Knotenpunkte
eines Graphen :

Es sei @ = (X,U) ein endlicher, schlingenloser Graph und P sei
eine natiirliche Zahl. Man erhiilt eine zulissige Fiarbung der Knoten-
punkte des Graphen @ beziiglich der Distantz P, indem man jedem Kno-
tenpunkt eine Farbe so zuordnet, daB dabei je zwei Knotenpunkte g
und y stets verschiedene Farben erhalten, falls 1< d(x, y) < p gilt.
Die kleinste Anzahl der Farben, mit dereine zulissige Firbung beziiglich
der Distanz p fiir den Graphen @ moglich ist, bezeichnen wir mit K(p,q).
Sind Gy, G,,...,G, die zusammenhéngenden Bestandteile eines nichtzy-
sammenhingenden, schlingenlosen Graphen, so ist offensichtlich :

E(p, 6) = max K(p, 6,).

Offensichtlichist fiir einen jeden endlichen, schlingenlosen Graphen
G = (X,U) die Ungleichung K(p, @) < | X | erfiillt. Wir werden nun untere
Schranken fiir die Zahl K(p, @) angeben. Es gilt : .

(1) Ist G = (X, U) ein schlingenloser, endlicher, zusammenhingen-
der Graph, der mindestens (p - 1) Knotenpunkte enthilt, so ist

K(p,G)=p + 1.

Enthélt nidmlich G einen Weg der Linge p a,, (a,, a,), Boyoouy
a,, (@, @pi1), @,.1 s0 miissen die Knotenpunkte a, (1 =1, 2, ... . P+ 1)
in jeder zuldssigen Farbung des Graphen G mit p + 1 verschiedenen
Farben gefirbt werden. : :

Enthilt @ keinen Weg der Lénge p, so ist D(G) < p und somit
miissen alle | X| Knotenpunkte des Graphen G mit |X| verschiedenen
Farben gefirbt werden.
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Bs gilt folglich fiir jeden endlichen, schlingenlosen, zusammen-

h;j,ngenden Graphen @ = (X, U) die Ungleichung :

min {p +1, | X[} = K (p, &) < | X]|.

@)
Aus dem obigen folgt auch die Giiltigkeit des Satze§ 15
SATZ 1. In einem endlichen, schlingenlosen, zusammenhingenden Gra-
hen G = (X,U) ist K(p, G) = | X| genau'dann,.w?pﬂ‘n D(G) < p. -
4 In dem nun folgenden suchen wir diejenigen Graphen, fir die

G) = p + 1 ist. Es gilt der il

E” SiTZ 1; Hs sei G ziX, U) ein endlicher, schlingenloser, zusammen-

ingender Graph und p eine natirliche Zahl, p = 2. Es st K(p,G) =
h/cupg + 1 genaw dann, wenn einer der folgenden Fille eintritt :

X - _‘— 1 v .
g%; |Deil' G”rgph G’ besteht aus einem Weg der Limge >p, g
(c) Der Graph G besteht aus einem Kreis, dessen Linge ein Viel-
faches von p 4 1 ist.
is. 1. Bs sei G = (X,U) ein Graph, der die Bedingung (a)
erfﬁll‘f 6%];@&(1 =p+1istund d’la G zusammenhédngend ist, folgt D(G) << p
und somit nach Satz 1 K(p, ¢) = |X|=p + 1.
@ erfiille die Bedingung (b), d.h. G bestehe aus(dem VVeg)g‘ aq, (31, a,),
ceey @ (a/p a, 1) Ap+1y +« -9 .a«m—ly Op—1,y Q,), @, AESSen
%za'jnfrcézér?‘)ﬁ(’eragl’s P ist.” Auf 7(}1};:11(1’ der Unglelclh)ulﬁl‘g (‘;) fol.gz If(o (lpz3 fd)g
=3 . .. . .. . 9 i n IS g e :
. Eine zuldssige Farbung mit (p + ) Farbe . '
ﬁz_erp K_*z_loltengﬁnkt a, Wi%?d mit def’ Farbe I, gefdrbt falls (¢ — h) dmclh
(p + 1) teilbar ist (h =1, 2,..., p, p +1). Es folgt K(p,"G) =7 +. :
Es sei nun G ein Graph, der die Bedingung (c) erfiillt, also ein
Kreis dessen Linge ein Vielfaches von (p + 1) ist:

ay, (Ayy Qg)y Aoy (@, G3)y Agye v vy Umpi1), (@np+1)5 @)y 0.

i r folgt aus |X|=p + 1, daB K (p, ) =p + 1 ist.
%gzng(i)e %‘V;ﬁbﬁ;gein del{g der Krllotenpunkt a, mit czer Farbe h(h=1, 5, o
p + 1) gefarbt wird, falls (¢ — k) durch (p + 1) teilbar 1;13, ];s eﬁz
zulissige Farbung der Knotenpunkte von G mit (p + 1) Farben.
folgt auch in diesem Falle K(p, G) =p + 1.

I1. Es sei @ = (X, U) ein endlicher, schlingenloser, zusammen-
dngender Graph mit K(p, ¢) =» + 1. . .
hangeflsteli)(a) 2 b, 5o folgh nach Satz 1 K(p, G) — | X|. Bs st somit
auf Grund unserer Voraussetzung | X| = o +1 und wir Sl{ld im Falle (.a)_.

Ist D(G) > p, so gibt es in G einen Weg, der linger als p ESL.

Es sei W = ay, (a;, a3), @, (@2 G3), @3, - 5 Oy (0, Auya), afb+&_eln§f er

lingsten Wege des Graphen G. A = {a;, a5, ..., @ui1} sei die Menge

der Knotenpunkte des Weges W. e T
ir nehmen an es sei A 5= X. Da der Graph G zusammenhé

ist un}lv 7111; 1zainer der lingsten in G enthaltenen Wege ist, folgt aus A+X,

9 - c, 3429
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die Existenz eines Knotenpunktes b aus X, der in @ mit ei
Knotenpunkte a,, as,.. - @, des Weges W durch eine Kante verbungey,
ist. Es sei a, der Knotenpunkt des Weges W mit dem durch ejpg
Kante verbunden ist. Es sei W’ ein Teilweg von W der Linge ?, dep
die Knotenpunkte a;_;, @, @ir1 enthilt, und es sei G’ der Teilgrapy
des Graphen @, der aus dem Weg W’, dem Knotenpunkt b und dep
Kante (b, a,) besteht. @ ist also ein zusammenhangender Teilgraph Von
G mit (p 4+ 2) Knotenpunkten und D(G’) = p. Folglich ist K(p, q') &
= p + 2. Dann wire aber auch K(p, G)=p + 2. Unsere Annahme A=ty
tihrt somit zu einem Widerspruch. Es folgt 4 = X. Die Kantenmen e
des Weges W bezeichnen wir mit V. Es kénnen zwei Fille ei

1) V = U. In diesem Falle ist also @ mit dem Weg W identisch

Der Graph @ erfiillt somit die Bedingung (b). 1

2) V 5= U. Dann gibt es eine Kante (@, @) (j—¢>1), so dag

(a, a;)€ U und (a;, a)& V. Wir nehmen an wir hitten nicht { —= 1
J=n4+1Istj—i= P, 50 ist der Teilgraph G, der aus dem TeiIWeé
von W zwischen den Knotenpunkten a;_; und Qivp—1 (falls ¢ 5£1 ist)
bzw. zwischen den Kontenpunkten a;_,_,, und @j+1 (falls ¢ =1 ist) ung
der Kante (a;, a,) und dem Knotenpunkt a, in dem ersten Fall bzw.,
dem Kontenpunkt «, in dem zweiten Fall, gebildet wird, ein Graph
mit (p 4 2) Knotenpunkten und mit D(G’') = p. Wir hitten dann wieder
Kp, )=p +2. Ist j—4 <P, 80 sei W' ein Teilweg von W der
Lénge (p + 1) und der die beiden Knotenpunkte a, und a, enthilt.
Es sei dann G’ der Teilgraph von G, der aus W’ und der Kante (@, a,)
gebildet wird. Der Graph G enthilt ebenfalls (p -+ 2) Knotenpunkte
und es ist D(@Q’) << p. Es folgt wieder K(p, G) = P + 2. Unsere Annahme,
wir hétten nicht ¢+ =1, j = n 1, fihrte in beiden Fillen zu einem
Widerspruch.

Essei alsod =1undj = » 4 1. Dann bildet der Weg W zusammen
mit der Kante (a,, @,.1) einen Kreis 0. Auf Grund des eben Bewiesenen,
folgt, daB der Graph @ keine anderen Knotenpunkte und Kanten auBer
denen des Kreises ¢ enthalten kann. @ ist also ein Kreis. Aus K(p, @) =
= p + 1, folgt, daB die Liinge dieses Kreises ein Vielfaches von (p + 1)
sein muB. Der Graph @ erfiilllt somit die Bedingung (c). Damit ist Satz
2 bewiesen.

SATZ 3. Hs sei @ = (X y U) ein endlicher, schlingenloser, zusammen-
himgender Graph und h eine natiirliche Zahl, 1 = h<|X| — (p + 1). Ist
K(p, @) = |X| — b, soist P<DE)<p -+ h

Beweis. Wir nehmen an, es sei D(G) >p + h. Dann gibt es in @
zwei Knotenpunkte a, und Upin+1; 8O daB d(ag, @piny1) =p + b 4+ 1
ist. Hs sei dann W = a,, (ay, a,), Uy (G, @), ay,. .., a,,,, (@yiny Opinsr)y
Gpin+1 elner der kiirzesten Wege zwischen den Kontenpunkten a, und
Opin+1. S gibt dann eine zuldssige Firbung der Knotenpunkte des
Graphen G mit (| X| — h — 1) Farben und zwar diejenige Firbung in
der a, und a,.; mit derselben Farbe F, getirbt werden, a, und a,,, mit
derselben Farbe Foyooty @, und apyppq mit derselben Farbe F,., und
die restlichen |X| — 2(h - 1) Knotenpunkte mit | X| — 2 (h 4 1) ver-
schiedenen Farben gefirbt werden. Rs folgt K(p, )< |X| —h—1
und wir sind somit zu einem Widerspruch gelangt. Damit ist Satz 3
bewiesen. Es muB noch unterstrichen werden, daB die Ungleichung

nem dep

P
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5 —

— p -+ h in Satz 3 genau ist, in dem Sinne, daB es Graphen gibt
' ";’If)f(p O e T Wimgeton o héngenden Gra-
- dlgATZ 4’ In einem endlichen, schlmgenlose%, ze:@sm@nvwer:;? @ gzwei s
= U) ist K(p,G) = | X| — 1 genau dann, o
te ;{an)b aus %iqibt, sodaf d(o;, tb) = p + Listund aus d(z, y)

g = 0 : . .

; emwie%?(ﬂ 5 E) a:();l)eé” Iy—— 1?Jl:Ta€m Satz 3 folgt sofort die Be%zn—
L& SE —i? ’1 somit auch die FExistenz zweier Knotenpun ,e,
]gﬁsGt)an#ZI;) —5—17 ist. Bs sei M die Menge der Kno’penpunktepaale,

i i ich 1) ist.
el(}'henc};}?m]gllls tgﬁz géelgébfaph—ll_ ]l} zwel Knotenpunkte]gazre c'{la%oi)} ’

Wl(])? daB a, b c,’ d vier verschiedene Knoteypunkte SH&' ul%noteﬁ-
{ d}és b) = ’+71 und d(¢, d) = p + 1 ist. Farbii m%n d?; (2T
i d b mit der Farbe F,, ¢ und d mit der Farbe F,, b
B rioh: npunkte mit (|X| — 4) verschiedenen Farben

ﬁbriggeblieberﬁli ;K n;);:e erhilt man eine zuldssige Fé’brbun% dl;arnK;g)(i
fs,pfﬁl’;:cé-’von[ 5 Hl’oezﬁglich der Distanz p mit (| X| — 2) Farbe
en

ir si i i Widerspruch gelangt.

" S%rsg?ﬁfngg Zlnxtel?l[ enthielte drei Knotenpunktepaa—re ({ﬁrlF?:r‘lIg

b}, {b, ¢¢ und {¢, a}. Da d(a, b) =p + 1, d(b, dc) szé L e
[ g + 1 ist, kénnen die Knotenpunkte a, b un Ct A wanr
d(o,gg Ef‘p gefirbt werden, die restlichen (X —3) Kﬁptgnr?wir e
Fa;l . 31) verschiedenen Farben F,, Fs,. .., Fixi_2. S0 ~12P he Pibgielous i
gine zuliassige Farbung der Knopgnpu(rllkt.e ‘;)ilédgr EEZ;% elr(il o e

i — 2) Farben und somit sind wir ) :
gerﬁlﬁg‘(ul %s folét, daB alle Knotenpunktepaare aus M einen Knoten

punkt a enthalten missen.

i i i lingenloser, zusammenhin-
ei@ = (X,U) ein endlicher, schling er, I
o*endei;[i}x]fmsp;ilin dein és zwel Kon&gnpltmktenci{ }01;)%, Z rgll;t, ;0 (%?113 dv(vz’l gl)les
- i d daB fiir jedes Knotenpu : 5l w
i( pq—l)_ —1— ;)St—k 1inist, entweder z = a oder y = a folgt. AusGd(a, ;;i) Izn%t,_*e—nl-
?(lw’tJD—(_G) = p + 1. Wir nehmen nun an, es gibe % ?gé,nn
pouikte a, und aprs, 50 daB d(a;, aps3) =P + 2 ist. Es se

nen @
tenpunk
=P

gung
derent
fir W

- a
W = ay, (a1, @), @5, (aq, U3)y Qgye oy Api2, (@125 Mpi3); Apts

i X i dpis. Dann ist d(ay, apr2) =
o dei lﬁggesc;(e; V;Tigs iw;)s:l_leln l(fﬁdmvlvéilr spi;rngd zu einem Widerslirlilgl
s g gl s Diomesr i ompten 600) 1 L1

j zuldssigen Farbu ( i

Distzu{lzl glyecllggssen diég (| X | — 1) Knotenpunkte aus %—b anmrllr‘ih(J |(:/|YZ|(|—B
ve;'schiedenen Farben gefirbt werden. Eine zuléssige alk tu ga A
Farben ist z.B. diejenige in der die Klnlotgnp%ri_ ]:enen HEat
derselben Farbe F, gefirbt werden und die 111),1"1gg¢391 1eF )
Knotehpunkte mit (| X| — 2) verschiedenen Farben Fy, Fy,. . ., £'x|-

it i 4 bewiesen.
i i @) = | X| — 1 und damit ist Satz .
. K(p’F) sei| G |: (X, U) ein endlicher, schlingenloser Graph f;mz:
Sy ’ sei der Graph, den man aus G erhd
fiir welches in G die Un-

eine natiirliche Zahl, p =2. G’
:gndem man fiir jedes Knotenpunktepaar », Yy,
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6

gleichung 1 < d(x, y) < s
ine Do i;t{) =p gilt eine Kante (x,y) 2u den Kanten von @

K(p,G)=K(@1,G).

Der Beweis dieses Sat i i
Firbune d atzes 1sf; unmittelbar, weil j . .
Fétrbung dﬁ%ﬁﬁ?ﬁﬁfﬁ% bezugh(:,h delj.Distan; » zlu g]l%(ilghl;n(: ;u%%&ge
gekehrt. e von G' beziiglich der Distanz 1 ist ulllnc?sslge

Definiti i i B
genlosenfg:';gﬁérfsg El I(‘X? lngn Knotenpunkt a eines endlichen ;
einen p-kritischen Iznote’npu)nft(p’dG = a) < K(p, 6), 50 nonmen wir';
[ er Ordmung 0 (p, ) = K(p, 6)

efinition. Ist ein jede ~ 4
G it Jjeder Knotenpunkt ei i :
rap%;l fpollgtlt}i(i%}tso nen?en wir den Graplﬁeerf zgld})lsl(tﬂ}?ﬂz’l‘?fhllﬁgenlosen
e e it . -kritisch.
zusammenhingend ist. § dleser Definition, daB ein p-kritischer Grapp
SATZ 6. Ist a ein p-kriti
) . L -kritischer K ;
endlichen, schlingenl it notenpunkt der Ordnung O ;
Ungleichung : genlosen Graphen G = (X, U), so gilt ng (}f ’>a)§l?z?8
= 2 die

(2)

Bs ist O(p, a) = | X| i
. = — 1 fiir =3
e Stg‘n und o sein Zenm{% z,si( (=8 yenau (dann; onn. dor
eweis. Di i ;
aus 1 gli(i?;? %Ie_UngEIChung (2) folgt sofort aus 1 < K(p, @ |
ot G o Stea) =|X| —1 und aus K(p, G — a):< }({)’ G)é 1 X1,
ist fir p =2 K(p rré)nﬂt %em Zentrum @, so ist D(G) = 2 }z{nd)f lgli
hingenden Bestandteilen | X|. G — a besteht aus (|X| —1 0'glich
mit denen durc%nKa?ﬂten und zwar aus den (|X| — 1) 31{1;01? usamr}r{xen-
nten . " 1 en
Ao Op, @) = | X| o1 in @ verbunden ist. Es ist somit K(p, Gp_uél) ieln
Es sei nun @ = (X, U) ei : ‘
e , U) ein schlingenl i .
% skl;lstég(;}igg I%notenpunkt des Graphen Gg, 18100853;1’3 eOn(d L e
und aus K( ép,<G) — H(p, @ —a) = |X| —1. Au% f):lfleI P
Becieni 16 ea '(A]Twlffdgt K(p, 6) = |X| und K(p, ¢ — a)(& et
folgt, daB ein jed dl | —1) zusammenhingenden ’Best d—_l.Dann
der éestandteﬂ]e;i eesr Ger Iénotgnpunkte aus X — a ein zusa?gmtelfp. -
Knotenpunkt i raphen ¢ — a ist und somit in G — e
o undpalsotjelgg} l%{lﬁotle(rgﬁ Ig;)f——— {XJX folgt, daB @ zusa?nillgnlkslggegfé
: 5 aus X — i P g
Verbuxsliilzl ;Stb d.h. G ist ein Stern und :Z srgilrli %:ﬁlﬁc};n]e cine Kante
o i .in endlicher, schlingenlos b
/) kmtzgcheﬁ/% Teilgraphen @' ’fu’r welgchen ;éﬁ(g,mg)’})b g I:f(;X’G?) enthais cinol
el . . . o o
chenden lga;izels)eén]'g ;Wilsldles'es SabeRarostigbento Wi;’ der des ent
G der gesuchte Teil =1 (siehe [1]7 [3]). Ist G selbst p-kriti lh11 oy
Knotenpunkt pragiy pI % @ pioht plitisch, so gibt es ¢ oinad
Ist @ —a p-keiti -kritisch ist. Dann ist K
= p-kritisch, so setz i ' (9, G — a) = K(p, @)
p-kritisch, 50 gibt es Y @ en wir ¢' =G —a. Ist @ Rl
; _so gil — a wiede A . — a nicht
nicht p-kritisch ist und somit K(p, @ iuglf lbI;eﬁ }f{&og’npgilkt sz ngcher
o 0 —a) = K(p,q) ist.

1<0(p, o)< |X|—1.
Graph G

T

7
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egen der Endlichkeit der Knotenpunktemenge des Graphen G miissen
ir pach einer endlichen Anzahl solcher Schritte zu einem Teilgraphen G’
¢ gelangen fiir den K(p, ') = K(p, Q) gilt. A
lich der Abhingigkeit

"’ Anschliefend geben wir einen Satz bezilg
Diameters_eines Graphen von dem Grad der Knotenpunkte.

SATZ 8. Es sei G = (X, U) ein endlicher, schlingenloser, zusammen-
Jder Graph, in dem jedes Knotenpunktepaar hochstens durch emne Kante
den ist. Ist der Grad eines jeden Emotenpunkies aus X mindestens

X|+3 .
L&]’ wobei T eine natiirliche Zahl ist, 2=h= s , so gilt

gleidb h :
DA = 3h — 4. Und es gibt Graphen, fir die die Voraussetzung des
Satzes erfiillt ist und fur welche D(G) = 3h — 4 gilt. . )

Beweis. Wir nehmen an, €8 sei D(G) >3h — 4. Dann gibt es 1D X
zwel Knotenpunkte @, und  asn_z, so daf d(a, asn_z) = 3h — 3 ist.
Bs sel

W = ay, (4, ay)y Aoy (Gg, a3)y Qgye -

des

hange’
perbut

oy A3n-3, (at3n-3, Asn—2); A3h—2

und asi_z. Es sei C die

zwischen a;
asi—g) =1 gilt:

einer der Kkilrzesten Wege in G
X, fiir welche d(x,

Menge der Knotenpunkte x aus

O, = {‘”\WEX, d (@, asine) =1} 1 =1, y, S

Aus g(@si-2) [‘—)Z—l} folgt, daBl in ¢, mindestens [—L‘;ﬂ] 4+ 1 Knoten-
punkte sind. Wir nehmen an, es gébe zwei Indizes ¢ und j, 1 =1 < j<h,
so daB C,NC,=+9. Bs sei dann e ein Knotenpunkt aus 0,NC,. Es
folgt d(asi—2, si—2) = d(asi-2; @) 4 d(a, asj-2) =2. W ist aber einer der
kiirzesten Wege zwischen a;, und @g;_2; somit ist der Teil des Weges w
zwischen agi—z und dsj—2 einer der kiirzesten Wege zwischen diesen beiden
Knotenpunkten. Folglich ist d(asi-2, asj_z) = 3 und wir sind zu einem
Widerspruch gelangt. Es folgt fur i =+ J 0,NC, =9. Dann haben wir in
der Vereinigungsmenge der Mengen C, (1 = 1, 2,..., h) wenigstens

h([g—l—] + 1) verschiedene Knotenpunkte. Es ist aber :

([0 +3) >

3h — 4, fiihrte also zu ei
Knotenpunkte hat. Dami

Schranke (3h — 4) genau ist.

h.

=

nem Wider-

Unsere Annahme, es sei D(G) >
spruch, da der Graph G nur |X|

Satz bewiesen.

s bleibt noch zu zeigen, daB die
Es sei G ein Graph, der aus den nachstehend
G,,G,, . .., G, gebildet wird. Der Graph G, ist ein vollstindiger Graph mit
den Kontenpunkten &, %129 %igs: -y Pukeis Fir i =2, 3,...9 bk —1
erhialt man den Graphen G, aus dem vollstindigen Graphe
Knotenpunkten

Liry Lizy Lidy ooy Lik+1

t ist unser

definierten Graphen

n mit den
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durch das Entfernen der Kante (@i, @i2). Der Graph G, ist ein voll.
stindiger Graph mit den Knotenpunkten

Ti-1,29 X1y Thoy ooy @y, .

In dem Graphen & werden noch die Kanten (@i, @i1,) fir ¢ = 1, 2,

A0

Xor:
Abb. 1

3, ..., k — 2 eingefiihrt. Der so erhaltene Graph G enthilt |X| =
(b —1)(k+1)+b=k3+Ek—1 Knotenpunkte, der Grad eines jeden Kno-

tenpunktes ist mindestens %k — %—,] Bs ist d(wy, 2n) = 3k — 4.

Nach Satz 8 ist also D(G) = 8k — 4,
Ein anderes Beispiel ist der Graph G = (X, U) aus Abb. 1. Es ist
| X] =12. Nimmt man s = 3, so sieht man, daB der Grad eines jeden

Knotenpunktes groBfer oder gleich [%] =4 istund D (@) =3h—4—=5
ist.

Eingegangen am 12. November 1968

Akademie, Zweigstelle Cluj,
Recheninstitut
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