CALCULUL LOGARITMILOR

Cercetdtor principal O. Arami

1. Functia logaritmica

Fie dat un numdr real, pozitiv, a (a=+1). Prin ,functie loga-
ritmicd In baza a“ se intelege functia reald de variabild reals,
care realizeazd corespondenta de la o valoare oarecare x (2>>0),
la rdddcina y a ecuatiei

.= av, (1)

Sd presupunem pentru fixarea ideilor c¢& a>>1. In aceastd ipotezi,
tinind seama de faptul cd functia a¥ (consideratd ca functie de
variabild independentd y) este continud si strict crescitoare pe
intervalul (—oo, co) si cd

lim av =0; lim a¥ =400 (a>1),

y+—o y=>te

rezultd cd oricare ar fi valoarea pozitivd datd z, ecuatia (1) in
necunoscuta y admite o solutie si una singurd. Aceastd solutie
se noteaza astfel:

y = log. (2)

si poartd denumirea de ,logaritmul in baza a a numé&rului z*.
Numadrul @ se numeste ,bazi“ a sistemului de logaritmi con-
siderat.
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Se demonstreaza in cursurile de analiza matematica ci func-
tia logs z este continud pe intervalul (0, oo) si de asemenea, ci
f)e acest interval ea este strict crescdtoare, respectiv strict des-
cresciatoare, dupad cum a>1, sau 0<a<1. De asemenea se de-
monstreaza existenta limitelor de mai jos, iar dacid de exem-
plu a>1, atunci au loc egalitatile

lim log, * = —oo,

x>0t

lim log, # = +oo.

x>+
Sint de retinut si urmitoarele doua egalitdti, care rezultd din
definitia functiei logaritmice:

log, 1 = 0.

log, a = 1;

Fig. 1
Daca intr-un plan, raportat la un sistem cartezian (ortogonal) de

coordonate, se reprezintd curbele de ecuatii y=a* si y = log, =z,
aceste curbe vor fi simetrice in raport cu bisectoarea y = z,
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intrucit functiile a* si log, x sint inverse una fati de cealaltd
(tig.1). Tinind seama de definitia tunctiei log, x, rezultd ca
are loc pentru orice x¢ (0, co) egalitatea

alog, x = . (3)

Se demonstreazd cd functia log, « verilicd urmatoarele ecuatii
functionale:.
logs (- x,) = logs x; + loga ,, (4)

X1

(2, >0, 2, > 0), (4")

log, = log, x; — log.x,

X

care stau de altfel la baza calculului cu logaritmi.
Din identitatea (3) rezulti indatid identitatea

logs (M%) = «-log, M, (5)

valabild oricare ar fi numérul pozitiv M si oricare ar fi numirul
real «. Intr-adevir

log, (M*) = log, (a*¥%M) = «- log, M.

Fie b (bs£1) un numir pozitiv oarecare si tie log, = functia
logaritmicd in baza b. Logaritmind in baza b ambii membri
ai egalitdtii (3) si tinind seami de proprictatea (5), se obtine
egalitatea (logs z) (log, a) = log, x, sau

logp x 1 (6)

log, x =
logpa

Inlocuind in egalitatea precedentd pe z cu b se obtine
(loga b) (logy ay =1

Egalitatea (6) ne aratd cd pentru a trece de la logaritmul in
baza b a unui numir z (z>>0), la logaritmul intr-o alti bazi
a a aceluiagi numir z, este necesar si inmultim log, z cu factorul

. (7)

logpa

M, =

Acest factor se numeste ,modulul de transformare de la baza b
la baza a“.
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In practica calculului cu logaritmi, se considerd frecvent ca
bazid a sistemului de logaritmi numarul 10. Logaritmii calculati
in baza 10 se numesc logaritmi zecimali, sau ai lui Briggs sise
noteaza pentru simplicitatea scrierii astfel:

loge x = lg =.

In consideratii teoretice se utilizeazi adesea ca bazd, numi-
rul e. Logaritmii in baza e se numesc logaritmi naturali sau ai
Iui Neper si se noteazi astfel:

log, z = In z.

La sfirsitul acestui paragraf vom ardta motivul pentru care
in cursurile de analizd matematicd se prefera utilizarea logarit-
milor naturali in locul oricarui alt sistem de logaritmi. Acest
fapt pare curios la prima vedere, intrucit logaritmii in baza 10
se bucura de remarcabile avantaie din punct de vedere al calcu-
lului numeric. Vom ardta in continuare in ce constau aceste
avantaje.

Din definitia logaritmilor (in baza 10) rezultd ca

lg1=0, lg10=1, lg 100 =2, Ig 1000 = 3,.....

Daca s-ar cere sa aflam valoarea logaritmului in baza 10 al
unui numdar care nu este o putere intreagd a bazei 10, de exem-
plu al numadrului 1349, atunci am putea si procedam astfel:
Numérul 1349 se afld cuprins intre 1000 si 10000. De aici, in
baza faptului cd functia ,lg“ este crescdtoare pe intervalul
(0,00), rezultd inegalitdtile 1g 1000 <C lg 1349 << 1g 10000, sau
1 3 << 1g 1349 << 4. In consecintd numéirul 1g 1349 va avea o
reprezentare zecimald de forma

1g 1349 = 3, 4,0505 000 = 3+-;.’(1)_+£2_ L4,

102 102
unde a;, a,, as, ... reprezintd anumite numere dintre numerele
0, 1, ..., 9. Partea intreagd a valorii logaritmului considerat

(adicd ,caracteristica® sa) se determind cu usurintd si problema
pusd, revine la aflarea pdrtii zecimale (numitd ,mantisa“ loga-
ritmului considerat).

Se observd apoi cd numerele 1349 si 134,9 sint legate intre ele
prin formula 1349 = 134,9-10 si deci ca

Ig 1349 = 1g 134,9 4 1g 10 = 1 + 1g 134,9.
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De aici rezultd ci mantisele logaritmilor (in baza 10) ale nume-
relor 1349 si 134,9 sint identice. Astfel, una dintre particulari-
tdtile sistemului de logaritmi zecimali constd in simplicitatea cu
care se poate atla caracteristica, precum si in invarianta mantisei
fatd de operatia de inmultire a numerelor cu 10 sau cu o putere
intreagi a lui 10. Explicatia acestor proprietiti se atla in faptul
cd in cazul sistemului de logaritmi zecimali, baza sistemului
respectiv de logaritmi coincide cu baza sistemului de reprezen-
tare al numerelor (cu baza sistemului de numeratie).

In matematic&, prezinti insd un interes nu numai calculele
numerice, c¢i si calcule cu expresii literale, in care literele sim-
bolizeazd numere. In acest caz se pune problema de a alege o
astfel de bazd a sistemului de logaritmi, Incit calculele respec-
tive si fie ¢it mai simple. Din acest punct de vedere logaritmii
naturali par ar fi cei mai avantajosi, intrucit derivata functiei
logaritmice in baza e

d 1
ekl | <t
dx(nx) x’

se exprim# mai simplu decit derivata functiei logaritmice in
oricare altd bazd a:

d _
E (IOga x) " xlna

In particular, dacd ¢ = 10, vom avea

1

d
——— l xz) = —m——
2 182 x.2,30259...

intrucit (dupd cum se va vedea in continuare) In 10 = 2,30259 ....

2. Scurt istorie

Autorii primelor tabele de logaritmi au pornit de la ideia legd-
turii care existd Intre termenii unei progresii aritmetice si termenii
unei progresii geometrice. Aceastd legdturd a fost pusd in evi-
dentd incd din anul 1484 de Chaquet si apoi de citre Stiefel in
anul 1544, fird si i se acorde vreo importantd practica.
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Au urmat apoi o serie de lucrdri, pe care le putem considera
ca precursoare lucrarilor de baza in precizarea notiunii de loga-
ritm, apartinind lui John Neper (1550-1617) si intitulate ,Miritici
logarithmorum canonis descritio“ si ,Mirifici logarithmorum
canonis constructio®, precum si lucrarii lui Jost Biirgi (1552-1632)
cu titlul ,Arithmetische und Geometrische Progress Tabullen“.
Sistemele de logaritmi utilizate de Neper si Biirgi au avut ca

baza numercle (1 —71—)—7) 107, respectiv (1 |- —lé) 10%, avind ca
valori aproximative numerele —, respectiv e. Utilizarea acestor
(S

sisteme de logaritmi in calcule numerice au prezentat insi greu-
tati din cauzd cd bazele in care sint concepute, sint diferite de
baza sistemului de numeratie, adici de numé&rul 10.

Henry Briggs, matematician englez, are meritul de a fi con-
siderat pentru prima datd logaritmi in baza 10, in lucrarea sa
»Arithmeticae logarithmorum® si de a ti intocmit o tabeld de
astiel de logaritmi. Alcdtuirea unei astfel de tabele a fost im-
pusd de consideratii privind aplicatiile ei in calculul numeric.
Se considerd ca deosebit de interesante metodele utilizate de
Briggs la calculul logaritmilor.

Dupd descoperirca logaritmilor, ideia utilizdrii lor in calcule
numerice s-a rdspindit relativ repede. In Germania, Benjamin
Bohr a publicat o editie simpliticatd a lucrarii lui Neper, editie
folositd si de celebrul astronom Kepler, care a cunoscut printre
primii, foloasele practice ale tabelelor de logaritmi. Cirti si-
milare au aparut si in Franta si Olanda.

In ceea ce priveste logaritmii naturali, este greu de spus cu
certitudine, cine a formulat in mod clar pentru prima oari no-
tiunea de logaritm natural. Valori aproximative ale logarit-
milor naturali ai unor numere, au fost obtinute de John Spei-
dell in anul 1622, precum si Intr-un apendice anonim la o tra-
ducere, apdrutd in anul 1668, a unei lucrdri a lui Neper. To-
tusi denumirea de logaritm natural a fost folositd pentru prima
data, intr-o lucrare deschizitoare de noi drumuri, apartinind
lui N.Mercator (1620—1687). In aceeastd lucrare se stabileste
(1668) dezvoltarea

sy ot ok L gy X
m+a)=o—Z 422 4 Dy

n
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cu ajutorul careia a fost lamuritda in mod clar notiunea de lo-
garitm natural. In acelasi an, James Gregory (1638-1675) sta-
bileste urmatoarea remarcabild dezvoltare in serie

M _o[M—N | 1 (M—N\3 1 (M—N)5
lnﬁ_2LM+N+3(M+N) +5(M+N)
1 M— N \2n41
+...+2n_l ‘m) +...-]7

care a foststudiatd mai amanuntit de E. Halley in anul 1695.

Modul actual de scriere al exponentilor fractionari si negativi
a fost utilizat de /Newton In anul 1676. In ceea ce priveste
anul in care s-a introdus definitia exponentiald a logaritmilor,
este greu de precizat. Aceastda definitie este insd utilizatd de
Eyler in anul 1736, in lucrarea sa ,Mechanica sive motus scien-
tia analitice exposita®, t.I, cap. II, nr.171 (p.60 din Opera
omnia (2), vol. 1), fiind consideratd ca o detinitie curentd a
logaritmilor.

In anul 1668, V. Mercator defineste logaritmii cu ajutorul ariei
unei portiuni de suprafatd pland, delimitatd de un arc de hiper-
bold si de anumite segmente de drepte, ceea ce revine de tapt
la definitia:

X
Inx = S% (x> 0).

1

In anul 1714, R.Cétes (1682-1716) a obtinut functia logaritmici
cu ajutorul unei ecuatii functionale.

3. O metoda elementara de calcul al valorilor logaritmilor

Vom indica in continuare un procedeu de calcul al valorilor
logaritmilor, foarte comod In cazul in care baza sistemului de
logaritmi este un numdr intreg oarecare si in cazul cind rezul-
tatul calculului se cere sa fie exprimat Intr-un sistem de reprezen-
tare, a carui baza sa fie un numér natural relativ mic. Spre
exemplificare, ne propunem sii reprezentim numirul lg 13 in
baza de numeratie 3. In acest scop vom scrie

0 __ a4 | Q| a3 a4 4 %5
Ig13 = ao+?+§;+§+§:+35 A
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unde a,, @;, @,,... reprezinta anumite numere dintre numerele
0, 1, 2. Pentru a determina coeficientii aq, @, as,..., vom scrie
urmitoarea egalitate, care rezultd din definitia lui lIg 13:

e ..
10 8% Bt i3 B =14'3; (8)
De aici rezulta ca a, va 1i cel mai mare dintre numerele 0, 1, 2,
pentru care are loc inegalitatea

[ e o

Se constatd cu usurintd c¢d @y = 1. Inlocuind in (8) pe a, cu 1
si Impértind ambii membri ai egalititii (8) cu 10™ = 10, si apoi
ridicind ambii membri ai noii egalitdti la puterea 3, vom obtlne

7l da as 2] +
il i Za pate Lo
10 S gy = (1,3)*=2,197. (8"
Din aceasta egahtatc se constatd cd a; este cel mai mare dlntre
numerele 0, 1, 2, pentru care are loc inegalitatea
10% . 12,497,
Prin incercari, se constata cu usurmt,.a ¢d a; = 0. Inlocuind in

(8") pe a; cu O si ridicind ambii membri ai egalitatii (8”) la pu-
terea 3 vom obtine
a2 2y
A0 120201 By = (2,197)% = 10,604599373. 8"
Din accasta egalitate se constatd c¢d a,=1. Inlocuind In (8'’) pe
a,cu 1, impartind apoi ambii membri cu 10” = 10 si ridicind ambii
membri la puterea 3, se obtine

A , q
ag+ g G

+ ...
1078 8 = (1,604599373)%.

Din aceasta egalitate se deduce cd az = 0.
Procedind analog, se obtine din aproape in aproape

=0,a;,=0,a,=2,a,=0, ¢, =0, a,="1,

st deci

1 2 . 1
1313=1+—3;4—3—6T¥+ ..... 9)

Tinind seama de modul in care au fost determinati coelicientii
ay, @y, Gs...., VOm putea scrie inegalitatile

e e O ] 4] bty R I
1‘!‘3—,_, F§;+§;<lgid<1 i 32+§;+'§;’
care 1n sistemul de reprezentare zecimal se va transerie

1,113911 < 1g 13 < 1,113979.

In exemplul considerat s-a ales ca bazd a sistemului de repre-
zentare a lui lg 13, numadarul 3. Se pot utiliza si alte sisteme
de reprezentare. Este de observat insa faptul ca, dacd baza
sistemului de reprezentarc este mare, atunci calculele devin la-
borioase. De acela, cel mai comod sistem de reprezentare cste
sistemul in baza 2.

4. Demvoltarea funectiei logaritmice in serie de puteri

Pentru a calcula valorile unei functii date, pentru diverse va-
lori ale variabilei independente si pentru a studia diversele ei
proprietdti, se Incearca in numeroase cazuri a aproxima Intii
functia data, cu alte functii cunoscute, sau cu iunctu ale caror
valori se calculeazi relativ usor. In acest sens plezmta 0 mare
importanta aproximarea funcgnlor prin polinoame, iar o me-
toda des utilizatd de aproximare a tunctiilor prin polinoame se
bazeazd pe utilizarea polinoamelor lui Taylor. Vom studia in
continuare o astfel de aproximare a functiei logaritmice, utilizind
o cale directd. In acest scop si considerdm formula

1+q+q2+--..+qﬂ_1:11—qn: ! e qn (q#{l)v
—q l—g¢ 1—9q

in care sa inlocuim pe ¢ cu —¢. Obtinem

At (et £ 1),

—
~

—
o~

S integrdm ambii membri ai acestei identitdti Intre limitele
0 si z numirul z, veriticind inegalitatea x > — 1. Se obtine
formula

n(1‘+x):x—i;f+i;3—...+ (—1pt 2 * " £Ru(2) (a>—1), (9)
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unde
X
. ~
(— 1) Ry(2) = |
0
Pentru a obtine o evaluare a restului R,(z), se poate aplica prima
formuld de medie a calculului integral, in baza cireia vom avea

in dt
1o 8 (10)

X X

tn dt 1 1 xn+1
= ndt = 1
Sl+t 14+ 6x Sn I+ 6x nt1 OBz
0 0
st deci
Ry (o) AR GRS iyl ]y 11
(@)= T (<0< (11)

Se observa cd valoarea absolutd a primului factor care intervine
In aceasta cxpresic a restului, este cuprinsi intre numercle

1 si , Intrucit z>—1. Al doilea factor care intervine in

s

xn+1 .
, converge (relativ

expresia (11) a restului, adicd factorul o=
n

repede) cdtre zero, pentru orice x din intervalul (—1,1], si citre
oo cind x> 1. De aici si din (9) rezultd c# oricare ar fi valoarea
lui z din intervalul (—1,1], polinomul

P, (2) ="z 2 2 + (et 2 (12)

aproximeazd flunctia In (1+z) cu o aproximatic R, (z), care
tinde catre zero, atunci cind n—»co. Acest fapt se exprimé
scriind cd pentru z€ (—1,1] are loc egalitatea

9. Calculul valorilor logaritmilor cu ajutorul seriilor de puteri.
Alcdtuirea tabelelor de logaritmi.

Cu ajutorul formulei (9) se pot calcula valorile aproximative
ale logaritmului natural al oricirui numir real u > 0. Nu este
insd recomandabil de a se aplica In mod direct formula (9) la
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calculul logaritmilor naturali, intrucit pe de o parte, accasti
formuld ne d& o valoare aproximativd a lui In u numai in cazul
in care 0 <u < 2, iar pe de altd parte, aproximatia datd de
aceastd formuld este in general neconvenabild din punct de vedere
practic. Astfel, de exemplu pentru z = 1, se obtine din (13)
reprezentarea lui In 2 prin urméatoarea serie

1 1 1
m2=1——4——— + ...,
X 2 +3 4 ea

care converge foarte lent. Pentru a obgine¢ cu ajutorul acestei
serii o valoare aproximativa cu trei zecimale exacte, ar trebui si
insumdm primii 1000 de termeni, ceea ce rezultd din expresia (11)
a restului R, (x). Pentru a imbunatati convergenta seriei (13), sa
presupunem cd |z| <1 si sd inlocuim in (9) si (11) pe z cu — 2.

Vom obtine
In(f- g)y= i 2 2 ke R aclay gl 4

Sd scddem membru cu membru aceastil egalitate din (9), dupi ce
in prealabil am fnlocuit peste tot pe n cu 2n. Vom obtine

1111+x:2(x+%+%5+--~~+ )+P'L(x)' (14)

1—x on — 1!

x2n—1

Pentru termenul rest p, () se obtine din (11) egalitatea

n = 7 — Ryu(— = ﬁi bl - 5
en(®) = Bul@) — Ryn(—2) = 2 (=] (15)

unde 0 <6 <1 si 0 <6 <1. Din (15) obtinem urm&toarca
delimitare pentru p, (z):
1 ]X |21l+1

en(2) | <— (16)
n1—]lx|

Cu ajutorul formulei (14) se pot calcula valorile aproximative ale

lui In u pentru orice numdr pozitiv z. In acest scop, si considerim

substitutia

(i l—f—x’ A7)
x
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care ne da

1
= . 18
P (18)
De aici se constatd cd, dacd u > 0, atunci |z| <1. In consecinti,
pentru astfel de valori ale lui u restul p, va tinde relativ repede
citre zero, atunci cind n—oco, ceea ce se constatd din (16). De

exemplu, pentru u = 2, avem x ———% si |en(2)]| << . Totusi

2n . 33"

si in cazul dezvoltdrii (14), rapiditatea de convergentd a seriei
corespunzatoare nu este intotdeauna multumitoare, intrucit, daca
u ia valori mari, atunci z ia valori apropiate de 1, si dupd cum ne
arata formula (16), restul p,(x) va tinde In acest caz relativ lent
citre zero. Vom ardta in cele ce urmeazi, cum se poate inldtura
acest neajuns.

In primul rind, sd observdm c# aflarea valorilor logaritmilor
numerelor rationale (pozitive), se reduce in baza formulei (4'),
la calculul wvalorilor logaritmilor numerelor naturale, iar acesta
din urma se reduce in baza formulei (4) la calculul valorilor loga-
ritmilor numerelor naturale prime.

Sa presupunem cd s-au calculat valorile logaritmilor naturali
ai primelor n—1 numere prime p,, ps,...,Pn_;. Atunci pentru a

obtine valoarea logaritmului natural al numarului prim urmétor,

14 x

Pn, nu vom aplica direct formula (14) cu substitutia p, = : RcCi

vom calcula valoarea logaritmului natural al numarului

u = Pn g
pn—1 pn—1

Tinind seama de (18), se obtine x = 5 si de aici se observa
Pn —

ca aceastd valoare a lui x este relativ mica, iar seria, corespunza-

toare formulei (14), va converge relativ repede. fnsumind un

numar suficient de mare de termeni din seria respectivd, vom
obtine, cu o aproximatie doritd, valoarea luiIn (L) Adunind

acestei valori, valoarea lui In(p, — 1), se va obtine o valoare
aproximativa pentru In p,. Insa valoarea lui In(p, — 1) se calcu-
leaza usor cu ajutorul formulei (4), intrucit numarul p, — 1 se
va descompune intr-un produs de puteri ai numerelor prime p,,
Ds2;---,Pn—1, i caror logaritmi s-au presupus cunoscuti.
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Rezultate si mai bune se obtin dacd se porneste de la calculul
Iui In u, unde

1
r=—70":

si deci
2p2 — 1

<
I
8 |:°m

Numarul z dat de aceastd formuld este mai mic decit valoarea lui

z obtinutd din formula (18). Pe de altd parte, numirul p2 — 1 =
= (pn — 1) (pn + 1) se va descompune de asemenea intr-un pro-
dus de puteri ai numerelor prime py, p,,...,Pa_y, $i In baza fo rmulei

(4), vom putea calcula cu usurintd valoarea lui In (p2 — 1)
Procedind ca mai sus, si tinind seamd de egalitatea In p, = ——ln P

ajungem la rezultatul dorit.

Prin diverse alte artificii, se poate micsora incd si mai mult
valoarea lui z care se introduce in (14). De exemplu, calculele
pot fi aranjate astfel, incit valoarea lui z care se inlocuieste in

formula (14) s& verifice inegalitatea x <C 3;00 . Pentru aceasta, va

trebui ca numdrul prim p,, care intervine in (19) si fie mai mare
sau cel putin egal cu 41, Intrucit 2-412 — 1 = 3361 > 3300.
Pentru calculul valorilor logaritmilor naturali ai numerelor prime
cuprinse intre 2 si 37 se poate proceda de exemplu astfel: Se
calculeaza intli numerele, 4, B, C, date de formulele

In (1 -+ —é%)’

A=1np 3L —
80

c=mB-
o 125 = (1+125)

Pentru calculul valorilor logaritmilor care intervin in aceste
expresii este convenabil de a se utiliza formula (9), care ne conduce
ls calcule relativ usor de efectuat. Chiar si un calculator cu o
experientd eventual mai redusi in domeniul calculului numeric,
va putea cu aJutorul acestei formule sd calculeze pe A, B, C, cu
14 zecimale exacte, In decurs de o ori.
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Pe de altd parte, tinind seama de descompunerile in factori
primi ai numadrdtorilor si numitorilor fractiilor care intervin in
expresiile lui 4, B, C, se obtine urmitorul sistem de egalitati

—4In2+4In3— Ind=4
3In24+ In3—21In5=24R
7 1n 2 —3 In 5=C,

care ne permite aflarea numerelor In 2, In 3, In 5 (cu 12 zecimale
exacte, dacd pentru A, B, C se considerd valorile aproximative ale
acestora, calculate cu 14 zecimale exacte):

m2=34—12B + 7¢C

In 3 =54—19B 4+ 11C

In 5 =74 — 28B + 16 C.
Cunoscind valorile aproximative ale acestor logaritmi, vom putea
calcula o valoare aproximativi a lui In10 si apoi, utilizind formula
(7), vom putea calcula o valoare aproximativa a modulului de

transformare de la baza e, la baza 10. Se arati ci acest modul are
urmatoarca valoare

My ading

In10

= 0,4342 9448 1903 2518 2765 1128 9189 1660 5082 2944 e
intrucit
In10 = 2,3025 8509 2994 0456 8401 7991 4546 8436 4207 6011...

In continuare, se poate calcula valoarea lui In 7, considerind
pentru u valoarea

7% 74
"—1 2.3.58

u =

iar apoi, se calculeazii simultan valorile lui In 13 si In 17 tinind
seamd de urmitoarele doud egalitdti:
13% 134 1735t 12-337..13

134—1 20.3.5.7.17 1795 1 .0)1ge
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In mod analog se poate calcula valoarea lui In 19, tinind seamé
de relatia
: 198 +1 =4.5.7,
iar apoi, succesiv,
In 37, In 11, In 31, In 23, In 29,
tinind seama de relatiile
10-372 — 1 = 34.13%; 118 — 1 = 23.32.5.7.19.37,
3t —1=27.3.5-13.37; 23® 4+ 1 = 23.32.13,
432980 1. =28 23,
Pentru calculul valorilor acestor logaritmi se poate folosi formula
(14), intrucit || <.
Cunoscind valorile acestor logaritmi naturali, se pot calcula cu
usurinta valorile logaritmilor zecimali ai numerelor respective,

utilizind formula de transformare Ig z = M,, . In z, care rezulti
din (6) si unde M, este dat de (20).

6. Calculul aproximativ al valorilor logaritmilor prin interpolare

In continuare, vom ardta cum se poate calcula valoarea logarit-
mului unui numér real oarecare r >0, care nu este rational.

Se stie cd multimea numerelor rationale este densi pe multimea
numerelor reale. Aceasta inseamni cd orice numir real (irational) r
poate fi aproximat oricit de bine cu numere rationale, adici,
oricare ar {i numdrul real dat ¢ (¢ > 0), existi dousi numere ra-
tionale z; si x, astfel Incit

r—e<<y <r<x, <r+ =

Presupunind ¢ suficient de mic, astfel incit r — ¢ > 0 si tinind
seamd de faptul cd functia In z este crescitoare, vor rezulta de
aici inegalitatile

In(r—e¢) <lnz <lnr <lnz <lIn(r+ e).

Intrucit functia In z este continug pe intervalul (0, co), vom
putea considera ca valoare aproximativd a lui In r, valoarea lui
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In z,, sau valoarea lui In z,, prima fiind o aproximanta prin lipsi,

iar a doua — prin exces. Notind cu E; = In » — In z, eroarea:

care se comite atunci cind in locul valorii lui In » se consideri

In z,;, au loc urmatoarele delimitari:
‘0<E<In(r—l—s)—ln(r—s)=ln(1—]— 2

Ee—=1

2¢

r—e

)< - (19)
Procedeul de aproximatie indicat mai sus, corespunde procedeului
de interpolare a lui Lagrange, in cazul unui singur nod. Rezultate
mai precise se pot obtine, dacd se utilizeazd pentru calculul apro-
ximativ al valorilor logaritmilor, polinoame de interpolare ale lui
Lagrange, considerate pe mai multe noduri.

Dupd cum se stie (a se consulta de exemplu lucrarea [9], depusi
acest volum), fiind datd o functie reald f, de o variabila reald z,
definitd pe n + 1 valori ale acestei variabile z,, x;,...,2,, atunci
polinomul P, de gradul n, care verifici conditiile S

P(z) = f(z) (k= 0, 1,..., n), (20)
este dat de formula

(X — Xo) v (X5 — X—1) (X5 — XEt1) e (X— X2)

P, (z) = Zf(xk) (X — Xg) oo (¥ — Xp—g) (X — Xp4q) ... (X — xp) . (21)
k=0

Acest polinom se numeste polinomul de interpolare al lui Lagrange,
asociat functiei f si nodurilor z,, #,...,24. In calculul numeric,
se utilizeaza de obicei o altd form# de scriere a acestui polinom,
care se datoreste lui Newton:

Po(z) = f(o) + (x — %) [%o, #1; 1 (2—20) (x—2y) [0, 21, 255 1+
+ .o+ ($ - .’130) (x = xl) (.13 e x”—l) [xm xl?"fxﬂ;f]7 (22)

unde [zy, Zy,...,%; f] reprezinta diferenta divizati de ordinul k
a functiei f pe nodurile z,, z,..., zx. In cazul in care nodurile

z; (i =0, 1,..., n) sint echidistante, notind cu & = Thgy — Tk
(k = 0,1,..., n), formula precedentd se scrie, :
Po(z) = j(zo) + A f(we) T2 A flay) E G0

+ oo + AZf(l'o) (x*xO) (x _nx'l)hn . (x T3 xﬂ—l) ] (23)
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unde A,/:f(xo) (k = 1,2,...,n) reprezintd diferentele (obisnuite)
succesive ale functiei f pe nodurile z,, z,,...,Zy.

Dacd se cunosc valorile diferentelor simple, sau ale diferentelor
divizate care intervin fn expresiile de mai sus ale polinomului
de interpolare, atunci se poate calcula cu ajutorul acestui polinom,
valoarea aproximativa a functiei f, in orice punct pe care ea est»
definitd. In ceea ce priveste restul R,(z; f) = f(x) — Pn(z), se
arata ca ¥

R f) = (& — 3) (8 — ) s (& — T [8 Toreorth ], (24)

iar dacd f admite derivatd de ordinul n 4 1, continud pe intervs-
lul [«, B], unde &« = min (x, z,,...,%s), iar B = max (z, =,,...,Zs),
atunci formula de mai sus se scrie

R (%5 ) = (& — 2o) (& — &) oo (@ — x)’%;—)% (25)

unde § reprezintd un numdr din intervalul («, B). Notind cu
Au[f] = max |f+)) ()|, vom obtine pentru restul R, (z; f)
a<x<(

urmitoarea celimitare

| R (s )| c =l oo ml 4 gy (26)
(n+ 1!

Exemplu. Se cere si se calculeze o valoare aproximativd a lui
g 12, 7, utilizindu-se o tabeld, continind valori ale logaritmilor
zecimali ai numerelor naturale de la 1 pind la 100, cu cinci zeci-
male exacte.

- Din tabeld se obtine

T gx | At A2
13 1,07918 0,03476 —0,00257
13 1,11394 0,03219
14 1,14613

Vom efectua intii o interpolare liniard. Inlocuind in formulele
(23) si (26) pe n cu 1, obtinem

f(x) = f(m) + AYf(mo) Z—22 + Ry(x; f),

X1 — X
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unde

| By (23 )| < L=llimnl gy,

Considerind in aceste formule in locul lui f, functia ,lg“ si In-
locuind z, cu 12, x; cu 13 iar z cu 12,7, vom obtine

lg 12,7 = 1,07918 + 0,03476 . 0,7 -+ R, = 1,103512 + R,.
it }< L ~0,00302,

= max |
122x<13 ! x%1n 10 2,3.122

d?lgx
dx?

Apoi, 4, = max
T 12=x£13

astfel ca
|R,| < %.0,7 .0,3-0,00302 < 0,00318.

Dacd dorim sa obfinem un rezultat si mai precis, atunci este
recomandabil sd folosim o interpolare patraticd, sau cventual de
un ordin mai Inalt.

Inlocuind in formulele (23) si (26) pe n cu 2, vom obfine

fla) = flaw) + Atf(eg) ZE 4 Af(ay) U0 4 Ry(as ),

unde

Ry (x; )l L=l "‘;"’1' lx=xl 4,01

Vom finlocui in aceste formule pe f cu functia ,Ig* si vom lua apoi
z, =12, 2; = 13, z3 =14, = = 12,7. Corectia patratied i
A(z,) %:ﬂl = % -(—0,00257). 0,7 - (—0,3)=0,00026985

si tinind seamd de rezultatul obtinut anterior, prin interpolare
liniara, vom avea

lg 12,7 = 1,10378185 + R,,

unde

|R2l< 0,7.03-1,3 max[ 2 }<

6 1zx<14] X2 1In 10

1 1
Rl / Pl L o B 23.
<5 (07) (03) (1,3) 155 < 0,000023.
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7. Caleulul aproximativ al valorilor logaritmilor natural: cu
ajutorul formulelor de cuadratura.

Posibilitatea utilizarii formulelor de cuadraturd la calculul
aproximativ al logaritmilor rezultd din urmétoarea egalitate

dx

T (a > 0).

In (@ + 1) :\'
o

Aceastd egalitate ne conduce la urmatoarea interpretare geome-

tricid. Dacd sc reprezintd grafic curba de ecuatie y =I+ ’
: X

atunci In a reprezintd aria figurii [plane, cuprinsd intre curba

= , axa Oz, axa Oy si dreapta z = a (fig. 2).

| W

LR

Fig. 2

S# considerdm pentru exemplificare ¢ = 1. Atunci din egali-
tatea precedentd obtinem

1

dx

- " 27

e ’Sl—l"x el
0
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In cele ce urmeaza vom da valori aproximative ale integralei care
intervine in membrul al doilea al egalititii (27), cu ajutorul unor
formule de cuadraturs.

Una dintre cele mai simple formule de cuadraturd este formula
trapezului:

b

{10 4z ="=2 [5@) + 1)1 + RIfT

(a < b), (28)
a
unde R este restul formulei. Daci functia f admite pe intervalul

[a,b] o derivabé,de ordinul al doilea, continui, atunci notind
45 [f]1= Lni}g [f"(x)], se aratd cd are loc delimitarea
a=x<

|RII< &2 4,071, (29)

PentrlAl a obgin.e insd un rezultat mai precis, se Imparte intervalul

[2,0] in n pérti egale (n fiind un numir natural, convenabil ales),

prin punctele de diviziune z, = a - _*- (b—a)(k =1,..., n—1)
n

$i la fiecare interval partial [Zt—1, ;] se aplicd formula trapezu-

lui (28). Se obtin astfel egalitatile i

X1

J1@) a2 = =2 11(@) + j2] + i1y

f1) do = =2 [j() + 1] + Rul1]

— B ESE R S

J1(0) do = 222 [f(any) +10)1 + Rulf] (30)
unde T

RIS s 2= Lot (31)
Aye = max  |f’(z)].
Yh—|Exsxp
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Adunind membru cu membru egalitatile (30), se obtine

b
(#z) a2 = 222 [IOTIO+ ja) + . + fan) |+ R, 32)

unde :
R=R,+R,+ ..+ R, (33)
Dacd se noteazd 4, = max A, = max |/’’(z)], atunci din (31)
k=1,..., n a<=x<b
si (33) se obtine
' b—a)?
Bl <IBy| + (Rl + -+ R < E=Toay (30)
De aici se deduce céd |R| < ¢, dacd n verificad inegalitatea
n> ”’—“)V (2=t (35)
2 3e

Sa aplicdm formula de cuadratura (32) la calculul integralei,
care intervine in formula (27). Pentru n = 10 vom obtine

1+_;— 1 1 1
In2=0,1. —+——+ ... +—]|+R.
n 01- 5 +1,1+1,2+' +1,9 ar
Pentru functia f(z) == I avem f(z) = 2 si deci 4, =

i BT

= max = 2. Aplicind formula (34), vom obtine

0=x=1 (1+ x)3

1
L 67.
|IR| < 556 < 0,001

Avem apoi
2 —0,0909...; L=00714..; L—00588..;
11 14 17
1 —00833.; L=00666.; -L=0055..:
12 15 18
L —00769...; L =00625..; -L=005%...:
13 16 19

BT e +% = 0,6185...
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La opt dintre impdrtirile precedente ne-am marginit la patru
1 1 1

—F— 4+ ...+ —cu o

11 s 12 19

zecimale. S-a calculat astfel suma
\= R s 8 .
eroare mai mica decit T Prin urmare avem

In 2 =0,075 + 0,618 + ¢, + R = 0,6935 + «,,
unde g, = g + R si
lea] < leal + [R] < 0,0008 + 0,00167 = 0,00247.

Rezultd deci ¢ In 2 = 0,69...

Pentru a obtine un rezultat mai precis, va trebui si utilizim
pentru calculul integralei care intervine in (27) o formuli de cua-
draturd de un grad de precizie mai mare. Si considerim formula
de cuadraturd a lui Simpson:

b

@) de = 22810 + 41 (02) + i0)] + RO (30

2

unde R reprezintd restul formulei. Dac# functia f admite pe inter-

valul [a,b] o derivatd de ordinul al patrulea, continu#, atunci

notind A,[f] = max |f®*)(z)|, se aratd c# are loc delimitarea
asx=b

|R[F11 < &=2 4,111

2880 &

Pentru a obtine insd un rezultat mai precis, se imparte intervalul
[a, b] in n pérti egale (n fiind un numir natural convenabil ales)

prin punctele de diviziune x; = a + p (b—a) (k=1,..., n—1)
n :
si pentru fiecare interval partial [x;_;, 2] se aplicd formula (36).

Prin adunare membru cu membru a egalitdtilor astfel obtinute,
se ajunge, intocmai ca si in cazul precedent, la formula

b

fii) do = 22 HOLIO 4 fia,) + fla) + oo + ) +
E (38)
Hoff (SR (AR e r (BB R
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unde
(b —a)

R .
1R < 2880 n*

ANl (4,1] = max |/ (@)]). (39

Séd aplicdm fcrmula de cvadraturd (38), (39) la calculul integrglei
(27). Vom considera in acest scop n = 10, adicd vem Imparti
intervalul [0,1] in 10 parti egaie si vom obtine

00 L
A L A= A W) el = 26

In baza formulei (39) vom avea
IR| < 2= L__ 0,000 000 834,

288010000 1200000

calculul valorii lui In 2 1l efectudm cu ajutorul formulei

+

1
1+
0,1 S | 1
e (R R S
il 3 { 9o Ll F1,2 1,9

sau ‘
2 = 0,025 4 —L p:L b dhind jopdiusy
g 33 Liagrali g9 (7 Tilvit gy

2 guodop 2o p20p
+31,5+34,5j 375 ' 585

‘Efectuind 1mpirtirile, cu noud zecimale exacte, vom obtine:

1 —0,030303030... ; —>=0,083492063 ... ;
33 31,56

16 & o s i
i 0,027 777777 ... ; 545

2 —0,053333333... ;
37,5

— 0,057 971 014 ... :
1 0,025.641 025 ... :
39
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212_ — 0,023 809 523 ... ; zogs = 0,049 382716 ... ;
4—‘5 = 0,022 222 222 ... : 23%_—— 0,045 977 011 ... ;
4#8 = 0,020 833 333 ... ; E25 = 0,043 010 752 ... ;
“51T = 0,019 607 843 ... ; 525 — 0,040 404 040 ... ;
5_‘4 = 0,018 518 518 ... ; 5—22—5 = 0,038 095 238 ... ;
g‘; = 0,017 543 859 ... ; 552_5 = 0,036 036 036 ...
.Eé = 0,034 188 034 ... ;

Efectuind suma acestor termeni, obtinem
In 2 = 0,693147367 + ¢ + R.

Tinind seama de faptul cd |[R| < 0,000 000 834 si cd 0 <
< 0,000 000 019, se constatﬁl (‘!Ei b

0,693 146 533 < In 2 < 0,693 148 210,
astfel cd putem scrie
In 2 = 0,69314...

8. Calculul valorilor logaritmilor cu ajutorul unor polinoame de
cea mai buna aproximatie

Dupéd cum se arata in literatura de specialitate (a se consulta
de exemplu lucrarea [3], pentru aproximarea functiei In (1 + z)
pe intervalul [0,1] cu o eroare mai mic& decit 0,000 000 03, se
poate utiliza polinomul

P(z)=ayz®+a,27a,28{-a;284-a, 24+ a 23+ agx?t-aq,x,  (40)
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unde ‘
a, = — 0,006 453 544 2; ay = — 0,240 733 808 4;
a, = 0,036 088493 7; a5 = 0,331 799 025 8;
a, = — 0,095 329 389 7; a, = — 0,499 874 123 8;
a; = 0,167 654071 1; a, = 0,999 996 423 9;

si a cdrui expresie este apropiatd de expresia polinomului de
gradul opt, care aproximeazi cel mai bine (in sensul lui Cebisev)
functia In (1 -+ z). Calculul valorilor acestui polinom pentru
diverse valori ale variabilei independente z (0 <z 1) se
poate efectua cu usurintd, cu ajutorul unei magini de calcul,
scriindu-1 in prealabil sub forma

P(z) = (@ + ay)z + a3)x + a3x) + ag)x + ag)r + agx + a,)x.

Existd numeroase alte procedee de calcul ai logaritmilor, ale
cdror expunere renuntidm s-o facem in cadrul prezentei conferinte.
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