NOTE SUR LES ENSEMBLES H-LISSES

I0AN MUNTEAN.

Les ensembles H-lisses (ou bien H-convexes) ont été introduites par
"T.'Precupanu [2] pour la recherche des espaces vectoriels topolo-
giques dont la topologie est donnée par une famille de produits scalaires,
Dans cette note on donne des conditions suffisantes de convexité et de
convexité stricte des ensembles H-lisses. Comme application des ces résul-
tats, -on obtient une caracterlsatlon des normes engendrees par un. prodmt
scalaire,

“1. Soit X un espace vectoriel sur 1e corps K des nombres réels ou
complexes.

On dit qu'une partie ¥ de X est H—hsse si pour tous les « > 0,
>0, x=aY ety EBYﬂ existe' a; > 0 et B, > 0 .tels que of + £2 <
S22+ ), x4+y<so - Yetx—y<=pB Y. On voit b1enquelen—
semble Y des points: ra’uonnels de lintervalle [—1, 1] de U'axe réel n'est
pas convexe. Néanmoins, ¥ est H-lisse car,'si 0.>0, B> 0, x € aY et
y € BY, on peut prendre o, = |x +y[ et By = % — 9|. Il est .donc-inté-
. tessant de chercher des conditions assurant la convex1te ou méme la con-
vexité stricte’ des énsembles H-lisses. - S

On dit qu'une partie ¥ de X est absoybame si pour tout x € X il
existe A > 0 tel que x € AY. Une partie Y de X est dite eqmlzbme si
pourtout 2 € K, avec [A| < L,ona AY C Y. La fonctionnelle p,: X — R,
associée 4 une partie absorbante Y de X et donnée, par legahte DPy(x)=

=inf{a>0: x = Y}, "est la forictionnelle de Minkowski a support Y.

La proposition qui smt a ete etabhe par T. Precupanu [2],
pag. 85—88:

! PROPOSITION A. Si Y est une partle absorbante équilibrée et H-lisse
de ’X alors la fonctionnelle de M1nkowsk1 ]by a. support Y possede les

proprletes suivantes: - . - R N . |
() — [pule) pour tows A S K et xe X o (1)
{xeX prln) < TP CY'C k€ Xi pyln) < 1), @)
T pi(x )+z>,, [p2x+y)+py(x— 97 pour tous %,y = X, (3)
"pf(ﬁﬂ) < pyl) +l9) pour tous my <X

2. On dit qu'une partie Y de X est radiairement bornée si pour tout
x <= X, x #0, on peut trouver un y € X, y #0, telqueYﬂRxC
C[Oy] ot Ry x={ax:a > 0} et [Oy]:{ay 0 < a1}

PROPOSITION B. Si Y est une'partie absorbante, équilibrée, H- hsse
et’ radiairement bornée de X, alors la fonctmnnelle de MlnkOWSkl by 2
support Y est une norme sur X.
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Démonstration. Les relations (1) et (4) montrent que p, est une semi-
norme sur X. §’il existait un x € X, x # 0, tel que py(x) = 0, alors on
aurait \

+xCYe1:-R+x;zf[OyjpourtdutyEXy;éO - 5) -

En ‘effet, pour établir la premitre relation de' (5), soit z = ax & R %,

> 0; alors py(2) = apy(x) = 0 et de (2) on tire z =Y. Pour etabhr la
deuxiéme relation de' (5) on suppose le contraire: il existe un y = X,
y # 0, tel que Ryx ( [0;y]; alors x = ay, 0 <« < 1, d’olt on arrive 2

la contradiction 2y = E xE€R +x\ [0, y]. Maintenant de (5) il :vient

que YN R, x = R, x ¢ [0, y1, ce qui contredit lhypothese faite sur Y
d'étre radiairement borné. Par conséquent, p, est une norme sur X.
Une partie absorbante et équilibrée ¥ de X est dite strictement con-
vexe sipourtous 4,y € Y, x # y,ett = J0,1[, ona pylix 4 (1 —y)<1.
Prorosrrion C. Toute part1e absorbante, équilibrée, H-lisse et radiai-
rement bornée Y -de X est strictement convexe.
Démonstration. a) Montrons d’abord que pour tous z, y =X, avec

Py(®) <L py(y) S letx £y, 0na p,,[ (» + y)] < 1. En effet, compte

tenu de Prop051t10n B ot trouve py(x — ) >0 et de (3) on peut con-
clure que '

Blze f‘y)]-——[f&v‘ 9+ £6] - Al )<
 <i[aw+sp) < B

. +b) Ensuite on va prouver que .pour tous %,y € X, avec py(x +y) =
= py(%) + py(y), il existe « > 0 et B > O tels que « 4+ B >0 et ax = fy.
Sans restreindre la généralité, on peut supposer que % # 0 et que py(x) <
< py(y). Alors. .

x y 1
by [pym pym L,:Y(,,) +z>‘y(x)] ' ,
y Py(#) + py(») 1 1
_ = : — Doy —_ =2.. (6
by [Mz) ;by(y)] oyl Sl e Py) - )
Pour les éléments »" = et v =—2on a py(x") = py(y’) = 1 donc

‘ . Py(#) Y= . Py(y)
x' =9y car autrement, de a) on t1re by [i (x’+y')]’<-1 ce qui con-

tredlt 6). : :

c) Enfin, nous allons montrer que Y est strictement: convexe. Pour
cela,;soient %,y €Y, £ #£ y, et ¢t = 0, 1[. Sans restreindre la généralité,
on peut admettre que (%) = py(y) = 1. Sil'on avait py(tx + (1 — 9)y) =1,
les’ relat1ons (1), (2) et (4), impliqueraient. py(tx + (1.— #)y) = 1. Pour



REZOLVAREA l NUMERICA A PROBLEMEI STRATULUI LIMITA
N FORMA LUI MISES PRIN METODA DIFERENTELOR FINITE.
APLICATIE LA CILINDRUL CIRCULAR '

DOINA BRADEANU

TEORIA PROBLEMEI

Introduceré, Pentru studiul migedrii fluidului viscos incompresibil in
domeniul inchis D al stratului limjtd laminar folosim ecuatia lui Mises
si conditiile la limita: (

Ju? du? 2 - - ‘
— = —, % < %, 0 00, 0.1
o ix +v “ 644” %o < x, 0<d < _ b | (0.1)

w(x, 0) =0, u(x, U ) = u,(x), 0 < %o <% < 45 (0.2)

o«

Wy P=u@, 0<F < w3, ~(03)
< @, ) (0.4

unde: x si § sint variabilele lui Mises, # — viteza in direcfia x in puncte
din interiorul stratului limit3, #, — viteza pe frontiera exterioard, v.=
= u/p — viscozitatea cinematicij p — densitatea, §  — valoarea func-
tiei de curent ¢ pe fromtierea exterioars, u#° — solufia inifiald dati in
sectlunea inifiala X = % Domeniul D al migcirii, din planul lui Mises
(=, J), se 1mparte 'in trei subdomenii: D! — interiorul stratului 11m1ta,
D* — vecinitatea suprafefei corpului in jurul ciruia se migcd fluidul i
D® — regiunea punctului de la infinit.

1. Migearea din domenjul interior D‘. Metoda diférentelor finite, In
subdomeniul sau regiunea D* problema se rezolvd numeric prmtr-o schemi
explicitd cu diferente finite cu 4 puncte de forma [1], [4]:

D={x, 4] 0 <2< %< %, O-S—n[)

g5 =gy 7 Vi — gislgijan — 25 + gijo1) Y
¢=01 ..,I—-1;7=12, ..., J—1)
gio =V, g1 =0, go; =G,; (valori date) (2)
¢=12 ....,1—147=01, ....])
unde (u, =const, 3 — grosimea stratului, D, - reteaua; I, J — nu-

mere intregi) :

x=LX, b ={ Hlu_, o =X, y =3), u,=u_U, U =7V(x)

CO

}i——X—“ “AY =_-¢;'°, r =2% — const.
J (A2

uw=u,U =u, JUI —GX, ¥), GXs {) ~g(X;, 4) =g; ()
D, ={X;, $; |0 X< X;< X, 0< ¢ < ¢}

X; =X, + iAX, & =jAd, AX
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‘Convergenta si stabilitatea acestei scheme sint studiate inlucririle [4],
respectiv [1]. Conditiile de stabilitate gi convergentd sint:

4U1-].
7 < : 4
r S 10U — Uljer — Ulj ST = )
gij+1 — 2815 + gij—1 2 0 e (5)

1

iar eroarea de aprox1ma1:1e a solu1;1e1 ecuatiei d1feren1,'1a.1e este delimitati
prin 1nega11tatea

il < G — ) AX + QW) i =1 2 . [ 0 <X, <X)
Izl = max |G(X, &) — gyl; b = b(Girs Gy

(=0.1,.....J) N - C

2. Misearea in domeniul D, Singularitatea ecuatiei lui Mises. In veci-

nitatea suprafefei corpului (92G/9¢2 — 0, ¢ — 0) se cauti pentru viteaz
adlmensmnala U(X ¢) 0 sene de forma :

U Y = ”i;a,,(XW’z : ‘ o)

unde coef1c1enjc11 an(X) smt functii necunoscute care se determma cu con-
" difii suplimentare:. . . : : . v
- — Conditia de compa‘clblhtate (pentru ecuatle)

dUl

0rU
1U— = —2U 7'
( 04*'y=0 ! ( )
. — Conditii pe suprafata corpului care cer si fie nuli coeficientii
X2, Ag ... din dezvoltarile (compatibilitate)
(a% U)“») i e Y 8)

an ! oy

(_a U)(Z) U 9 (U_a_(Uazuz)]_ ‘ \
Y e aq» o\ " -ad?

Pentru a determina coeficientul a;,; rezolvim ecuatia

unde, de exemplu,

MNpt(@y ., a aiy) =0,9=1,2, 3,
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Se observd cd in cazul de fajd avem

Uz — a2¢ + 2d1a2¢3/2 + (Za1as + a2 . (9)
al—llmaa—U— AEUl%l '
a——4_4_ a —;5.:314‘42 al__'_S.OAva[.(
Posa’ Y e YT ola

in D, reprezéntém functia G(X, ¢) In forma aproximativa

GUL 4) = UK —atp + 5 Ly 4 £ B

Sa‘

o ,
Pentru rezolvarea completa a'problemei va trebui si aflim §i coeficientul
a, rimas nedeterminat in aplicarea condifiilor de compatibilitate de pe

+ suprafata corpului.- In acest scop folosim un procedeu de ‘aproximatii suc-
cesive considerind ci solutia dati de metoda diferentelor finite reprezintd
o aproximatie (1n11:1a1a) pentru funct1a G in-Ds. Se gase§te relapa

Agus — g2 =30 + 2 (aG) Ay = 3gio — 2010 - (12)

si, in consecmj:a formula aprox1ma1;1e1 de ordmul zero
" l 2\0 - 3850 — 481 T Gine I o i3
‘(,al)A ———. 27 ° . (13)

Pentru aproximatia de ordiriul intii folosim rela‘;ia ,
4gi1 — gio = 3g1-0 2a§Aq} + == (A¢/e )¥% 0 < 6 < 1, (14)
care conducé la ecuafia de’ gradul trei o |
28 — zﬁz'— c =0 ’ : (15)
(¢ = ay, 2 =-af, T =2,92284 Ay, 0-%2 —6,6683), . (15)

Pentru rezolvarea acestel ecuatii se poate aplica metoda iterativd a lui
Newton sau un procedeu de relaxare. Cu valoarea a, astfel determinatid
revenim la formula (11) care ne va da valorile functiei G si, deci, ale
vitezei U in domeniul Ds.

Tensiunea de frecare locald pe suprafa’;a corpu1u1 ’L‘,,,(X) se va calcula,
aplicind legea lui Newton, cu formula

' ) Y 1 ouly, a3 :
= = = 16
T"”(X p" ) o 2VvZug ' 8} ) 2 ) _ ‘( )
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!

Pentru coeficientul ¢, al tensiunii de frecare locali avem formula
VR, tw = a (17)
(R, = ptheo Lfit, Cow = 27‘”] (17')

2
P

3. Regiunea punetului de la infinit D~. Pentru calculul valorilor func-
tiei G(X;, ¢;) = Gii» in secfiunea X = X; in puncte unde ¢;,1 = (J + 1)A¢
J fiind un numir folosit in ma§1na de calcul (program) se pot aplica for-
mulele [3]

1 y
l 5 O8ir — 6giy—1 + giy—2). dack giyyr (Giyn1 —gi) <0
gis+1= (18)

1 y
] 5 &P - dacd giyi(gise1 — &) >0

4. Solutie initiald, Solufia initiald, de pornire, in procesul numeric
de rezolvare a problemei scurgerii plane peste un corp cilindric este datd
de solutia automodelatd (de similitudine) din vecinitatea punctului cri-
tic reprezentatd in variabilele (Illingworth-Stewartson)

x . _—

I _ dx — B4 42 _ Pl
3 upim(x)x S X = Vzay =y

(4, = cy%, ¢; = const., y = coordonata normald; y, p = const.)
Daca se introduce functia vitezei f( ) se obtin formulele
¢ d¢ pc, u  df
U = = Y — = —_—= =
dy 1 dn \/ (ul dn)

de unde rezultd urmitoarea relafie intre functiile f si ¢

b = ()f : (19)

1
\/ Loyu,,

Functia f('r;) si pnmele sale doud derivate, pentru migcdri plane si ax1a1—
simetrice, sint date in tabele [21].
Se obfine imediat formula '

Gy =Ut ==V, [1— (L) ] (@20
g =Ui— =V H. (20
(Goo = (U, f'(no =0) =0), j =0, L 2,

Cunoscind solu1,'1a initiald Gy, ;, schema cu diferente finite (1) _poate fi
programatd, in domeniul de convergentd si stabilitate, la o magind elec-
tronicd de calcul.
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STRAT LIMITA PE UN CILINDRU CIRCULAR (APLICATIE)

5. Caleulul vitezei si tensiunii de freearé. Se considerd un cilindra
circular atacat perpendlcular pe generatoarele sale de un curent viscos
incompresibil care la infinit este in translajie uniformi cu viteza u,
(fig. 1). In acest caz avem formulele (R = raza cilindrului): ’

L =R, X =%/R = arad, u, — %y sin ~ , —2sin X
, R

Xs =0,1745 - 10°; %/':033' Ay =0,1; AX =0,0033
Pentra ¢ =1t avem aG/aX —0 iar pentru d =0 avem -
20 dacd X < X <xn/2

N
7 =2U,U; A
ax T <0dacil < X < 20

[°]

In consecintd, in imediata vecinitate a suprafefei cofpului obtinem

G 4/U —

SOX (A

(g,,”l 28+ g,-1) <0 pentrufié=l < Xg®w (22)

Deci, conditiile de convergentd si stabilitate’ nu sint verificate in apropie-
rea cilindrului in sectiuni X > x/2. Pe de alti parte trebuie exclusd veci-
nitatea imediatd a suprafetei cilindrului din cauza singularitatii ecuatiei
lui .Mises de pe cilindru. In consecinti, domeniul de stabilitate si con-
vergentd al schemei (1) pentru cilindrul circular va fi: X< X < =/2;
2A¢, < ¢ < 0.

Calculul stratului limitd incompresibil de pe un’ c1l1ndru c1rcular se -

va face dupd urmétorul algoritm :
— Calculul mirimii ¥V; se va face cu formula

V; = U% =4sin* (0,1745 + 0,00337), = =0, 1, 2, ... (23)
- Uqo ,
Uy
—» x-RX X
uoo o X, < R
o - \0 0y
—
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-— Valorile ini’;iale Go,; se determind cu formula

- G-_012081—_ b ¢
e [ '{(dnj} (’.02467 L (24)
unde ‘se folose§te solutla ‘dati de Howarth pentru mlscarea pland din veci-
nitatea punctuluj, critic. Valorile Gy, ; sint date in tabelul 1.

— Schema cu diferente finite (1)—(3) se programeazi in 11mba]
FORTRAN IV la masina electronici de calcul FELIX—-C 256 pentru

0,1745 < X:< 1,0490 . . -

In tabelul 2 sint date valorile. functiei de refea.g;, , calculate cu masina
pentru j < J =15, Pentru j < J =15 se aplici formulele (18).
— In vecinitatea siprafefei corpului se rezolvi ecuatii de forma

fo= 8 — 2~ 0,70284 =0 - (4 — 2 sin 2X) (25)

care_se deduc 1med1at .din (15). Solutiile ecuatiilor (25) siut calculate
prlntr-un procedeu de relaxare si sint date in tabelul 3 (unde este indicat
si reziduul R) In tabelul 3 este datd si functia necunoscutd {(X) care
apare ca solufie a ecuafiei g(X, ¢)'=0. Avind valorile functiei de retea
gi,j -se.poate calcula cu formulele corespunzitoare si viteza # a fluidului
in cele trei subdomenn DS, D" §i D°° (pentru q;s 2A¢"¢',’< 2AY, q; -
Y o { .

.. — Coeficientul cw, al tensmnn locale de frecare pe suprafata corpulul
se va calcula, acum, folosind formula (17). Valorile coeficientului ¢, sint
date 'in ‘tabelul 3. Valorile obtinute pentru ¢, coincid: cu cele date de
alte metode [2]. Functiile G a2 si Y sint reprezentate graflc in flg 2
si 3, dupd tabelele 2 51 3.

Tabel 1

foré ¢ fi " (dfjan); 80, = Go,j
0 0 0 0 0,1208
1 0,1 0,4053 . 0,7350 1: 0,0555

2 0,2 0,8106 - - 0,8997 . . 0,0230

3 0,3 + 11,2160 09618 0,0091
4 0,4 . 1,6212 - - 0,9861 ©0,0033

5 0,5 ' 12,0265 09955 0,0009

6 0,6 2,4318 | 0,9988 - .. 0,0002
7 0,7 2,8371 0,9996 0,0000
8 0,8 3,2424 0,9999 .
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§
3 .
¢
g li i - !
: . ; 4 Tabel 2
o . Valorile tunc;iei.gw
N 0,1745 °| 0,3494 0,5408 0,7157 0,7850 0,8411 0,9599 1,0490
0,0 0,1208 0,4688 1,0602 1,7221 1,9984 2,2223 | 2,6839 | 3,0062
0,1 0,0555 0,3132 0,8134 | .1,4089 1,6648 1,8750 2,3180 | -2,6333
0,2 0,0230 0,2103 0,6292 [ 1,1607 1,3958 1,6913 | .2,0112 2,3155
0,3 0,0091 0,1396 ' | 0,4861 0,9570 | -1,1713, | .1,3519 1,7465 1.2,0374
0,4 0,0033 0,0910 0,3737 0,7876 0,9817" [. 1,1474 1,5156 1,7916
0,5 0,0009 0,0581 0,2854 0,6462 0,8209 .| .0,9719 | 1,3134 |. 1,5736
0,6 0,0002 0,0362 0,2162 0,5281 0,6842” | 0,8211 [ 1,1859 |' 1,3798
0,7 0,0000 0,0219 0,1622 0,4296 0,5682- [ 0,6915 -| 0,9801 [ 1,2075
0,8 " 0,0129 0,1205 0,3477 0,4700 0,5808" " 0,8435 |: 1,0543
0,9 » 0,0074 0,0886. | 0,2798 | "0,3870 0,4852 ‘|- 0,7238 |} 0,9184
1,0 0,0041 0,0644 0,2239 | -0,3171 |- 0,4040.:] 0,6193 |, 0,7980
1,1 0,0022 | .0,0462 0,1781 *[ 0,2586- | . 0,3349 {-0,5281 | 0,6915
1,2 0,0011 0,0328 0,1407 0,2098 0,2765 .| 0,4489 0,5975
1,3 0,0006 0,0230 | 0,1104 -|" .0,1692 [|.-0,2271 |_0,3802 0,5148 -
“1,4 0,0003; .|" 0;0158_(~ '0,0860. | -0,1357- | "0,1857-| .0,3208 - | 0,4422
1,5 0,0001 | 0,0108 |' 0,0666 0,1082 |. 0,1510 7 0,2697 0,3787
1,6 0,0000 0,0062 0,0485 ' 0,0822 0,1180 0,2206 0,3232
1,7 . 0,0017 0,0307 0,0566 | 0,0854 0,1720 0,2750
1,8 " 0,0008 0,0130 0,0311 0,0529 0,1235 0,2286 - .
1,9 0,0008 0,0065 "'| 0,0056 0,0204"" [ 0,0750 0,1827
2,0 .0,0004 | 0,0028 0,0028 0,0102_ | 0,0266 0,1369
21 .0,0002 | 0,0014 0,0014 0,0056 0,0133 0,0912
2,2 0,0000 0,0005 0,00035 | 0,0024 0,0088 0,0456
2,3 i ,» 4 770,0001 000015 |* 0,0012 0,0064 0,0228
2,4 » 0,0000 0,00007 | 0,0005 0,0046 0,0057
2,5 oy -0,0000 0,0002- [ 0,0029 0,0029
2,6 . 0,0000 0,0014 0,0015
2,7 . ...] -0,0007 0,0003
Tabel 3
T ] X i . .
X 0,1745 | - 0,3494 | 0,5408] 0,7157 0,7850 0,8411 |- - 0,9599 | 1,0490
z = s - : : e
@y 1,1170 1,5500 1,8572 | 2,0350 2,0818 2,1101 ) "2,1384 | 2,1386
R = M- :
Jo(2) 0,0002. | —0,0003 | —0,0004 | 0,0003 | —0,0007 | —0,0009 [ —0,0002 | 0,0005
a? 1,2477 2,4025 3,4402 1 4,1412 4,3339 4,4525 4,5728 | 4,5736
Yoo 0,7 ‘1,8 2,2 2,4 2,5 | 2,6 2,7 2,8
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YUCJIEHHOE PEWIEHUE "3AJAUM TIOTPAHWUYHOI'O CJIOSI B OPME MUCECA
[TPY TIOMOIIY METOOA KOHEUYHBIX PASHOCTEN. [IPUMEHEHHE . .
K OUPKYJ/ISPHOMY LIWJIMHIOPY .

(Pesxome)

B paboTe H3yuaeTcsi NBHIKEHHe BA3KOH HECKHMAaeMOil xmzucocm B TOTPAHHYHOM ClIOe
NpH NOMOIIM YHCJEHHOTO MHTeTDHDOBAHHS ypaBHeHHs MHceca. ABTOp CYHTaeT, 4YTO 0GJacTb
IBHeHHS, B IJIOCKOCTH Muceca (x, {), AeJqntca Ha TpH oOHaCTH, B KOTOPHIX NpHMe-
HAETCS METOJ KOHEeUHBIX pasHocTed, HHTerPHPOBaHHe MOCPEJCTBOM DsJOB H 3IKCTPaNOJSIHS.
PesyapTatel 3TOH TeODHH NPHMEHSIOTCS 3areM K BEIMHCJEHHIO CKOPOCTH, HanpsiKeHHS H
TOMUMKELl MOTPAHHYHOTO CJIoA At OOTeKaHHA UHPKYJSPHOrO UHJAHHAPA. BHYHCHeHHS,
NpHBeAeHHHE B TaONMLAaxX, GbUIH MPOrpaMMHPOBaHB! B si3bike FORTRAN IV Ha 3JeKTPOHHOMH
BEIYMCAATENbHOH MamuHe FELIX—C 256.

NUMERICAL SOLVING OF THE BOUNDARY LAYER PROBLEM OF MISES FORM
BY THE FINITE-DIFFERENCES METHOD. APPLICATION TO THE CIRCULAR
CYLINDER :

(Summary)

In the paper ., the movement of the viscous mcompress1ble liquid in the bou.ndaxv
layer, by means of numerical mtegratxon of Mises equation is studied. We consider that
the motion field in Mises’s plan (#, ¢) is divided into three subdomains in which the finite
différences method, the series integration, and extrapolation are applied. The results of this
theory are then applied to calculate the speed, skinfriction, and thickness of the boundary
1ayer reckomng the motion of the fluid round the circular cylinder. The results, presented
in tables, have been programmed in FORTRAN IV language by’ the electromc machine
FELIX C 256.



